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Ovningar

Linjdra rum

1.

Lat vy,..., v, vara vektorer i R™. Ge bevis eller motexempel till foljande pastaenden. Satser ur
boken far anvindas.
a) Om varje vektor i R™ kan skrivas som linjar kombination av vy, ..., v,, sd ir v1,...,v,, en bas
for R™.
b) Om varje vektor i R™ kan skrivas som linjir kombination av vy, ..., v,, pa precis ett sitt sa &r
m=n.
¢) Om nagon vektor i R” kan skrivas som linjéir kombination av vy, ..., v,, pa precis ett sitt sa
ar vy, ..., U, linjart oberoende.
. Antag eq,...,e, ar en bas for vektorrummet V. Lat W vara det delrum av V' som spénns upp av
€1 —€2,63 —€3,...,6nh_1 — €p, €y — €1. Bestdm dimensionen av W, och ange en bas for W.
. Visa att polynomen 1,2+ 1,22 +1,...,2" 4+ 1 utgér en bas fér rummet P, av polynom av grad < n.

Ange koordinaterna for polynomet p(x) = ag + a1z + - - - + a,2™ i denna bas.

Lat M vara méingden av alla 2 X 3-matriser A sddana att

1
(1)),
1

Visa att M &r ett underrum av vektorrummet av alla 2 x 3-matriser, och bestdm en bas for M.

. Lat V vara det vektorrum som bestar av alla 3 x 3-matriser med enbart nollor pa huvuddiagonalen.

Finn en bas for V.

. Bestdm for vilka a som vektorn (a,2,3,4) blir en linjirkombination av vektorerna

(17071a0)5 (17717271) (07171a1)7 (357471a72)

Lat V vara méngden av alla polynom p(z) av hogst grad 4 sadana att p(0) + p/'(1) = p(1) = 0 (dar
p'(x) som vanligt betecknar derivatan av p(z)). Visa att V #r ett vektorrum, och bestédm en bas for
V.

. Antag vektorerna vi, va, vs och v4 i R* #r linjirt oberoende. Ar da foljande tre vektorer linjirt

beroende eller ej:
wi; =3vy +2ve + V3 + vy, Wo=2v]+5vy+3vy+2vy, w3z =3v]+4ve+ 2v3+ 3vy.

Euklidiska rum

9.

10.

11.

12.

Vektorerna vi = (0,2,1,0) och vy = (1,—1,0,0) dr givna i det euklidiska rummet R*. Bestim en
ON-bas for det delrum av R* som spénns upp av v och vg, och utvidga sedan denna till en ON-bas
for hela R*.

Lat A vara en inverterbar n X n-matris och lat X och Y vara kolonnvektorer (n x 1-matriser). Visa
att (X|Y) = Y?A'AX definierar en skaldrprodukt i R”™.

Bestim en ON-bas fér det underrum av R* som definieras av ekvationen
xr1 + 29+ x3 + 324 = 0.

Ange en ON-bas (ortonormal bas) fér det underrum av R* (med den vanliga skaléirprodukten) som
spanns upp av vektorerna {(1,3,-1,5), (-3,—-1,3,9), (5,7,—5,1)}.



13.

14.

15.

16.

I rummet av 2 x 2-matriser definierar vi
2
(A|B) = aibi
ij=1
for matriser A = (a;5) och B = (b;;). Visa att detta ger en skaldrprodukt. Bestdm sedan avstandet

. 2 6 -4 7
i detta rum mellan <9 4> och ( 1 6>'

Lat Ps vara vektorrummet av reella polynom i en variabel, av grad hogst 3, med skaldrprodukten
1
(@) a@) = [ s
Lat V vara delméngden av polynom med fol p(z)dx = 0. Visa att V &r ett delrum till Ps, och finn
en bas till V. Bestim V+.

Visa att for standardskaléirprodukten pa R™ giller att (u | Av) = (A'u | v) for varje n x n-matris
A.

Lat u - v beteckna standardskaldrprodukten pa R™. For en inverterbar n x n-matris A definierar vi
(u|v) = Au- Av. Visa att detta ger en ny skalirprodukt pa R™.

17. Visa att om aq,...,a, ar positiva reella tal, sa giller att
n n
1
e bz
i=1 i=1
Determinanter
18. Lat A = (asx)axa vara den 4 x 4-matris dér a;; = 4 — |k — i|. Bestam det A.

19.

20.

21.

Los ekvationen
11 13 17 T

T 17 13 11

11 13 z-6 23~
23 zr—6 13 11
En n X n-—matris
ai1 A1n
A= :
anl1 .. Qpp
kallas skevsymmetrisk om A* = —A, d. v. s. om a;; = —ay; for alla i och j mellan 1 och n.

(i) Bevisa att om A #r en skevsymmetrisk n x n—matris dir n dr ett udda tal, sa dr det A = 0.
(Ledning: Vad dr det(—A)?)
(ii) Berikna

0 1 15 3 0 7T —4
-1 0 26 —10 2 3 8
0 5 2 _g (2) _i Z —-15 —26 0 6 -5 11 —12
-5 0 —-1|+ 1 1 0 _5 + 1 -3 10 —6 0 -1 13 —20].
-2 1 0 3 4 5 0 0o -2 5 1 0 2 -8
-7 -3 -11 —-13 =2 0 -4
4 -8 12 20 8 4 0
Berikna determinanten
1 2 -1 0 3
2 1 4 1 1
0 2 5 1 3
3 1 1 0 -2
-1 1 7T 2 -1



22. Los ekvationen

1 z 22 2% 2t
x a2 23 ozt 1
22 23 2t 1 z|=0
2 2t 1 oz 2?
2 1 oz 2?2 23
23. Beridkna for alla heltal n > 1 determinanten
o1 0 ... 00
1 01 ... 00
01 0 ... 00
Dn = .
0 0 O 0 1
0 0 O 1
24. Lat
by ¢

aq b2 C2
Ak s

ap—2 br—1 cr—1
ap—1 by

I
ol

I
—_
N
3

dar a;, by, ¢; dr reella tal och a;c; > 0, for ¢ = 1,2, ..., n. Beteckna pi(A) = det(AE — Ay) och definera
po(A) = 1.
(i) Visa att pp(\) kan rekursivt beréknas ur py_1(A) och prp_2(A). Ange relationen mellan dessa
tre polynom.
(ii) Visa att pg och pr_1 inte har gemensamma nollstéllen.
(iii) Om Mg &r ett nollstélle till nagot polynom, p;, sa géller p;11(Ao)pi—1(Xo) < 0.

Linjidra avbildningar och matriser
25. Lat F': V — W vara en linjir avbildning och 1at vy, v, ..., v, € V. Betrakta foéljande pastaenden:
(i) vi,ve,...,v, dr linjart oberoende i V.
(ii) F(v1), F(va),...,F(v,) &r linjdrt oberoende i W.
a) Avgor om (i) = (ii) dr sant eller falskt. Om du anser att pastdendet dr sant skall du bevisa det.
Om du anser att pastaendet ar falskt skall du ge ett motexempel.
b) Samma uppgift for (ii) = (i).
26. En linjir avbildning F : R® — R3 ges av F(x1,22,23) = (y1,Y2,y3) dér
Y1 = 2wy — A3, Yo =x2 —2x3, Yz = —TT2 + ldws.
Bestdm en bas i nollrummet for F? (d.v.s. sammanséttningen F o F).
27. Lat F : R® — R* vara den linjira avbildning som i standardbaser representeras av matrisen
1 0 2 0 2
1 1 3 3 -1
3 0 6 1 -1
—2 -1 -5 -3 -1
Bestdm baser for avbildningens nollrum och véirderum.

28. Matrisen A = le ? 2 definierar en linjar avbildning 7' : R3 — R2 pa det vanliga sittet
(d. v. s. genom T(u) = Au). Bestdm transformationsmatrisen fér 7" med avseende pa basen

(1,0,1), (0,2,0), (=1,0,1) for B3 och basen (0,1), (1,0) for RZ.
29. Lat F : P3(R) — P3(R) vara den linjéra avbildning som ges av F(p(z)) = (x + 1)p/(z) (dir p/ (=)
betecknar derivatan). Lat e vara basen e = (1,x, 22, z3).
(i) Ange matrisen A for F' i basen e.
(ii) Bestdm en bas ¢’ av egenvektorer till F' och matrisen A’ f6r F' i denna bas.



30. Lat e, eq,e3,e4 vara en bas i ett fyrdimensionellt vektorrum V. Antag att den linjéra avbildningen

31

32

33

34

F pa V har matrisframstéllningen
1
-1
1
2

(i) Bestdm F':s matrisframstéllning i basen
Ji=e1—2ex+ ey, fo =3e2 —e3— ey, f3 = ez +eq, fa = 2e4.
(ii) Bestdm dimension av viirderummet och nollrummet till .
(iii) Vélj en basi V(F') och komplettera den till en bas i V. Bestdm F':s matrisframstéllning i denna

bas.

NN NN O

= Ot =N

N Ot W

. Man definierar dualrummet till ett vektorrum V som V* som méngden av linjira avbildningar

T :V — R}. Antag nu att dim V' = n och lat eq, ..

., e, vara en bas for V.

(i) Visa att for varje i € {1,...,n} finns det precis ett element f; € V*, sadant att f;(e;) = 1 men

att fi(e;) =0 for alla j # 1.
(ii) Visa att fy,...,f, &r en bas for V*.
(iii) Bestdm dim(V™*).

3
—35
—14

T
-5

—T

. Bestdm z sa att foljande matris far sa liten rang som mojligt
-5 1
15 —10
6 —4
15 -3

-9

—6

. Ange matrisen for den linjira avbildning pa P;(R) som ges av F(p(t)) = p”(t) + p'(t) + p(t) i

standardbasen {1,¢,#2}.

. Bestdm matrisen for den linjéra avbildning R* — R* som utgors av den ortogonala projektionen pa
det underrum som spénns upp av (1,1,0,0) och (0,1,1,1).

Bestém baser for radrum(A), kolonnrum(A), nollrum(A) och nollrum(A?), dér A &r en av matriserna

i féljande tre uppgifter.

35.

w
W = Ut N

36.

— 00 = W
|
i

37.

)

[ =

1 1
5 3

-1 9
8 —6
2 1
4 =5
7 0

-1 3
0 1

2 1

1 2
11

Beriikna (om méjligt) inversen till matriserna i féljande tva uppgifter.

38.

— O NN

N = = O

L V=



39.

110 00
01 100
00110
00 0 11
0 0 0 01

Generalisera resultatet till en n X n-matris av samma typ.

40. Bestdm (om mdjligt) en linjir avbildning R* — R3 sidan att nollrummet &r [(1,2,3,4), (0, 1,2, 3)]
och virderummet utgores av 16sningarna till x1 + z9 + 23 = 0.

Egenviarden och diagonalisering

41. Bestdm egenvektorerna till den linjar avbildning som har matrisen

-3 11 -9
2 10 9
-2 —-11 -10

42. Lat F : Py — P3 vara den linjéra avbildning som ges av F'(p(z)) = (z+1)p/(z) (dér p(x) betecknar
derivatan).
(i) Ange matrisen A for F i basen {1, x, 2% 23}.
(ii) Bestdm en bas av egenvektorer till F' och matrisen A’ for F' i denna bas.

43. Betrakta matrisen

a 0 b
A=10 ¢ O
b 0 —a

Bestidm for vilka viirden pa a, b och ¢ som A dr matrisen for en spegling av R3 i ett plan genom
origo, och bestdm i de aktuella fallen planets ekvation.

44. Lat T : Py — P, genom T'(a + bx + cx?) = a + 2¢ + (ka + 5b)x + (4a + 3c)z?
(i) Visa att T &r en linjér avbildning,.
(ii) Visa att T #r diagonaliserbar om och endast om k = 0.

T och

45. Lat V vara det delrum av C[0,1] som spédnnes upp av funktionerna sinze®, cosze®, sinxe™
cosze ",
(i) Bevisa att dessa funktioner utgor en bas for V.
(ii) Lat DV — V vara den avbildning som ges av vanlig derivation. Bestdm matrisen for D med
avseende pa denna bas.
(iii) Bestdm sekularekvationen for matrisen i i), och underssk hur manga reellla rétter den har. Ar

matrisen diagonaliserbar?
46. Antag att den kvadratiska n xn-matrisen A uppfyller A"~ ! #£ 0, men A™ = 0. Visa att om A" 'u # 0
for en viss vektor u € R™ s& ar u, Au, A%u, ..., A" 'u en bas for R™. Visa att A inte &r diagonaliserbar.

47. Lat f(x) vara ett polynom och A och B vara tva m x n-matriser. Antag att A = M~1BM, dir M
ar en godtycklig inverterbar matris. Visa att
(i) A och B har samma egenvirden
(ii) f(A) = M~1f(B)M och f(A) och f(B) har samma egenvirden.

48. Visa att matrisen A = (g 411) ar diagonaliserbar. Bestdm sedan A™ for godtyckliga heltal n > 1.

49. Undersok om matrisen

2 -1 2
A= 5 =3 3
-1 0 -2

har nagra egenvirden, samt bestdm i forekommande fall dessa tillsammans med motsvarande egen-
vektorer. Ar matrisen diagonaliserbar?

50. Lat V vara det underrum av C(R) som bestar av funktioner av typen f(x) = p(x)e” dir p(z) &r ett
polynom av grad < 3. Ange matrisen for derivationsoperatorn D : V' — V i basen e”, ze® ,w2e® xie®.
Ar avbildningen D : V' — V diagonaliserbar?

51. Visa att om en 2 X 2-matris har negativ determinant, sa kan den diagonaliseras.



52.
53.
54.

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

Ge exempel pa en 3 x 3-matris A # 0 sddan att A2 = 0. Visa att en sdidan matris ej kan diagonaliseras.
Ge exempel pa en matris A # F med A% = E. Visa att en sadan matris ej kan diagonaliseras.

For vilka véirden pa a dr matrisen

OO =
O = Q
DN O =

diagonaliserbar?

S6k en matris B sddan att B2 = A, dar
2 1 1
A=1[1 2 1
1 1 2

Bestdm en ON-bas av egenvektorer till den linjira avbildning som i nagon given ON-bas har matrisen

2 2 =2
2 5 —4
-2 -4 5

Antag att A, B och C &r tre n X n—matriser, sadana att AB = C A. Visa att om varje egenvérde for
A &r skilt fran 0, sa har B samma egenvirden som C.

En n x n—matris A ar nilpotent om det finns nagot positivt heltal m sadant att A™ = 0. Visa att
den enda symmetriska nilpotenta n x n-matrisen dr nollmatrisen. (Ledning: Vilka egenvirden kan
en nilpotent matris ha?)

Lat A vara en symmetrisk matris. Visa att alla egenvirden till A2 méaste vara > 0. Visa vidare att
om ) #r ett egenvirde till A% sa maste v\ eller —v/\ vara ett egenvirde till A.

Los differentialekvationssystemet

Yy = 6y1 + 12ys — 4y3

ys = —3y1 — 9y2 +4y3

ys = —6y1 — 1dy2 + 6y3
Fibonaccitalen F,, definieras som bekant rekursivt som Fy = Fo =1, F,41 = F,, + Fj,1 for n > 2.
Visa att rekursionsformeln kan skrivas som

For1)l (1 1 F,

Fn - 1 0 Fn—l '
Héarled med hjéilp av matrisdiagonalisering en sluten formel for F,.
Antag A &r en n X n-matris. Visa att om A har n egenvirden Aq, ..., \, (riknade med sin multipli-
citet), sa dr

)\1+"'+)\n:a11+"'+ann

(dvs. summan av egenviirdena = summan av matrisens diagonalelement. Ledning: téink pa samban-
det mellan rotter och koefficienter i en algebraisk ekvation).

Kvadratiska former

63.

64.
65.

66.

67.

Visa att méngden av alla punkter i planet, vars koordinater i en ortonormerad bas satisfierar ekva-
tionen 22 + 6zy + 9y% + 3z — y = 0, &r en parabel. Ange dess axel och brinnpunkt.

Ange typen av ytan 722 4 6y? + 522 — 4xz = k for olika virden pa k.

Visa att 2 +y? + 22 + oy + 2z +yz+x +y+ 2z = 2 ér en ellipsoid. Bestdm centrum for ellipsoiden.
Notera att ellipsoiden &r en rotationsyta, och bestdm rotationsaxeln.

Visa att x? + 6xy + 4oz + 10y? + 14yz + 622 > 0 for alla z, y, z med likhet om och endast om
r=y=2=0.

Bestdm x1 och xo si att 1222 + 12x25 + 723 blir sa stort som mojligt da 22 + 22 = 1 forutsiitts.



Svar till vissa uppgifter:
Observera att det kan forekomma felaktigheter hdr. Om du misstédnker att du hittat en sadan,

sa
1.

IQNJCINS

29.

30.

31.
32.
33.

34.

tala gdrna om det for oss!

b) och ¢) sanna.

. Dimensionen &r n — 1 och e; — eg,e9 —e€3,...,en,_1 — €, 4r en bas.

(CLQ — Z?aj,al, e ,an).

-1 1 0 0 00 0 00
0 0 0)° -1 1 0 )’ -1 0 1)°

. En bas ar t.ex.

. Dimensionen &r 6.
. Endast for a = —1.
CTeex. 1 — 32 + 224, o — 323 4 224, 22 — 223 + 2.
. Linjért oberoende.
- 2(0,2,1,0),  =5(5,-1,2,0),  —=(1,1,-2,0), (0,0,0,1).
. +(1,3,-1,5), 3(-1,-1,1,1).
V105, —  21. -99.
. 20.
. Rétterna &r -41, 7, och 23 (dubbelrot).
. -99.
. Endast z = 1.
. Dop_1 =0, Dy, = (—1)*.
. En bas &r (1,0,0), (0,2,1).
. (-2,-1,1,0,0), (—2,—18,0,7,1) for nollrummet; (1,1,3,-2), (0,1,0,—1), (0,3,1,—3) for
véarderummet.
. Matrisen &r
10 10 2
( 4 4 2 )
(i) Matrisen ar
0100
01 20
00 2 3
0 00 3
(i) Matrisen ar
6 -9 9 6
2 -4 10 10
8 —16 40 40
0 3 —21 —-24
(ii) 2 och 2.
(ili): Samma som V.
T =2.
Matrisen &r
11 2
01 2
0 0 1
Projektionen har matrisen
2 3 -1 -1
3 2 1 1
1 -1 2 2
1 -1 2 2



35. Radrum: (1,2,2,1,1), (0,1,—1,-2,0), (0,0,0,1,1);
kolonnrum: (1,3, -2,5), (2, 5,1,3) (1,5,—1,8);
nollrum(A): (— 4,1,1 ,0), (4,—-2,0,—1,1);
nollrum(A?): (3,-2,1,1).

36. Radrum: (1,—4,—1,4,-5), (0,6,1,—5,8);

1),

kolonnrum: (3,1, 8, (1,1,3,0);
nollrum(A): (-2,1,-6,0,0), (1,0,5,1,0), (—=3,0,—8,0,1);
nollrum(A?): (=5,—-1,2,0), (—1,1,0,2).

37. Radrum: (1,2,1,0,1), (-1,1,1,2,1), (0,1,1,1,2), (2,1,1,1,1)
kolonnrum: (1,-1,0,2), (2,1,1,1), (1,1,1,1), (0,2,1,1);

nollrum(A): (1,4 —11,3,2);
nollrum(A?) :{(0,0,0, 0)}, bas saknas.
38. Inversen existerar och ar
4 -7 =5 6
1 2 4 0 -2
10 0 =5 —5 10
-2 6 10 -8

39. Inversen existerar och elementet pa plats (4, j) i inversen #r 0 om j < 4 och (—1)7~% annars.
40.

41. (z1,29,23) = s(—5,1,0) + ¢(—3,0,1).
43. a®> + %> = 1 och ¢ = 1. Planet far ekvationen (a — 1)z + bz = 0.

45. (ii)
1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 -1 -1
0 0 1 -1
48.
(1 0 n 1 5"+3 5" —1
D_<O 5)’ 4 _4<3~5”—3 3-5”+1>'
49. Ett enda egenvirde -1, ej diagonaliserbar.
50.
1100
01 20
A= 001 3]
0 0 01
ej diagonaliserbar.
54. Endast for a = 0.
55. T.ex.
1 4 1 1
3 1 1
1 1 4

56. (07 1/\/53 1/\/5)7 (4/3\/§a _1/3\/57 1/3\/§)a (1/37 2/3a _2/3)
61. Fn — % ((14—2\/5)71 _ (1—2\/5)n
63. Axeln parallell med vektorn (—3,1) och brannpunkten (—3/40,1/40).

64. Ellipsoid for k > 0, en punkt for £ = 0 och ingen geometrisk betydelse for k& < 0.
_ 3 _ 2
67. xr1 = T, o = \/T—g



