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1 Forord

Bakgrunden till detta verk &r att jag som gymnasieldrare i Stockholms stad
tillsammans med 19 andra ldrare erbjods att dgna mig at forskarstudier under
halva delen av min arbetstid i fyra ar. Vad min avhandling skulle omfatta var
da okédnt. Vid ett tillfalle kom jag i kontakt med Jan-Erik Bjork, som vid upp-
lysningen om att jag var idrottslidrare genast borjade prata om matematiska
problem inom idrotten. Vi talades vid med jimna mellanrum och vid en av
vara sammankomster ndmndes det problem som &r bakgrunden till uppsatsen
om myran, som dr den del av avhandlingen jag paborjade forst. Det stérsta malet
var for mig att beskriva problemet och dess 16sning sa utforligt som mojligt, for
att gora avhandlingen ldsbar f6r en storre grupp. Dessutom préglas uppsatsen
av de didaktiska aspekterna vid angrepp pa problem av detta slag.

Sa smaningom inleddes ocksa arbetet med avhandlingens andra del, det vill
siga denna uppsats. Hiar handlar det om tva problem med redan vil kénda
16sningar, ndmligen hur man berdknar volym i R™ for kroppar av olika di-
mension samt att Pythagoras sats har en motsvarighet for areor och volymer.
Malséttningen dr att géra undersokningen mer omfattande &n de redan exi-
sterande samt att betrakta problemens l6sningar ur ett didaktiskt perspektiv.
Gemensamma ndmnare for avhandlingens bada delar &r det flitiga anviandandet
av linjar algebra samt de didaktiska aspekterna.

Det finns manga personer som bor framhallas for sitt stod vid skrivandet
av denna avhandling. Jag ndmner hér, utan héansyn till ordning, de som jag for
tillfallet kan minnas. Mina handledare Christian Gottlieb och Torbjérn Tambour
for ovirdelig hjélp med de matematiska problemen och formuleringarna samt
min bitrddande handledare Jan-Erik Bjork. Hans Thunberg pa KTH har stéllt
upp som opponent. Mina rumskamrater Anders Goransson, Samuel Lundqvist,
Kirsti Nordstrom och Mattias Ringkvist har agerat bollplank samt gett tips om
konsten att skriva i BTEX. Min pappa Anders Larson har som vanligt hjilpt
till med korrekturldsning. Slutligen vill jag framhalla min fru Jenny Larson for
sitt moraliska stod och 6nska henne lycka till med sin doktorsavhandling inom
omvardnad samt tacka vara katter Molle och Moses for sin uppiggande nérvaro
dven om framfor allt den sistndmnda ibland obstruerat arbetet genom att lagga
sig pa bocker och papper.

Den jag emellertid framst vill tilligna avhandlingen &r Pepsi, som aldrig fick
uppleva slutférandet av den.

Stockholm och Norrtélje den 21 maj 2004

Niclas Larson



2 Inledning

Pythagoras sats &r nog ett av de mest kiinda matematiska resultaten. Den &r
nagot som néstan alla stott pa i sin grundskoleutbildning eller motsvarande.
Den dr nog ocksa nagot som vildigt manga till stora delar bade forstatt under
sin skoltid och kommer ihag efter den. Satsen &r bade konkret och lattbegriplig,
sa lange man haller sig till réitvinkliga trianglar i planet. Dérmed inte sagt att
man forstatt alla delar av den eller att man alltid riknar rétt.

Tittar man pa satsen ur ett vektorgeometriskt perspektiv, uppticker man att
den har storre anvindningsomraden én for rdatvinkliga trianglar. Den enklaste
formen av Pythagoras ar identisk med avstandsformeln i R?. Om man har en
vektor u med koordinaterna (x,y) i en ON-bas, géller for lingden av u (kallad
|ul) att
lul* = 2% +4°

En motsvarighet till denna avstandsformel finns i rummet (det vill siga R3)
och dér far vi for u = (z,y, z) da

|u|2 — x2+y2+22

Eftersom avstand som geometriskt begrepp inte existerar i R™ om n > 3,
maste avstand definieras rent algebraiskt. Det mest naturliga séttet att gora
detta dr en utveckling av avstandsformeln i planet och rummet, sa att om
u= (x1,x2,...,2,) € R" har vi

[uf? = (21)* + (22)” + - + (20)?

Ovan har vi utvidgat Pythagoras sats fran avstandsberikningar i planet (R?),
via avstandsberiikningar i rummet (R3) till det rent algebraiska avstandet i R™.
Vi skall nu studera motsvarande generaliseringar for area- och volymbegreppen.
Dessutom kommer en generalisering av Pythagoras sats, som kan anvéndas for
areor och volymer. De flesta slutsatserna &r redan kéinda, men denna fram-
stillning har ocksa malsédttningen att jimfora olika metoder att na fram till
rseultatet.

3 Area i planet

Att berdkna en area i planet dr nagot som uppkommer relativt tidigt inom den
linjéira algebran. Om vi har tva vektorer u; = (z1,%1) och uy = (z2,32) i R?,
spanner dessa upp en parallellogram. Vi ska titta pa tre olika vigar som leder
fram mot samma resultat fér hur man beréknar arean av denna parallellogram.

Vi inleder med ett av de vanligaste séitten att visa areaberdkningen. For att
gora detta maste vi férst infora begreppet skaldrprodukt.



Definition 1 (skaldrprodukt). For tva vektorer i planet, kallade uy och us,
definieras skaldrprodukten av dem som

up - up = |uy| - |uz|cosa

dir |u;| dr lingden av vektorn w; och « dr vinkeln mellan vektorerna. Tva
vektorer dr ortogonala (vinkelrdta) mot varandra precis da deras skaldrprodukt
dar lika med 0.

Om basen dr ortonormerad gdller dven att skaldrprodukten mellan vektorerna
blir
Uy - U2 = T1Y1 + T2y2

Antag nu att uy = (x1,y1) och us = (x2,y2) spidnner upp en parallellogram
i planet. Konstruera en ny vektor w genom att vrida u; 90° moturs. Da giller
att w = (—y1,x1). SOk dérefter projektionen for us pa w och kalla denna vs.

Eftersom u; | vo, sa giller att parallellogrammens area

A= [uy]-[vs

Da vi har |u;| = |w| och va //w giller ocksa
A = |w|-|va] = [|w]||uz|-cosal
= |w-u| = | —yix2 + 2132
T
= L2 = |det (u; ug)
Y1 Y2

dar u; ar en kolonnmatris med vektorns koordinater, det vill sdga
Zq
u; =

Vi far alltsa arean av parallellogrammen genom att berékna determinanten man
far nir man sitter vektorernas koordinater i kolonnerna.! Detta ska visa sig vara
ett viktigt resultat. Ovanstaende bevis dr relativt enkelt och lattoverskadligt.

I Egentligen #r det korrekta uttryckssittet att “man beriknar determinanten av den matris
man far genom att sétta vektorernas koordinater i kolonnerna”, eftersom determinanten ar det
tal man far av en funktion fran matrisen. Emellertid blir detta sprak for invecklat i lingden.
Darfor valjer vi att anvdnda determinant dven som uttryck fér matrisen.



Det leder ocksa ganska omgaende fram till ett resultat. Tyvérr &r det inte sa
enkelt att generalisera denna metod till hégre dimensioner, varfér vi behdver
titta pa nagra andra framkomliga vigar.

Vi inleder nista askadning med fallet da de tva vektorerna &r vinkelrita mot
varandra. Da berdknar vi arean av rektangeln, som de spénner upp, genom att
multiplicera vektorernas ldngder med varandra. Det vill séga

A(ar, uz) = |ug] - [ug|

Arean av rektangeln gar dven att berédkna med hjilp av determinanten for 2 x 2-
matrisen (u; uy), som vi ju nyss visat. For att dnnu en gang visa sambandet
mellan determinanten och arean gar vi tillbaka till uttrycket for lingden av en
vektor. Antag att u; = (z1,y1) och us = (x2,y2) dr tva ortogonala vektorer i
R2. Dessa spénner da upp en rektangel och

Alug,ug) = |wy|-Jug| = V(21)2+ (11)% - V(22)? + (y2)?

vilket innebar att

A% = (1) + ())(@2)* + (12)°) = (z122)* + (2192)" + (V122)” + (1142)°

Kvadratkomplettera det sista ledet

(z122)* + (2192)* + (1172)° + (Y132)°

= (2172 + 1192)% — 221225192 + (212)? + (y172)?

Men u; och us &r ortogonala, vilket innebér att
u-u = 122 +y1y2 = 0
Sa vi far
A? = (2192)” + (122)” — 22122512 = (212 — Y172)°

Beridknar vi sa kvadraten av determinanten som bildas av u; och us far vi

2

T X
h 2 = ($1y2 - y1x2)2

Y1 Y2

vilket alltsa 4r samma sak som resultatet innan.

Eftersom arean #r positiv, medan determinanten inte behéver vara det, har vi
alltsa
T T2

A(ul’ u2) - Yy Y2

= |x1y2 - y1:c2|

da up 1 us.

Detta var ett ganska omsténdligt sitt att fa fram det onskade resultatet. Det
ar heller inte sérskilt ldtt att generalisera till R™ for n > 3. Innan vi tittar pa



hur man ska gora da vektorerna inte &r ortogonala mot varandra, ska vi darfor
betrakta &nnu ett angreppssétt.

Aven har géller det att man forst tdnker sig u; och us som tva ortogonala vekto-
rer. I detta fall ska vi dven anta |uy| = |uz| = 1. D4 &r matrisen U = (u; uz)
en ortogonal matris, det vill siga U* = U~!, diar U* #&r den transponerade
matrisen av U. Eftersom man alltid har

det(U) = det(U*)  och  det(U)-det(U™') =1
maste da gilla

det(U) -det(U™1) = det(U)-det(U*) = 1

|det(U)| = |det(U*)| = 1

Déarmed géller
|det (u; wuz)| = |det(U)| = 1 = A(uy,uz)

vilket visar att beloppet av determinanten &ar lika med arean om det handlar
om tva ortogonala och normerade vektorer.

Om vektorerna &r ortogonala, men inte normerade, kan man enligt riknereglerna
fér determinanter bryta ut en faktor motsvarande vektorns ldngd ur den kolon-
nen:

|det (w1 w2)| = |w| [det(w/[m| u2)l
= |ui|-[uof-[det (ur/[ui[ uz/[usf)|
= Jw| |ugf-1 = [u] |ugl
= A(up,ug)

vilket ater visar ett 6nskat resultat. Denna metod ér ocksa betydligt enklare att
generalisera till hogre dimensioner, vilket naturligtvis ar bra.

Om vektorerna inte dr ortogonala mot varandra géller som bekant inte att man
far arean av parallellogrammen de spanner upp genom att ta produkten av de-
ras ldngder. Enligt den vanliga definitionen av parallellogrammens area géller
da A = bh. Om vi nu har tva vektorer u; och us, som inte ar parallella eller
ortogonala, ska vi soka den ena vektorns vinkelrdta projektion mot den andra.
Utgar vi fran u; (man kan séiga att vi later uy vara basen i den tidigare areafor-
meln) ska vi da hitta projektionen for us pa en vektor vinkelrit mot u;. Detta
ar samma sak som att hitta en vektor vo = uy — wi dér wy ar projektionen av
us pa u;. Men da giller ju att wi//ug, sa man kan skriva wy; = Auy {6r nagot
A € R. Alltsa giller A = |uy] - |Juz — Auy| for detta tal A

Om vi nu gar over till att titta pa determinanten som bildas av vektorerna, vet
vi sen tidigare att
A=|det(u; wu2)]



om u; L uy. Tittar vi tillbaka pa forra stycket giller att det finns ett tal A
sadant att Aup dr precis lika med projektionen av uy pa u; och da géller ocksa
u; L (ug — Auy), vilket gor att vi kan anviinda determinanten for berikning av
arean. Det vill sdga

A=|det(u; uz—Auy)]|

Men den andra kolonnen &r hir us minus ett reellt tal ganger den forsta kolon-
nen. Att addera eller subtrahera en kolonn med en faktor multiplicerat med den
andra kolonnen éndrar inte determinanten. Dérfor far vi

|det(u; uz)| = [det(uy uwz—Auy)| = A

sa arean &r alltsa beloppet av determinanten vars kolonner &r vektorerna som
spdnner upp parallellogrammen, dven om vektorerna inte &r ortogonala mot
varandra. Ett mycket intressant och viktigt resultat. Det framgar ocksa att det
inte spelar nagon roll vilken av vektorerna vi projicerar ortogonalt mot den
andra, eftersom det bara paverkar vilken av kolonnerna man ska féréindra med
hjilp av talet A och den andra kolonnen. (Emellertid far vi olika A beroende pa
vilken vektor vi borjar med.)

Det tredje séittet att visa hur man far arean av en rektangel samt det sista om hur
man behandlar arean av en parallellogram &r som synes betydligt krangligare
an det forsta séttet. Emellertid kommer vi att ha nytta av detta férfarande vid
senare tillfille, da dessa metoder ar enklare att generalisera.

4 Volym i rummet

Motsvarande giller f6r volymberédkning i rummet. Tre vektorer w; = (x4, s, 2i)
for i = 1,2,3 spinner upp en parallellepiped. Aven hir giller som bekant att
om de tre vektorerna #r vinkelrita mot varandra, far vi volymen av ritblocket
de spénner upp genom att multiplicera deras lingder. Alltsa

V(ur,ug,uz) = [uy - [ug] - [us]

Héar gar det att visa, pa samma séitt som for area i planet, att man i fallet med
parvis ortogonala vektorer dven kan fa volymen genom att beriikna determinan-
ten som bildas av vektorerna. Gangen ér alltsa densamma som ovan. Om vi har
tre stycken parvis ortogonala och dessutom normerade vektorer uj, us och ug
kommer matrisen

B = (U.l U9 U.3)

att vara ortogonal. Som vanligt &r u; hir kolonnmatriser med vektorns koordi-
nater som element. Att B ar ortogonal innebér da enligt tidigare resonemang
att | det(B)| = 1, vilket visar att volymen i detta fall dven kan fas genom de-
terminanten. Skulle vektorerna ej vara normerade gér man ocksa precis som i



planet och bryter ut en faktor motsvarande vektorns lingd fran den kolonnen.
Darmed ar det klart att for parvis ortogonala vektorer géller

r1 X9 T3
V(up,ug,uz) = |det(u; uwg wusz)| = |det | y1 y2 ys

Detta hade ocksa kunnat visas genom att ga tillbaka till uttrycket for lingden
av respektive vektor, vilket vi gjorde pa sidan 6 da vi beriiknade arean i planet.
Det orsakar emellertid viisentligt mycket mer arbete i rummet. De fyra (22)
termer man fick i R? blir till 3% stycken, det vill séiga 27 termer i R3. Vi avstar
dérfor fran att visa detta.

Vi sldpper nu kravet pa att de tre vektorerna ska vara parvis ortogonala. Har
vi tre stycken vektorer uy, us och us, som &r linjart oberoende, spinner dessa
upp en parallellepiped. Ar vektorerna inte parvis ortogonala far vi volymen av
denna genom att forst berdkna arean av basytan och sedan multiplicera denna
med hoéjden mot den ytan. Detta forfarande paminner om det som beskrivits
ovan.

Vi inleder nu med att sidtta vi = wu;. Man konstruerar direfter en vektor
vy = ug — wy, ddr wy &r projektionen av us pa vi. Darmed kommer vo att
vara ortogonal mot v; samt att ligga i samma plan som v; och uy. Eftersom
w1 //v1 kan vi alltsa skriva vo = uy — Avy. Niista steg #r att utifran uz kon-
struera en vektor vs ortogonal mot nyss beskrivna plan. Detta gors lampligen
genom att subtrahera uz forst med dess projektion pa vy och dérefter med dess
projektion pa vs. Vi kan ddrmed enligt samma resonemang som tidigare skriva
V3 = U3 — A\1Vy — Aavg, for tva tal A\; och Ag. Nu giiller att vi, vo och vg
ar parvis ortogonala och vi far ddrmed parallellepipedens volym genom att ta
produkten av deras langder.

For vi ater samma resonemang med determinanter, vet vi att
V(uy,uz,uz) = V(vy,va,v3) = |det(vy vy v3)]|

Men kolonnmatriserna vo och v3 ar ju bara kolonnmatriserna us och us sub-
traherat med linjéirkombinationer av de 6vriga kolonnerna. Detta paverkar som
bekant inte determinantens virde, sa

|det (u; us wug)|=|det(vy va v3)]
Déarmed kan vi dra slutsatsen att
V(uj,uz,u3) =|det (u; uz wug)|

det vill séga volymen av parallellepipeden ar lika med beloppet av determinanten
vars kolonner ar uy, us och us, d4ven om dessa inte ar ortogonala mot varandra.

Av ovanstaende resonemang framgar ocksa att det inte spelar nagon roll vil-
ken yta man viljer som basyta. Vi har ju tre val till detta och det &r inte
helt sjalvklart att man far samma belopp pa volymen oavsett vilken yta man



borjar med. Har framgar detta genom att skillnaden visar sig i determinantens
kolonner, pa det sétt att beroende pa var man véljer att borja kommer olika
kolonner att behalla sitt ursprungliga utseende och de 6vriga att &ndras med
hjdlp av subtraktion av andra kolonner. Eftersom detta #&nda limnar determi-
nanten oférindrad, spelar det alltsa ingen roll vilken kolonn som behaller sitt
ursprungliga utseende och i vilken ordning man &dndrar de 6vriga kolonnerna.
Detta motsvarar i praktiken vilken yta man véljer som basyta.

5 Volymberikning i R"

Om vi nu utvidgar till R™ dér n > 3, hamnar vi infér ett liknande problem
som nér vi talade om avstand. Volym existerar inte i geometrisk mening, utan
méaste definieras rent algebraiskt. Aven hiir &r det nira till hands att utveckla
volymbegreppet fran R? och sitta

V(u,ug,...,up) =|det(u; uz ... uy,)]

dar ug, ug, ..., u, ir vektorer som spénner upp en parallellepiped i R™ och de-
terminanten bestar av motsvarande kolonnmatriser. Varje vektor (kolonnmatris)

har koordinater (element) enligt u; = (mgi),zgi), . ,ng)) fori=1,2,...,n.

Vad som inte heller kan anses som sjélvklart 4r vad som menas med att n stycken
vektorer spinner upp en parallellepiped i R”. I R? &r detta mer eller mindre
givet, eftersom en parallellepiped &r en kropp med en viss form. I R"”, for n > 3
existerar ju ingen sadan kropp i geometrisk mening. Dérfor &r det pa sin plats
att precisera vad som menas.

Definition 2 (parallellepiped och dess volym). Om vi ¢ R™ (for n > 3)
har n stycken linjirt oberoende ortsvektorer (det vill siga de utgdar fran origo)
kallade wuq, ..., u,, siger vi att

n
{Zaiw; 0<a; < 1}
i=1
ar parallellepipeden som spdinns upp av vektorerna wi, ..., Uy.

Vi definierar ocksa parallellepipedens volym som

V(“lv“’?a"'a%):|det(ul Uz ... ’U,n)|
Summan i ovanstaende definition ger en punkt i parallellepipeden, eftersom den
bestar av tal mellan 0 och 1 multiplicerat med respektive vektor. Parallellepi-

peden &r alltsa méngden av samtliga sadana summor, det vill siga méngden av
samtliga punkter man erhaller inom varje ortsvektors rackvidd.
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Ovanstaende giiller 1 ett ortonormerat system. Dér definierar vi som vanligt
skaldrprodukten mellan tva vektorer som

w;-uj = zgi)xgj) + xéi)zgj) I Ig)xglj)

Tva vektorer dr ortogonala mot varandra om och endast om deras skaldrprodukt
ar 0.

Vi ska nu se att den ovanstaende definitionen av volym i R™ ger manga egen-
skaper som 6verensstimmer med volym i R3 och area i R2. Vi koncentrerar
oss pa jamforelsen med R32, eftersom detta kommer att omfatta dven det som
kan intriiffa i R?. Det mest elementiira fallet &r om tva vektorer &r parallella. I
rummet innebér detta att basarean blir 0 och féljdaktligen blir &ven volymen av
den urartade parallellepipeden 0. I R™ innebér det att tva av vektorerna eller
kolonnvektorerna &r linjirt beroende. En kéind sats séger da att den tillhérande
determinanten och dédrmed volymen ér 0.

Nista intressanta fall dr da samtliga vektorer &r parvis ortogonala. I rummet
innebér detta att kroppen blir ett riatblock och att man kan fa volymen genom
att multiplicera langden av de tre vektorerna som spéanner upp det. Fungerar
motsvarande i R™? Det enklaste fallet &r om vi har n stycken normerade vek-
torer, det vill sdga vektorer med lingden 1. Matrisen A som bildas av dessa
vektorer blir d& en ortogonalmatris. Det innebér att A~! = A*, med andra ord
att den inverterade matrisen till A &r identisk med den transponerade matrisen.
Eftersom det giller att

1
det(A)

det(A") = det(A) och det(A™1) =

innebér det att vi far

det(A*)det(A) = det(A™)det(A) = 1

Eftersom det(A*) = det(A) maste det betyda att |det(A)] = 1 vilket innebér
att volymen av parallellepipeden, som de ortogonala vektorerna av léngden 1
spénner upp, ar 1.

Om lidngden av nagon vektor dr nagot annat tal dn 1, kan vi bryta ut detta tal
fran denna kolonn i determinanten. Denna faktor ska sedan multipliceras med
den aterstaende determinanten for att fa den ursprungliga. Detta innebér att
om vi har n stycken ortogonala vektorer uy,...,u, giller att om |u;| #1 kan
vi gora om determinanten enligt foljande:

det(wg -+ w -+ uw,) = |wldet(wy -+ w; -+ uy)
diar w; = u;/|u;| och dirmed giller att |w;| = 1.
Gor vi pa samma sitt med samtliga vektorer far vi da:

11



Skulle léngden redan vara 1 for nagon vektor innebér detta naturligtvis inget
problem, eftersom vi da bara bryter ut faktorn 1. Sétt nu

B:(Wl Wn)

Detta dr en matris med samma egenskaper som tidigare ndmnts, ndmligen en
ortogonal matris. Vi kan da anvinda samma resonemang som tidigare och kon-
statera att volymen blir den férvintade, ndmligen

[ua]- - Jup| - [det(B)| = [uif---|up| -1 = ] g

vilket alltsa dr produkten av lingden av vektorerna.

6 Ej ortogonala vektorer i R" for n > 3

Vi paminner férst om att volymen av parallellepipeden som spénns upp av
n vektorer definieras som determinanten med dessa vektorer som kolonner. Vi
har visat att denna definition &dr ldmplig om vektorerna &r parvis ortogonala.
Malséttningen dr nu att visa att denna definition &r lamplig &ven om ortogona-
litet mellan vektorerna inte rader. For att gora detta gor vi en ny definition.

Definition 3 (parallellogram). Om vi i« R™ for n > 3 har k stycken linjirt
oberoende ortsvektorer uy,...,ur dir 1 < k < n sdger vi att

k
{Zaiui; 0<a; < 1}
i=1
ar parallellogrammen som spdanns upp av vektorerna uy, ..., ug.

Denna definition paminner mycket om den for parallellepiped och de &r speciellt
anpassade for vara behov. Nedan kommer nagra mer allmént kéinda definitioner.

Definition 4 (linjart hélje). Om vi i R™ for n > 3 har k stycken vektorer
U, ..., u; dir 1 <k <n sdger vi att

k
{Z Q5 oy € R}
i=1

ar det linjdra holjet som spinns upp av vektorerna. Vi betecknar detta med

[u1, ..., ug

12



Anmirkning. Vi har hir inte stéllt nagot krav pa att vektorerna ska vara
linjért oberoende. Om tva eller flera av vektorerna skulle vara linjért beroende
kan man emellertid erhalla samma linjira holje av ett firre antal vektorer.

Da en parallellepiped i R™ spédnns upp av n stycken vektorer, som inte ndd-
vandigtvis dr parvis ortogonala, vill man féréndra utseendet pa parallellepipeden
sa att den bestar av ortogonala vektorer fast &nda bibehaller samma volym.
For att gora detta sdger vi att till vektorfoljden uy, ..., ux hor f6ljden av de
successiva hojderna vy, ..., vy bestaende av parvis ortogonala vektorer. Hur
denna f6ljd konstrueras aterkommer vi strax till.

Sats 1. Givet ett delrum L av R™, sa finns for varje vektor w € R™ en entydigt
bestimd vektor v € L sadan att u—v dr ortogonal mot alla vektorer i L, ndamligen
vektorn

U- U U - U
|| ||
ddr uy, ..., u dr en godtycklig bas © L av parvis ortogonala vektorer.

Bevis. Om L spanns upp av k stycken parvis ortogonala (och dérmed ocksa
linjédrt oberoende) vektorer s &r u — v ortogonal mot varje vektor u; for
1<j<kty

(u—v) - u,
( (u-u1 L. P ))
= u— —.ul .« . —.u< .« .. —.uk .u»
lui[? w2 lug|? !
u-u nm u;-u abiler u;-u u- e up-u
— W — ‘ug - u; oo . R g -
T ! w2 7 lug|? !
u-u;
j
= U.'llj—u-le
=0
da w;-u; =0 for ¢ #£j nir 1 <7<k och 1 <j <k, eftersom uy,...,u, ar

parvis ortogonala. Dérav foljer ocksa att u — v dr ortogonal mot allt i L.

Vektorn v dr entydigt bestimd, eftersom om vi har en annan vektor v/ € L och
u — v’ dr ortogonal mot allt i L, sa har vi

(u—v)u = (u-—v)-u; =0 for1<j<k

(v—=v)-u;=0 forallaj

Eftersom v — v’ ligger i L innebér detta att den inte kan vara ortogonal mot
alla u;, om inte v — v/ = 0. Dérmed har vi visat att v =v’. O
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Definition 5 (projektion pa delrum). Den entydigt bestimda vektorn, som
nyss beskrivits, kallas projektionen av vektorn u € R™ pa delrummet L. Denna
vektor bendamns uy,.

Definition 6 (fsljden av successiva héjder). Till vektorfoljden uq,. .., u,
hor foljden av de successiva hdjderna vy, ..., v,. Dessa konstrueras genom att
forst sdtta vi = w; och sedan sdtta

vj = uj —vL,_, forl<j<n

dir vy, _, dr projektionen av u pd det (j — 1)-dimensionella delrummet L;_;.

-1

Man kan séiga att v; &r en slags hojd mot parallellogrammen som spénns upp av
Vi,...,Vj_1, ddrav namnet successiva hojder. Den sista hojden som konstrueras
ar

Vo, =Up — VL, ,

och da har man erhallit n stycken ortogonala vektorer vi,vs,...,v,. Varje
vektor v; har skapats endast genom subtraktion mellan u; och vy, ,- Den
sistndmnda vektorn kan hérledas till att skrivas som en linjarkombination av

uy,...,u;—1. Darfor kan varje vektor v; skrivas som u; subtraherat med vek-
torerna uy,...,u;j—; multiplicerade med reella tal. Ténker vi oss nu vy,...,v,
och uy,...,u, som kolonnvektorer i tva determinanter, géller enligt de vanliga

raknereglerna dérmed att

|det (vi vo -+ vu)| = |det(u; uy -+ uy,)|
Eftersom vy, ..., v, ir parvis ortogonala, vet vi sedan tidigare att
[det (vi vo oo v )| = [vi]-[va|--|vn]

Nyss ndamnda samband ger ddrmed
[det(uy -+ uy)| = |vi|--|val = V(ug,...,u,)

sa egenskapen att man far volymen genom att successivt konstruera vektorer
ortogonalt mot varandra och sedan multiplicera deras ldngder med varandra
géller &ven om n > 3.

7 Tva vektorer i R?

Man kan siga att tva vektorer i R3 spinner upp en parallellogram i rummet.
Parallellogrammen ligger i det plan som spénns upp av de tva vektorerna. Det
krivs naturligtvis att de tva vektorerna &r linjirt oberoende, det vill sdga att
de inte dr parallella. Vi far alltsa en area i rummet genom att titta pa arean

14



i det aktuella planet. For att berdkna denna area kan man ga till viga pa
samma s#tt som tidigare. Om parallellogrammen spénns upp av tva ortogonala
vektorer u; och ug, giller att A = |uy| - [ua|. Ar vektorerna inte ortogonala far
man, precis som forut, skapa en ny vektor vy genom att ta us subtraherat med
dess projektion pa u;. For detta géller

up - U

Vo = U.g—)\ul = ug—w-ul
1

enligt ett kiint samband i den linjéra algebran. Nu géller u; 1 vg sa

A= uy|- |vo

For att beriikna |vo| kan vi anvéinda oss av Pythagoras sats. Vi far da

2
u;-u
Vol = w2 W
lui |
(111'112)
= |uof® - T |2
_ 5 (ur-w)
[uz| [uy 2

Detta ger i sin tur

u; - ug)?
Ay, ug) = A(ug,va) = |wl-|va| = |u1|.\/|uQ|zg
eller

u - uo)?
2 = | <|u2|2g> = P fual - (w - ug)?

Det sista kan skrivas som determinanten

up-u; up-ug
u; -uz U2- U2

De fyra elementen i matrisen, som bidar determinanten, &r vanliga skaldr-
produkter. Till exempel har vi

up - Uz = 122 + Y1Y2 + 2122
Om vi nu skriver u; som en kolonnmatris, det vill séga
T

u;, =\ Y
Zj

gar matrisen i den ovanstaende determinanten att skriva genom en matrispro-
dukt

<u1.u1 ul'u2> - <UT)(H1 w) = (w w)  (wm w)=0U"U

uj;-us Us- U uj

dir U = (u; wug). Determinanten av detta, det vill siga det(U* - U), kallas
for Gramdeterminanten.
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8 Areaberikning med hjilp av vektorprodukten

Definition 7 (vektorprodukt). For tva vektorer uy = (x1,y1,21) och ug =
(w2, Y2, 22) i R3 definierar vi som vanligt vektorprodukten mellan dem som

)

Vektorprodukten av tva vektorer &r alltsa en ny vektor med koordinater enligt
ovanstaende. Om vi beridknar lingden av denna vektor kommer intressanta saker
att uppdagas.

Y1 21
PR

21 T
zZ2 X2

r1 Y1
T2 Y2

)

U1X’I,l,2<

|111 X U12|2 = (9122 - y221)2 =+ (21$2 - 222E1)2 + (171312 - 9623/1)2
= (y122)® — 2y1y22122 + (y221)*
+ (21$2)2 — 2212901222 + (2221)

+ (21y2)? — 2217201y2 + (T21)?

2

Vi jamfor detta med motsvarande Gramdeterminant

up-u; up-ug
u; -uz U2 - U2

det(U*-U) =

= ((#1)* + (1)* + (20 ((22)* + (42)* + (22)%)
— (v122 + y1y2 + 2122)2

= (2122)” + (2122)° + (2122)°
+ (122)* + (y1y2)” + (Y122)
+ (21302)2 + (21y2)2 + (2122)2
- (171$2)2 - (y1y2)2 - (2122)2

— 221T2Y1Y2 — 2X1T22122 — 2Y1Y22122

2

Forenklas det sista och jamfors med foregaende uttryck, ser man sambandet
lu; x ug|? = det(U*-U) = A(uy,uy)?

det vill sdga
|II1 X U.2| = A(ul,uQ)

sa beloppet av vektorprodukten mellan tva vektorer dr alltsd identiskt med
arean av parallellogrammen, som vektorerna spénner upp.

Ett annat sétt att definiera vektorprodukt &r att vektorprodukten av u; och
uy ar en ny vektor, med en lidngd lika stor som arean av parallellogrammen
de tva forsta vektorerna spanner upp. Detta stimmer 6verens med det nyligen
visade resultatet. Den nya vektorn dr for 6vrigt ortogonal mot de bada forsta
och riktad sa att orienteringen av de tre vektorerna blir positiv.
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Koordinaterna i vektorprodukten visar nagot mycket intressant. Tittar vi till
exempel pa den tredje koordinaten, ser vi att den &4r x1ys — z2y1, men abso-
lutbeloppet av detta fir ju detsamma som arean av en parallellogram i R? som
spinns upp av tva vektorer vi = (21,y1) och v = (22,y2). I vart fall i rummet
kan detta jamforas med att z; = zo = 0 i u; och us. Absolutbeloppet av den
tredje koordinaten ér alltsa lika med arean av parallellogrammens projektion i
zy-planet, ty detta dr ju vad som erhalls om vi sdtter z-koordinaterna till noll.
Likaledes blir beloppet av vektorproduktens férsta koordinat lika med arean av
parallellogrammens projektion i yz-planet och den andra koordinaten far man
genom att projicera i xz-planet.

Eftersom arean av den ursprungliga parallellogrammen é&r lika med ldngden av
vektorprodukten far vi detta samband:

(A(ur,u2))? = |ur x ug|?
2 2 2
_ |1 & 21 T1 1 Y1
Y2 22 Z2 X2 T2 Y2

= (Ay2)” + (Aa2)? + (Agy)?

dar till exempel Az, betyder arean av parallellogrammens projektion i xy-planet.
Detta dr mycket intressant, eftersom det visar att kvadraten pa parallellogram-
mens area ir lika med summan av kvadraterna pa areorna av parallellogrammens
projektioner i de tre planen som spanns upp av tva av koordinataxlarna. Det
handlar om ett slags utvidgning av Pythagoras sats. Da man beriknar lingden
av en vektor géller ju sambandet att lingden i kvadrat &r lika med summan
av kvadraterna pa vektorns projektioner pa koordinataxlarna. Har har vi alltsa
motsvarande sats da tva vektorer spidnner upp en parallellogram. Da far man
titta pa projektionerna i zy-, xz- och yz-planen istéllet.

9 Vinkeln mellan tva vektorer

Ett annat sdtt att berdkna arean av en parallellogram i rummet dr att titta pa
vinkeln mellan vektorerna. Om vinkeln mellan de tva vektorerna &r « innebér
detta

A=|uy||ug| sina

eftersom |uy|-sin «v &r projektionen av uy ortogonalt mot u; i planet som spénns
upp av dessa vektorer.

For att berikna a anvénder man sig av den vanliga skaldrprodukten. Vi har da
u; - ug = |ug| - Jus| - cosa

eller
ujp - Uqg
cosqg = —————
lui| - [uz]
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En forutsidttning for att cos « ska vara definierat for alla u; och us &r att abso-
lutbeloppet av denna kvot &r mindre &n eller lika med 1. Detta foljer emellertid
av Cauchy-Schwarz olikhet, som ju séger att

[ug - ug| < |uq] - |ug

Detta ger
A = |uy| - |ug| - sin (arccos&) (1)
uy |- fug

Vi gor nu en omskrivning med hjilp av trigonometriska ettan, det vill séga

sina = /1 — cos? a, som ger att

. < up - ug > <U-1'U-2 >2
Ssin | arccos ————— = 1 — _
lui| - [uz| [u| - [uz|

\/ (Jwr - Jua])?  (wy - up)?

(- uz)? - (jw] - [uzf)?

V(lui] - [uz])? — (g - uy)?

lui| - [ug]

Sétts detta in i (1) far vi

V(lu] - [uz])? — (g - uy)?

[uy ] - [ug|

= V(|- [u2])? = (u - up)?

A = || |ug

Med andra ord har vi
A% = (Jug] - [ug])? — (a1 - up)?

vilket kénns igen fran tidigare.

10 Arean av en k-dimensionell parallellogram

Vi dr nu framme vid det sista fallet som kan uppkomma. Det &r att k& stycken
vektorer spidnner upp en parallellogram i R™ fér n > 3. Enligt Definition 3 géller
att 1 < k < n, vilket gor att fallet k = n ej kan uppkomma. Detta har ju ocksa
behandlats tidigare, da det handlar om volymen av en parallellepiped. Fallet
k = 1 behandlades redan i forsta avsnittet, det handlar ju bara om ldngden av
en vektor i R™. Dirfor kommer detta avsnitt att behandla parallellogrammer
som spanns upp av 2 till n — 1 vektorer.
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Definition 8 (arean av en parallellogram). Om k stycken vektorer
U, U, ..., u; ¢ R™, dirn > 3 och 1 < k < n, spanner upp en parallellogram,
definierar vi arean av denna parallellogram som

Uy
*

(A(u, ..., w))? = det uf (w w ... w) 2)

k%
Uy,

ddr som forut u; dr en kolonnmatris med den tillhorande vektorns koordinater
som element, det vill siga
2
1
o0
u; = .
ne

Anmirkning. Hogra ledet i (2) ér ett exempel pa Gramdeterminanten, som
beskrevs pa sidan 15.

Det innebér alltsa att parallellogrammens area i kvadrat &r lika med Gram-
determinanten. For att arean ska vara véldefinierad, kridvs att Gramdetermi-
nanten ar icke-negativ. Detta visar vi med hjélp av vissa egenskaper for bilinjéra
och kvadratiska former. Forst repeterar vi definitionerna av dessa.

Definition 9 (bilinjir form). En bilinjdir form dr en funktion

B:R"xR"—R

som dr lingdr i bade forsta och andra argumentet.

Det vill siga om B(uy,u2) #r en bilinjér form innebér det att
B(u; + v,u2) = B(uj,us) + B(v,us) och B(auj,uz) = aB(uj, us)

samt motsvarande for andra argumentet. Till en bilinjér form hor en matris B,

sadan att den bilinjira formen B(uj,uz) kan uttryckas ujBug i en viss bas.

Matrisen ser olika ut for olika baser.

Definition 10 (kvadratisk form). En kvadratisk form dr en funktion
B:R" - R

som erhalls om man i den bilinjira formen B(wy, uz) byter ut uy mot wy. En

kvadratisk form har alltsa utseendet B(uq,uy).

Ett exempel pa en bilinjéir form &r den vanliga skaldrprodukten. Lat B(uy, us) =
u; - ug. Da kommer k x k-matrisen B med elementen b;; = B(u;,u;) = u; - u;
att vara en matris for den bilinjara formen skaldrprodukt i basen up, uo, ..., ug
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i det linjira hoéljet [uy,...,ug]. Eftersom B dr en symmetrisk matris finns det
en kénd sats som sédger att den bilinjidra formen kan uttryckas med en kanonisk
bas (se Shilovs klassiska ldrobok [5], sidan 126). Med en kanonisk bas menas en
bas ei,...,e, dir B(e;,e;) =0 for i # j.

Den tillhérande kvadratiska formen antar positiva varden for alla vektorer utom
nollvektorn, da den antar virdet 0. Detta inses ldtt genom att skaldrprodukten
av en vektor med sig sjilv alltid &r positiv, med undantag fér nollvektorn da
skaldrprodukten &r noll. Om en bilinjér form &r symmetrisk och den tillh6rande
kvadratiska formen antar positiva varden for alla vektorer utom nollvektorn,
dr den bilinjéra formen positivt definit. Sats 27 i [5] (sidan 131) séger att ett
noédvéandigt och tillrdckligt villkor for att en symmetrisk matris ska definiera en
positivt definit bilinjdr form #r att de determinanter man far via elementen i
de m forsta raderna och kolonnerna alltid &r positiva for m > 1. Eftersom det
var ett nodvéndigt villkor att de nyss ndmnda determinanterna &r positiva for
att den tillhorande bilinjdra formen ska vara positivt definit, innebér det alltsa
att om den bilinjidra formen dr positivt definit sa #r dven dessa determinanter
positiva.

Kopplar vi nu detta till Gramdeterminanten

u; - ug up - Ug up - ug
us - uq Uz - Ug Uus - Ug
ug - up ug - Us ug - Uk

ser vi att detta dr ett fall dir ovanstaende stdmmer in. Det 4r en symmetrisk
matris, eftersom u; - u; = u; - u; och vi har u; - u; > 0, vilket innebér att den
ar positivt definit. Ddrmed kan slutsatsen dras att Gramdeterminanten alltid
ar positiv.

Vi ska nu se att definitionen av area med hjélp av Gramdeterminanten stdmmer
overens med en del egenskaper som visats i tidigare avsnitt. Vi later alltsa
vektorerna uj, us, ..., u; spanna upp en parallellogram i R™ for £ < n. Med
tidigare tolkningar av u; som en kolonnmatris med den tillhérande vektorns
koordinater som element, far vi da enligt Definition 8

*

u;
2 u;
(A(ug,ug,...,ug))” = det S (wwe e w)
u
Lemma 1. Om wvi har k stycken parvis ortogonala vektorer uyi, us, ..., u; 1

R"™, spinner dessa upp en parallellogram wvars area dr lika med produkten av
vektorernas lingder. Det vill sdga

A(’U,l,UQ,. ..,’U,k) = |U1| . |u2| T |’U,k|
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Bevis. Eftersom uj,ug,...,u; &r parvis ortogonala, blir skaldrprodukten
w; - u; =0 for i # j. Det ger foljande berdkning

uj
u;
(A(ul,ug,._.,uk))Q = det : (wp uy --- uyg)
uj,
up - ug 0 0
0 us - Us 0
0 0 e ug - Ui
= Jw’lugf?- - Juyf?
= (|l [ug]-- - |ug|)?

vilket visar att arean i kvadrat &r lika med kvadraten pa produkten av sidornas
lingder. Eftersom bade arean och lingderna dr positiva, &ir beviset klart. |

Att parallellogrammens area ér lika med produkten av vektorernas langder da
vektorerna &r ortogonala stdmmer vil 6verens med tidigare iakttagelser.

Sats 2. Lat vektorerna uy, ug, ..., ux spinna upp en parallellogram i R™. Om
vi konstruerar successiva hdjder vy, va, ..., vy till dessa vektorer enligt Defini-
tion 6, gdller att arean av parallellogrammen dr lika med produkten av hojdernas
langder. Det vill sdga

A(uy, ug, ..., up) = |v1| - |va] - -+ | v
Vi ska titta pa tva olika bevis till denna sats.

Bevis 1. Om vektorerna &r linjart oberoende, men inte nédvandigtvis parvis
ortogonala, kan vi precis som forut konstruera successiva hojder. Vi gor detta i en
matris i taget av de tva matriser som bildar Gramdeterminanten. I den vénstra
av de tva matriserna bildar vektorerna radmatriser. Vi inleder med att sétta
vi = uj. Dérefter konstruerar vi successivt hojderna v’ ortogonalt mot tidigare
héjder enligt Definition 6 pa sidan 14, da man sétter v; = uj — sz,l- Varje
sadan fordndring paverkar endast en rad i matrisprodukten, eftersom forandring
av rader i den vénstra matrisen i en multiplikation paverkar motsvarande rader i
produkten. Forindringen bestar av subtraktion med 6vriga rader multiplicerade
med reella tal och paverkar dirfor inte determinanten.

Exakt samma procedur gors med den hogra matrisen, dér alltsa kolonnerna
successivt gors om. Dessa kolonner kommer da ocksa att vara identiska med
raderna i den vénstra matrisen. Pa samma séitt giller att foréndring av kolon-
nerna i den hogra matrisen i en multiplikation endast féréindrar motsvarande
kolonner i produkten. Déarmed fordndras inte determinanten av denna procedur

heller.

21



Vi har nu konstruerat en ny parallellogram med samma area som den ur-
sprungliga. Den nya parallellogrammen spénns upp av de ortogonala vektorerna
Vi,...,Vk. Lemma 1 ger nu att arean &r lika med produkten av de successiva
hojdernas langder och beviset ar klart. O

Anméirkning. Om tva av vektorerna, sig u; och us, &r linjéart beroende kom-
mer rad 1 och 2 (samt kolonn 1 och 2) i Gramdeterminanten att skilja sig at
endast genom att rad 1 &r ett reellt tal multiplicerat med rad 2. Determinan-
ten och dérmed arean av (den urartade) parallellogrammen blir da foljdaktligen
noll. Nar vi konstruerar successiva héjder och har u; och us linjéart beroende,
kommer vi att fa vo = 0. Darmed blir d&ven produkten av hdjdernas langder
noll.

Bewvis 2. Vi har de tva matriserna

up - ug ug - U9 uj - Ui
u2 - ug Uus - U9 us - Ui
X =
ug - up ug - U ug - Ug
och
Vi -Vp 0 ce 0
0 Vo : Vo E— 0
Y =
0 0 Ce VRV
dar ug,...,ux i X ar vektorer som inte behdver vara parvis ortogonala, medan
Vi,...,VE 1Y ar k stycken parvis ortogonala vektorer.

Som vi tidigare sett &r X matrisen for den bilinjira formen skaldrprodukt ut-
tryckt 1 basen uj,...,u; i det linjira holjet av [uy,...,ug]. Matrisen Y &r
motsvarande for vq, ..., vi. De successiva héjderna vq,..., vy kan konstrueras
enligt foljande, vilket berdrs redan pa sidan 9 dven om begereppet successiva
hojder inte inforts da:

Vi1 = U

Vo = Uz — /\52)111

V3 = us— /\éS)UQ — )\53) u;

vi = w- A w - - AP

Detta gor att transformationsmatrisen mellan de bada baserna far utseendet

2 3 k

1 AP P W

0 1 AP o W

c=10 o 1 =AW
0 0 0 1
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som ger Vi, ..., Vg uttryckt i basen uy, ..., ux. Ddrmed har vi ocksa sambandet
C*XC =Y ([5], sidan 115), vilket medfor det(C*XC) = det(Y). Men C &r en
ovre trianguldr matris med ettor i huvuddiagonalen, si det(C') = 1. Vi har
ju dessutom alltid det(C*) = det(C), vilket ger det(X) = det(Y). Eftersom
det(X) enligt Definition 8 &r arean av parallellogrammen i kvadrat och det(Y")
ar lika med produkten av de successiva hojdernas langder i kvadrat ar beviset
fardigt. O

De olika koefficienterna )\EJ ) hr ganska besvirliga att rdkna ut. Det dr dérfor
omstéandligt att rdkna ut de successiva hojderna v; med hjidlp av dessa. Héar
finns emellertid ett sétt att ga runt problemet. Vi borjar med att inféra beteck-
ningen ¢; for determinanten man far av de i forsta raderna och kolonnerna i X.
Betraktar vi nu matriserna X och Y fran foregaende stycke, ir deras element i
Ovre vinstra hornet identiska. Det &r lingden i kvadrat av den forsta vektorn,
vilket alltsa ger |v1|2 = §;. Tar vi elementen i de tva forsta raderna och kolon-
nerna av X, dr determinanten av detta arean i kvadrat av parallellogrammen
som spanns upp av uj och us. Vi har da

(Aur,w2))? = (A(vi,v2))* = &
Men detta ger ju ocksa

_ (Avi,v)? 6
[vi]? o1

Vi kan fortsétta och resonera pa samma sétt och fa fram ett generellt uttryck

for lingden av v;, ndmligen

P = 2
di1

[vi

11 Pythagoras sats

Har skall vi nu komma till en generalisering av Pythagoras sats. Vi inleder med
tva definitioner.

Definition 11 (koordinatplan). Om vi i R™ har standardbasen ey, ..., e,
sager vi att det k-dimensionella koordinatplanet I(aq, ..., ax) dr det delrum av
R"™ som spdnns upp av basvektorerna e, , . .., €q, ddra; dr olika tall < a; <n

n

och a; < a; fori < j. Det finns (k) sadana koordinatplan i R™.

Definition 12 (projektion i koordinatplan). Fdr en vektor
v=(21,...,2T,) € R™ sdgs dess projektion i koordinatplanet Il(ay,...,ax) vara
vektorn (Tqy,. .., %Ta, ), dir a; dr tal enligt foregaende definition.
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Det handlar alltsa nu om det mest generella fallet av Pythagoras sats, det
vill séiga nér k stycken vektorer spdnner upp en parallellogram i R™. Denna
parallellogram kan projiceras i (Z) stycken k-dimensionella koordinatplan. Pro-
jektionen blir en k-dimensionell parallellepiped i respektive koordinatplan. Med

dessa fakta i tankarna dr vi nu redo att formulera satsen.

Sats 3 (Pythagoras sats). Kvadraten pa arean av den ursprungliga parallello-
grammen dr identisk med summan av kvadraterna pa respektive parallellepipeds
volym.

Projektionen i ett koordinatplan blir alltsa en parallellepiped och dess volym
ar ju som bekant lika med determinanten man erhaller av matrisen dér vekto-
rernas koordinater bildar kolonnerna. Tittar vi pa arean av den ursprungliga
parallellogrammen, far vi den genom Gramdeterminanten. Vi har alltsa

uj
(A(u1,...,uk))2 = det : (uy - ug)
uy,
xgl) e z%l) xgl) . zgk)
= det : . : : . :
xgk) T PSR (%

For volymen av parallellepipeden man far genom att projicera parallellogram-
men i II(aq,...,a) giller att man far kvadraten pa den genom att berékna de-
terminanten av matrisprodukten man far da man véiljer ut kolonnerna a, ..., ay
i den foérsta matrisen och motsvarande rader i andra matrisen.? Vi far darfor

(1) (1) (k)

xal [N xl(llk xal P xal
V? = det - Do
k
AU G R )
Det blir alltsa (Z) stycken sadana parallellepipeder och malet &r att visa att
summan av deras volymer i kvadrat dr identisk med kvadraten pa arean av
parallellogrammen. Detta foljer av néista sats, som &ven dr kdnd under namnet
Cauchy-Binets sats. Det finns flera olika varianter av denna sats och ibland
kallas den f6r Binet-Cauchys sats [3].

Sats 4 (Cauchy-Binet). Ldt X vara en k X n-matris och Y en n x k-matris
dir k <mn. For varje delmingd S = {a1,...,ar} av {1,...,n} later vi Xg vara
den k X k-delmatris av X som bildas av kolonnerna med kolonnindez i S och pa
samma sdtt Ys vara den delmatris av'Y som bildas av raderna med radindex ©
S. Da giller

det(XY) = det(Xs) det(Ys) (3)
S
dir summationen tas dver alla stigande delmingder S av {1,...,n}.

2Ett enklare sitt att berikna volymen &r att direkt berikna determinanten for den ena av
matriserna, men detta dr mindre intressant for tillfillet.
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Anmairkningar.

1. I fallet £ = n &r detta den vanliga produktregeln for determinanter.

2. Vart fall ar ett specialfall av Sats 4, eftersom vi alltid har Y = X*. Detta
leder till Yg = X§ och dérmed det(Xg) = det(Ys). Enligt réknereglerna
fér determinanter innebér det att

VL=det(XX*) och HL=) (detXg)’
S

For att beviset ska bli tydligare, repeterar vi forst tva kéinda definitioner.

Definition 13 (multilinjir funktion). Lat o och o vara tva reella tal. En
funktion f: Vi x - x Vi = W, dir V; och W dr vektorrum, dr multilinjiar om
det for varje i gdiller

flor,...,av; + 'V, ... o)

= af(vi,...,V,...,00) & f(vr,...,0,...,v)

Definition 14 (alternerande funktion). En funktion f: Vi x - - xV, = W
ar alternerande, om det for varje i och j gdller

flon, .. v 05,000, 08) = —f(v1,..0,05,..0, 05, ..., V)

Funktionsvirdet skiftar alltsa tecken om tva variabler byter plats. En féljd av
detta dr att funktionsvirdet dr 0 om minst tva variabler i den dr lika.

Bevis for Sats 4. Vi ska titta pa detta i tre steg. Det forsta steget dr att visa
att (3) dr multilinjér bade i raderna f6r X och i kolonnerna fér Y i bade vénstra
och hogra ledet. Med detta menas for vénstra ledet att den &r linjar for varje
rad i X och varje kolonn i Y. Vi borjar med att titta pa forsta raden i X och
halla 6vriga rader diar samt hela Y fix. En dndring av forsta raden i X paverkar
endast forsta raden i XY

Lat darfor , .
u; +uj
u2
XY =

Ug

dér u; dr radmatriser med k element. Da géller enligt réiknereglerna for deter-
minanter

uj +uf u) uf
us up Uz

det(XY) = det ) = det | . | +det
Ug Uz Uy
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Lat nu
)\111

u2
XY =

Ug

dér A ar ett reellt tal. Da géller enligt riknereglerna

Auy u

Us U
det(XY) = det ) = X-det

Uy Uy

Dessa tva exempel visar att vinstra ledet &r linjart i forsta raden for X. Det
inses lidtt att motsvarande géller for vriga rader i X, eftersom en fordndring
av den i:te raden i X endast paverkar motsvarande rad i XY. Pa samma sétt
géller ocksa att en foréindring av den i:te kolonnen i matrisen Y endast paverkar
motsvarande kolonn i matrisprodukten XY. Dérfor géller att XY &r multilinjér
i raderna for X och kolonnerna for Y.

Nu till hégra ledet. En forindring av forsta raden i X paverkar endast det(Xg).
Eftersom hogra ledet &r en summa av olika termer, racker det med att visa att
varje enskild term &r linjar. Vi later nu uES) vara en radmatris med k stycken
element fran rad ¢ i X, dér de k elementen véljs ut fran de kolonner som ingar

1S. Da kan vi om

o Aui®)
u® u
2 . 2
Xg = respektive Xg =
U_](CS) u](CS)

anvédnda oss av precis samma resonemang for att inse att dven hogra ledet &r
multilinjart for raderna i X och kolonnerna i Y.

Det forsta steget i beviset &r ddrmed klart, ndmligen att bada leden i (3) dr
multilinjira i bade variablerna X och Y.

Det andra steget innebér att visa att bade vénstra och hogra ledet dr alterne-
rande, vilket noggrannare sagt innebéar att avbildningarna

X — det(XY)
Y o det(XY)
X — det(Xg)det(Ys)
Y — det(Xg)det(Ys)

alla &r alternerande. Med det menas att om tva rader i X eller tva kolonner i Y
skiftar plats, kommer bada leden att byta tecken. For XY giller att om rad 1
och rad 2 i X byter plats, kommer &ven rad 1 och 2 i XY att gora det. Enligt
riiknereglerna for determinanter innebér detta att det(XY') skiftar tecken. Att
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motsvarande géller om tva andra rader i X eller tva kolonner i Y byter plats &r
latt att inse. Darmed ar det klart att vinstra ledet &r alternerande.

For hogra ledet géller att om rad 1 och rad 2 byter plats i X, kommer dven dessa
rader att byta plats i Xg for varje S. Diarmed byter det(Xg) tecken i samtliga
fall, vilket leder till att alla termer det(Xg)det(Ys) byter tecken och déirmed
gbr dven hela summan det. Pa samma sétt inses dven hér att detta giller dven
om tva andra rader i X byter plats eller om tva kolonner i Y gor det.

Det andra steget i beviset dr nu klart, nimligen att bade vénstra och hogra
ledet i uttrycket &r alternerande.

Att bade vinstra och hogra ledet dr multilinjara och alternerande innebér att vi
kan visa satsen genom ett resonemang med enkla specialfall. Detta &r det tredje
steget 1 beviset. Lat Y vara en godtycklig n x k-matris och

10 --- 0 --- 0
0 1 0o -+ 0
X=1|. . S
00 --- 1 --- 0

det vill sdga X har en etta for elementen a;; didr 1 < ¢ < k och en nolla pa
ovriga positioner. Da kommer XY =Yg for S = {1,2,...,k}, vilket sjélvklart
ger det(XY) = det(Ys) for detta S. Det giller ocksa for detta S att Xg dr
enhetsmatrisen, sa det(Xg) = 1 och didrmed det(Xg)det(Ys) = det(Ys). For
ovriga S géller att det(Xg) = 0. Vi har didrmed visat (3) for detta specialfall.

Det inses ldtt att samma sak géller om vi justerar X for 6vriga delméngder S.
Om vi har S = {a1,...,ar} med 1 < a; <n och a; < a; for i < j, far vi
samma effekt som ovan genom att pa rad i 1 X sétta en etta i kolonn a; och en
nolla i 6vriga kolonner. Detta samt steg 1 och steg 2 i beviset visar satsen. [

Sats 4 ar nu alltsa visad och som tidigare papekades var detta det slutgiltiga
steget for att bevisa den generaliserade versionen av Pythagoras sats. Hur det
hénger ihop krédver en forklaring.

Forst och framst géller att om parallellogrammen spénns upp av vektorerna
ug,...,u; sa utgor dessa vektorer raderna i matrisen X fran Sats 4. I vart fall
giller for viinstra ledet i (3) enligt anmiirkning 2 pa sidan 25 att vi har

det(XY) = det(X X*)

vilket dr Gramdeterminanten for matrisen X. Vinsterledet &dr dérfor (enligt
Definition 8) lika med den ursprungliga parallellogrammens area i kvadrat.

Da parallellogrammen projiceras i respektive koordinatplan erhalls (Z) stycken
k-dimensionella parallellepipeder. Enligt Definition 12 far man vektorerna som
spanner upp parallellepipederna genom att fran respektive rad i X vélja ut
k stycken kolonner som koordinater i respektive vektor. Detta ger k stycken
vektorer i R¥, som #r precis lika med raderna i nagon av matriserna X g. Volymen
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av denna parallellepiped ér enligt Definition 2 lika med det(Xg). Genom att

lata S genomlspa alla delmingder av {1,...,n} pa det sitt som beskrivs i

Sats 4, kommer man att erhalla samtliga (Z) parallellepipeder som uppstar vid

projiceringen. Detta innebér att » g (det(Xg))2 #r summan av kvadraterna
pa respektive parallellepipeds volym och enligt anmérkning 2 dr det samma sak
som hogra ledet i (3).

Dérmed giiller alltsa att Pythagoras sats foljer av Sats 4.

12 Yttre produkt

Ett annat sétt att visa Sats 4 &r att anvinda sig av yttre produkt. Vi inle-
der detta med nagra fakta om yttre produkt, nér vi arbetar med R™ som ett
vektorrum 6ver kroppen R.

Definition 15 (yttre potens). Beteckna R"x---xR"™ (k ginger) med (R™)".
En n:te yttre potens av R dr ett vektorrum AF(R™) dir vi har en multilinjir
och alternerande funktion

v R = AF®Y)
sadan att for varje multilingdr och alternerande funktion
f: ®Y - R
gdller att det finns en unik linjar funktion
g: NFR") — R

sadan att

f=go

Definition 16 (yttre produkt). Bilderna av v har utseendet
(v, ) =LA A

ddar vi A---ANvg kallas den yttre produkten av vy, ..., v;. Dessa dr generatorer
i AF(R™), vars element bestdr av summor av yttre produkter.

Lat eq,...,e, vara standardbasen i R™ och sig k < n. Vi kan da véilja (med
aterliggning) k vektorer ur ey, ..., e, pa nF olika sitt, for att bilda den yttre
produkten t(e,,,...,e,, ). Eftersom 1 #r alternerande kommer emellertid flera
av dessa element att vara noll eller lika sa nér som pa tecken. Vi kan dérfor
séiga att vi véljer k vektorer ur eq,...,e, pa sa sitt att vi alltid har a; < a;
for 1 < i < j < k. Da finns det (Z) sitt att vilja dessa vektorer. Later vi 1
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verka pa dessa kombinationer, erhaller vi (Z) stycken yttre produkter. Dessa

utgdr en bas till den yttre potensen A*(R™), som alltsé &r ett (})-dimensionellt
vektorrum.

Vi dr nu redo att bevisa Sats 4 med hjilp av yttre produkt. Minns att det vi
ska visa ar likheten

det(XY) = det(Xs) det(Ys)
S

Som i Sats 4 later vi S genomlépa alla stigande delméngder {aq,...,ar} av
{1,...,n}. Da &r de (}) olika vektorerna eg = €4, A---Aeq, en basi AF(R™).
Lat &ven wuy,...,u; vara radvektorerna i X dér for varje 1 < i < k géller

u; = (xgi),...,ng))

Lemma 2. Med nyss givna bendmningar gdller

U A AU = Z(deth)es
S

Bevis. For att gora beviset mer lattoverskadligt, gor vi ett bevis med tva vek-
torer i R3. Detta bevis kan enkelt utvidgas till att gilla for k vektorer i R™. Vi
later uy = (21, x2,23) och us = (y1,y2,93) -

up Auy = (r1e; + z2ep + x3€3) A (Y1€1 + Y202 + Y3€3)

= my1e1Ner + Tiy2er Nex + T1yze; Aeg
+ zoy1 €2 A€y + Tays ez Aey + Tayses Nes

+ x3y1esNer + xsy2es/Nex + xsyses/\es

= 04+ xz1y2e1 Nex + x1y3€1 Nes
—zay1er Nex + 0 4+ zayzex Aes
—x3y1e1 Nes — T3y2exNes + 0

= (21y2 —x2y1)e1 Nea + (z1ys — z3y1) €1 Aes

+ (w2ys — w3y2) €2 N es

= Z(det Xg)es

s
|

Vi ska nu halla Y fix, &ven om den kan vara godtycklig. Didremot later vi X
variera. Betrakta funktionen f: (R™)* — R dir

fluag,...,ux) = det(XY) (4)
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Denna funktion &r multilinjar och alternerande, vilket visas pa samma sétt som
i inledningen av det forsta beviset pa sidan 25. Eftersom f har dessa egenskaper,
finns det en funktion ¢ : (R™)¥ — AFR™ som f faktoriseras genom. D4 existerar
ocksa en unik funktion g : AFR"™ — R sadan att f = g o). Fér denna funktion
géller:

g(es) = det(Ys)

Detta visas i steg 3 pa sidan 27, dér ju X har eg i sina rader.

Eftersom g ar linjar, giller da:

S

g(Zdet(Xs)es> = Z(det(Xs)-g(es)) = Zdet(Xs)det(Ys) (5)
5 5

Vi har nu

flay,...,ux) = goy(uy,...,up)
= g(W(u,...,u))

= glur A---Auy)

=g <Z det(XS)e5> [enligt Lemma 2]
S

= ) det(Xg)det(Ys) [enligt (5)]
S

En jamforelse med (4) ger nu

det(XY) =)~ det(Xs) det(Ys)
S

vilket avslutar beviset.

13 Sammanfattning

En malsdttning med texten har varit att angripa problemen pa olika sédtt och
jamfora de svarigheter som blir aktuella. For hirledningen av areaberikning i
planet visades tre olika metoder. Den mest komplicerade av dessa hérledningar
visade sig vara den ldmpligaste da man skulle generalisera begreppet till hogre
dimensioner. Om man ska visa hirledning av areaberdkningen, kan det darfor va-
ra lampligt att vilja metod efter vilken malsittning man har. Ar areaberiikning
slutmalet, valjer man férmodligen den enklaste hirledningen. Vill man kunna
generalisera, dr det ldmpligare med den tredje metoden.

Vid beviset for Sats 4 viljer vi ocksa tva olika metoder. Det forsta beviset &r
ganska langt och omsténdligt. Beviset som anvinder yttre produkt blir mer
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kortfattat, men det krédver en betydligt hogre forkunskap. Man kan sédga att
vi flyttar svarigheterna fran det forsta beviset till att man behover forsta yttre
produkt for att tillgodogora sig det andra beviset. Aven hér kan man vilja bevis
efter malgruppen och vilken malséttning man har med beviset.

14 Lastips

Det finns ett antal publicerade artiklar, som anknyter till det som behandlats
hir. [4] angriper problemet pa samma séitt, men gor det inte lika grundliggande.
Den artikeln har tjdnat som stor inspirationskélla till denna sammanstéllning.

En nagot annorlunda beskrivning gors i [1], dir arean av en k-dimensionell
parallellogram samt beviset for sats 4 endast berérs med hénvisningar till annan
litteratur. Artikelns huvudinnehall &dr att dra liknande slutsatser for Lebesgue-
mattet i métbara mangder.

I [8] utgar man fran en axiomatisk beskrivning av volymbegreppet i R™. Man
stéller forst vissa krav, som man vill att begreppet ska uppfylla och visar dérefter
att volymen av n-dimensionella parallellepipeder erhalls med hjélp av determi-
nanter. Aven hir dr matteori inblandad.

Artikel [9] behandlar ett specialfall med arean av sidorna i en réitvinklig teatra-
eder i rummet. Tre av sidorna ligger i de vanliga koordinatplanen och summan
av kvadraterna pa deras areor dr lika med kvadraten pa arean av den fjarde
sidan.

[7] dr en lidngre artikel, som visar flera aspekter pa Pythagoras sats. Den tar
dven upp lite historiska fakta.

Referenser

[1] D. R. Conant; W. A. Beyer: Generalized Pythagorean theorem, Amer.
Math. Monthly 81 (1974), 262-265.

[2] S. Lang: Algebra, Addison-Wesley Publishing Company, 1997.

[3] M. Marcus; H. Minc: A survey of matriz theory and matriz inequalities,
Dover Publications, 1992.

[4] G. J. Porter: k-volume in R™ and the generalized Pythagorean theorem,
Amer. Math. Monthly 103 (1996), no. 3, 252-256.

[5] G.E. Shilov: An Introduction to the Theory of Linear Spaces, Prentice-Hall,
1961.

31



[6] A. Tengstrand: Linedr algebra med vektorgeometri, Studentlitteratur, 1994.

[7] D. Veljan: The 2500-year-old Pythagorean Theorem, Math. Mag. 73 (2000),
no. 4, 259-272.

[8] J. D. Weston: Volume in vector spaces, Amer. Math. Monthly 66 (1959),
575-577.

[9] A. Zirakzadeh: The generalized Pythagorean theorem in the n-dimensional
Euclidean space, Math. Student 30 (1962), 143-146.

32



