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BEITRAG ZUR THEORIE DER
FOURIERMULTIPLIKATOREN UBER ENDLICHE GRUPPEN

MATs ERIK ANDERSSON

_In der harmonischen Analysis ist das Poissonsche Integral von grofer Bedeutung.
Uber die Kreisgruppe la3t es sich anfanglich fiir integrierbare Funktionen wie folgt
einfiihren.

ﬁr\f(n) = r|n\ f(n), Prf(ew) N i Tln‘f(n) ein@j

n=—oo

wobei 0 < r < 1. Eine sehr umfangreiche Literatur dafir ist vorhanden.

Es 148t sich offenbar fragen, in welchem Ausmaf endliche, zyklische Gruppen —
anstelle der Kreisgruppe — eine ausfiithrbare, dhnliche Theorie gestatten. Dabei
entstehen zweierlei Arten von Abwandlung des Poissonschen Integrals. Es sei x
ein primitiver Charakter der Ordnung n iiber die zyklische Gruppe Z,, ~ Z/nZ.
Der vollstindige Poissonsche Integralkern p,(") beziiglich y wird folgendermaflen
definiert.

k
p,(2k+1) = Z T|j|Xj bzw.
j=—k
k—1
pr(2k) = 'r'ka + Z T‘J‘XJ.
j=—k+1

Das normalisierte Haarsche Maf3 auf Z,, wird mit A = \,, bezeichnet. Das Pois-
sonsche Integral selbst wird durch

PIf=p™xf, f:T,—C

eingefiihrt. Es ist leicht einzusehen, daf fiir 0 < 7 < 1 immer p,(™) > 0 ist. Somit
gilt fiir alle 1 < p < o0

1B fllp < IR < 1 -

Die Norm ist hier diejenige, die dem Raum LP(Z,, \,,) zugeordnet ist.

Offenbar bildet P(") eine Gruppe im Operatorraum B(L!, L') von beschrinkten
Operatoren auf L' = L'(Z,), und zwar beziiglich des komplexen Parameters 7 in
C\ {0} und bei festem n, mit Einheitselement Py("). Fiir 0 < r < 1 sind die L?-
verbessernden Eigenschaften von Interesse. Weissler [W] hat gezeigt, dafi im Falle
p = 2 folgendes gilt.

Typeset by ApS-TEX
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Fur r > 0 besteht die Norm-Ungleichung

1P fllp < |Ifll2,  fir alle f € L*(T),

und zwar dann und nur dann, wenn r < 1/y/p — 1.

Es ist jetzt zu untersuchen, ob eine ahnliche Charakterisierung auch fiir Pr(n) und
Z,, nachweisbar ist. Man moge also eine exakte Schranke r,(p) derart finden, dafl

2™ # fllp < [ fll2,  fiir alle f € LP(Z,) und 0 < 7 < 7 (p), wobei p > 2.

Wohlbekannt — mittels f = 14 ax + ax leicht nachweisbar — ist die Notwendigkeit
der Bedingung 7, (p) < 1/y/p—1.

Umfangreicher wird die Fragestellung, wenn die gleiche Aufgabe fiir Multiplika-
toren m,{(¥) auf L?(Z,) gestellt wird. Diese Funktionen werden so definiert:

k

m, (k) = Z TIjIXj

j=—k

Hier unterliegt k& der Bedingung k& < n/2. Offenbar sind p,(2*+1) und m,*) fiir
n = 2k + 1 identisch. Zudem sieht man sofort ein, dafl ein belegter Wert r,(p) =
1/4/p — 1 genau denselben Wert fiir alle m, (%) bringt. Wenn aber r,(p) kleiner ist,
oder gar unbekannt, so wird ein Studium von m,(*) aufschlufireiche Erkenntnisse
bringen.

Nun ist in der Literatur kaum etwas tiber LP-verbessernde Eigenschaften von
p{™ zu erfahren. Lediglich sind r2(p) = r4(p) = 1/v/p—1 und r3(p) < 1/v/p—1

bekannt; man siehe hierzu die Bemerkungen in [A]. Weiter ist von diesem Autor
in [A2], fir den Fall Z,, und m,{}), die genaue Schranke r < 1/y/p —1 mit n > 4
gezeigt, allerdings nur fiir ganze und gerade Zahlen p > 2. Als die Arbeit [A2]
ihre endgiiltige Form bekam, ist es mir bewuflt geworden, dafl das darin eingesetzte
Majorantenprinzip sich ein wenig erganzen lafit. Die jetzige Darstellung ist folglich
dem Studium der Multiplikatoren m,{2) gewidmet. Insbesondere wird den Wert
r5(p) = 1/4/p — 1 fiir alle geraden p bestétigt. In der Tat hat man ein bestimmtes
Endergebnis vor Augen:

Hauptsatz. Es sei ein Charakter x tber Z,, von ungerader Ordnung Ord(x) > 5
gegeben. Zu jeder ganzen Zahl | > 1 hat man fir alle 0 < r < 1/v/21 — 1 die genaue
Multiplikatornorm ||m, |22 = 1.

Es mufl bemerkt werden, dafl das hier eingesetzte Verfahren ganz ungeeignet fiir
ein allgemeines Studium der Norm ||m 2|2 1» ist.

1. Vorbereitendes. Dank der Einschrankung auf ganze, gerade Zahlen fiir p steht

eine elementare Taylorentwicklung zur Verfligung. Man lege einen Charakter x der

Ordnung n = Ord(x) > 2M + 1 fest und betrachte fiir 7 > 0 die reelle Funktion
my =1+7r(x+X) + 20 +X°) + -+ M +xM).

Fiir eine beliebige, reelle Funktion der Gestalt

f=ao+arx+arx+--+aux™ +augxM
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gewinnt man aus dem Hardy—Littlewoodschen Majorantensatz [H-L] eine Abschét-
zung

1f s mlla < || laol + lax (¢ + ) + -+ + laarlr™ 6™ + %) Ly
Mit dem Ziel eine Ungleichung der Art
1 mllze < C(r, M0, 20) [[ f1]2

fiir reelle f jener Art zu beweisen, ist es folglich ausreichend, die Bedingungen
ag = 1 und aq,...,ap > 0 zuzufiigen. Der Fall ag = 0 ist per Grenziibergang zu
erledigen. Die Identitét

Il = [ {1+ arGer) o anr (0 4 )
fihrt zum Studium des folgenden Ausdrucks:

{1+01T(X+Y)+-~+amrM(XM+yM)}2l
M

21
= Z ( > TE mSm ail . a?\}/[ (Xm 4 Ym)sm
S1y..-3SM

s1+-tspu <M m=1

Fiihrt man jetzt die entscheidende Grofie

p(n;sla"'a / H X +X d>\n

Zn =1

ein, so ist offenkundig, dafl

M M
H (X +Ym sm _ Z{ H < L) m(Sm—2jm) . O < ]m < Sm}-
m=1 m=1

Hieraus folgt eine zweite Deutung:

M M
p(n;s1,...,snm) = Z{<ji> <j]\]\j> ) Zm:l My = Zm=1 ms,, mod n}

Dauraus 148t sich leicht folgender Hilfssatz beweisen.

Hilfssatz 1.1. Mit der obigen Vereinbarung fir die reelle Funktion [ besteht die
Darstellung

21
1f *me|[3 = 2: <51 &w)rznwmphush-~a5M)a?-~amﬁ
ey

s1++sm <21

Die entscheidende Idee in [A2] war es, die GroBen p(n;s) und p(n + 2;s) zu
vergleichen. Ein gezielter Einsatz eines verallgemeinerten Groéflenvergleichs ist der
néchsten Aussage zu entnehmen.

Hilfssatz 1.2. Es sein > 2M+1. Wenn die Gréfie p(n+2;s1,...,Sn), unter der
Bedingung Y s, < 21, fir keine Wahl der Parameter si,...,sp = 0, grofier als
die Zahl p(n;sy,...,Sn) ist, so folgt daraus die Abschéitzung C(r, M,n + 2,2l) <
C(r,M,n,2l).
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Im Beweis ist es voriibergehend zweckmaéBig, eine Schreibweife || f||, ,, anzuwen-
den, bei der das Kleingeschriebene n die Ordnung der Gruppe Z, angibt. Der
Charakter wird tiber beide Gruppen mit x bezeichnet. Dank der Hilfssétze hat
man jetzt

21
|’f*mr”21n+2: Z ( >szs”"p(n—|—2;31,...,3M)a‘i1...a‘j\j‘f
s14tspr<al N M
< < )rzmS”Lp(n;sl,...,sM)afl...ai}‘f
s1+-+ +8M§21
= ||f ¥ mell3,, < C(r, M0, 20 || 15, = C(r, M,n, 20 || f[13,40-

Es ist jetzt einleuchtend, dafl die gewtinschte Ungleichung C(r, M,n + 2,2l) <
C(r, M,n,2l) besteht.

In der vorangehenden Arbeit [A2] konnte eben diese Schluifolgerung fir M =1
und alle n > 4 eingesetzt werden. Daraus ergab sich die Bestimmung der Kon-
stanten C(r,1,4,2l) und C(r,1,5,2l) als die verbleibende, groere Aufgabe, deren
Ausarbeiten auch etwas an Aufwand gekostet hat.

Leider zeigt es sich, dal die Voraussetzung in Hilfssatz 1.2 nicht einmal fiir
M = 2 und gerade Ordnung n erfiillt sein mufl. Allerdings ist jene Eigenschaft fiir
ungerade Ordnungen in der Tat wahr, was zunachst zu erkléren ist.

Es seien zuerst natiirliche Zahlen cy(s,t) durch

(1+2)%(1+2?)" = Z cr(s,t) zk

eingefiihrt, wobei
ck(8,t) = csyot—k(s,t) und cg(s+ 1,t) = cx(s,t) + c—1(s,1)

hervorzuheben sind.

Hilfssatz 1.3. Wenn s > 1 und t > 0 ganze Zahlen sind, so besteht fir 0 < k <
v=t+ [5-51] die Ungleichung 0 < ci_1(s,t) < cx(s,t) < ¢y (s, t).

Der Beiweis lauft tiber mehrere elementare Stufen, wobei der néchste Schritt
aus dem vorletzten mittels der Zerlegung ci (s + 1,t) = cx(s,t) + cx—1(s,t) erfolgt.
Wenn von Multiplizitét die Rede ist, wird die Anzahl aller Index k angegeben, deren
Koeffizienten ¢ (s, t) gleich dem Maximum aller Koeffizienten ausfallen. Dabei sind
s und t festzuhalten. Es wird jeweils derjenige Koeflizient ausgeschrieben, der unter
den Maximalen auch den kleinsten Index besitzt.

Beobachtung 1. (1) ¢x(0,t) = 0 wenn k ungerade ist.
(2) Ungerade t ergibt cx—2(0,t) < ¢cx(0,t) < ¢;-1(0,t) = ¢441(0,t) wenn k <
t+1; ¢;—1(0,t) ist mazimal.
(3) Gerade t ergibt cx,—2(0,t) < ¢ (0,t) < ¢(0,t) fir k < t; ¢;(0,t) ist einfaches
Mazximum.

Beobachtung 2. ci(1,t) ist wachsend fir k < t+ 1. Wenn t gerade ist, wird
ce+1(1,t) ein doppeltes Maximum, wdihrend ungerade t den Wert ci—1(1,t) zum
vierfachen Maximum macht.
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Beobachtung 3. c(2,t) ist wachsend firk < t+1. Gerade t macht c¢11(2,t) zum
alleinigen Mazximum, wihrend c,—1(2,t) fir ungerade t ein dreifaches Mazximum ist.

Beobachtung 4. Fir k < t + 2 ist cx(3,t) wachsend mit k und ci42(3,t) ist
doppeltes Mazimum.

Von nun an 148t sich, wenn die Symmetrie ¢y (s,t) = cs12:—k (S, t) mit einbezogen
wird, eine allgemeine Aussage induktiv bewiesen:

Beobachtung 5. Fir s > 4 ist cg(s,t) wachsend mit wachsendem k, wenn nur
0<k<Lt+ [%} = v. Hier ist c,(s,t) ein einfaches bzw. doppeltes Mazximum, je
nachdem s gerade oder ungerade ist.

Der Hilfssatz 1.3 ist jetzt die Zusammenfassung der vier letzteren Beobachtungen
und ist damit bewiesen worden.

Um die Zahl p(n;s,t) verstdndlich zu machen, fiihre man zuerst die Menge
V(n;s,t) ={0 < k < s+2t; 2k = s+ 2t mod n} ein. Dabei ergibt sich

p(n;s,t)zZ{(j)(j,);k:GV(n;s,t), 0<i<s, 0<j<Ht, k:i+2j}
:Z{ck(s,t);k‘EV(n;s,t)}.

Hilfssatz 1.4. Unter den Bedingungen n > 5 und s > 1 neben t > 0, gibt es eine
Injektion ¢ : V(n + 2;s,t) — V(n;s,t) derart, daf c¢(k)(s,t) > ck(s,t) fir alle
kEeV(n+2;s,t).

Man nehme zum Beweis ein beliebiges k € V(n + 2;s,t). Fiir eine ganze Zahl r
ist dann 2k = s+ 2t + r(n+2) und somit 2(k —r) = s+ 2t +rn, d.h. ¢(k) =k —r
ist ein Element in V'(n;s,t). Klar ist auBerdem, dafl ¢ wachsend fiir 0 < k < § +t,
bzw. abnehmend fiir k& > § + ¢, ist. Weiter ist ¢(k) < § + ¢ dann und nur dann,
wenn k < 5 +t. SchlieBlich gibt k <1< § 4+t mit k,1 € V(n + 2;s,1)

dk) =s+2t+rin <s+2t+ren = ¢(l).

Dank der Symmetrie cx(s,t) = csyot—k(s,t) muB ¢ injektiv sein. Da s > 1, bestatigt
nun Hilfssatz 1.3 die gesuchte Ungleichung cg)(s,t) > cx(s,1).
Somit ist die Majorantentechnik erreicht:

Satz 1.5. Fur alle ganze Zahlen s,t > 0 und ungerade n > 5 besteht die Unglei-
chung p(n;s,t) = p(n+2;s,t).

Im Falle, dal s > 1, zeigt namlich Hilfssatz 1.4
p(n+2;s,t) < Z {c¢(k)(s,t) s keV(n+2; s,t)}
< Aels,t)s k€ Vinss,t)} = p(ns s, t).

Dagegen hat man mit s = 0 die Berechnung (wobei n + 2 und n ungerade sind)

p(n+20,t) =Y {(});4=2modn+2} => {(*);2i =t+r(n+2)}
\Z{JT, (j—r) —t+7“n} Z{ 2i:t+rn}
:Z{z ;4zz2tmodn}:pn;0,t).

Der Satz ist somit vollstdndig bewiesen.
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Jetzt ist die Lage derart, dafl nach Hilfssatz 1.2 die Abschétzung C(r,2,n,2l) <
C(r,2,5,2]) fir alle ungeraden n vorhanden ist. Das Ziel ist also die Festlegung
von C(1/4/20—1,2,5,2l) = 1. Mit anderen Worten bleibt also nun ein Studium
der (L?, L*)-Verbesserung des entsprechenden Multiplikators iiber Zs.

Eine Besonderheit der Ordnung fiinf ist die Symmetrie

p(5;s,t) = p(b;t,s), alles,t>0.

Diese Eigenschaft kommt keiner anderen Ordnung zu. Zu ihrem Beweis bemerke
man, daB zu jedem nichttrivialen Charakter x iiber Zs, auch der Charakter x?2,
als Zufallsgrole des Wahrscheinlichkeitsraums (Zs, \5) gesehen, mit dem urspriing-
lichen x gleichverteilt ist. Somit ensteht die Identitét

p(5:5,8) = /Z X403 + 1) drs

= /Z OF+X0)° (03 + 1X2F?) dXs = p(53t, 5).

2. Ordnung fiinf. So wie eben erlautert mochte man jetzt die Norm-Ungleichung
| p5)  fll2; < [|fll2 mit » = 1/4/20 — 1 erreichen. Da p,(5) positiv fir 0 < r < 1
auskommt, geniigt es zu zeigen, daf fiir alle positiven Zahlen a und b eine Unglei-
chung besteht:

a b 9 5 2 o
— (v + 4+ — + < + + + + .
Al — 1 1(X X) 21 1(X X )HQZ X Hl a(X X) +b(x X )Hg

Hier ist y ein Charakter der Ordnung fiinf iiber Z5. GemiB der Uberlegung im
ersten Abschnitt mufl folgendes bestétigt werden;

SHZ@ (i) <\/2laf1> (211)—1>tp(svt> < S;gl (sft) (2a%)® (20%)1.

Der Kiirze halber wurde hier, und wird auch weiterhin, p(5; s, t) durch p(s, t) ersetzt.

Das hier gewéhlte Verfahren sucht die linke Seite darart abzuschétzen, dafl die
Majorante — in ihrer Form als Potenzreihe in 2a? und 2b? — der rechten Seite dhnelt
und trivialerweise von dieser letzteren majoriert wird.

Es zeigt sich aber, dafl die Glieder von niedrigem Grad sehr heikler Wechsel-
wirkung unterliegen, weshalb nur die spéteren Glieder einigermaflen tibersichtlich
zu handhaben sind. Lediglich die Glieder mit entweder s oder ¢t ungerade wer-
den mittels der elementaren Beziehung 2xy < 22 + 3? in zwei Summanden zerlegt.
Aus Griinden der Ubersichtligkeit empfiehlt sich eine abkiirzende Schreibweise, bei
festen a, b und [ versteht sich,

H1+

A =2d?, B = 2b, a=a/V2 -1, B=0b/(2l —1)

und
o(s,t) = [271(2s — )11 (26 — D)1 (21 — 1)1 .

Hier und fortan tritt die Vereinbarung (—1)!! =1 auf.
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Zu zeigen ist also
21 ¢ l
s < A*Bt.
> ()< X ()
s+t<2l s+t<l
Die linken Glieder werden in vier Félle eingestuft (immer mit s +¢ > 1):

a25 b2t

2l 26 g2 _ M0=1). (== t4)@I-D(21-3) . (21-20-2041) |
2s, 2t @ = ST (25— D)1 (211! @1 — 1)~

l (2l _ 1)s+t a23b2t l .
< . — s
h <s,t> (2s — )12t — 1)1 (21 — 1)s+2 o) JAE

)

21 a2+ g2t I(1=1)...(1=s—t+1)  (20—1)(20—3)...(21—25—2t+1)
25+ 1,2t stt! (2s—1)11 (2t—1)11 (21—1)s+2¢

l—s—t a*Tipt
2s+1 2I—1

l a25b2t
< (s,t) Zs—D (2t—1D)1 (21—1)°

x 2a°bt -

s+1 l a2(s+1)b2t
+ 2(2s+1)2 (s+1,t) (2s—1)I1 (2t—1)!I1 (21—1)¢
- (Slvt) o(s, A B’ + 55,5y (s+l1,t) o(s+1,H) AT B

und dazu analog

2 2s 2t+1 l t 1 l t+1
<28, 2% + 1> « Sﬁ g (S,t) U(S7t)AsB + —Q(Qt:—l) (s,t—i—l) O'(S,t + l)AsB .

SchlieBlich ist der vierte, ungerade Fall spiirbar heikler:

21 Q251 g2+ — 1(1=1)...(1—s—t+1)  (21=1)(20—3)...(21—25—2t+1)
2s+ 1,2t +1 s!t! (2s—1)11 (2t—1)!1 (21—1)s+2¢

x 2Vt AR
< () (21—25—2t) a*t )y
S s ) BT =D RN (94 1)2
! ) (21—2s—2t—1)2 a®* )
s,t) 22N @D RI=D2 (94 1 1)2

s+1( l ) a?(s+1) 2t
2s5+1 \s+1,t) (2s+D)! (2t—1)N (2I—1)°

t+1 l a3 p2(tt+D)
+ 3077 (s01) T LT

! !
= 557 () o5+ LOA™IB + FEL ([ L)) ofs t +1)AB™.

+ (

N

Es ist giinstig, bei festem [ drei weitere Bezeichnungen einzufiihren:

21

s,

l

S

M(s,t):< )oﬁﬁt und S(s,t):< )ASB"; T(s,t) = o(s,t)S(s,1).

Die vier vorangehenden Ungleichungen konnen jetzt komprimiert gedeutet werden:
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Hilfssatz 2.1. Mit den eingefiihrten Bezeichnungen gelten bei festem | > 2 diese
Beziehungen:

M(2s,2t) < T'(s,t),
s+1
2(2s + 1)

t+1
2(2t + 1)
s+1 t+1

s 1 1 (s+1,t)+ 1 T(s,t+1).

Zum besseren Verstandnis ist es hilfreich, die Zahl s+t als M-Grad bzw. S-Grad
von M(s,t) und S(s,t) zu benennen. Offenbar wandeln sich Glieder von M-Grad
2n in Ausdriicke von S-Grad n um, wiahrend M-Grad 2n+1 zu S-Grad n und n+1
fiihrt.

Leider sind diese vier Arten Ungleichungen nicht ausreichend; die Beitrage mit
kleinem M-Grad sind allzu sehr aneinander korreliert. Die Glieder vom kleinsten
Grad bediirfen also einiger elementaren Berechnungen, deren Ergebnisse aus einer
Tafel abzulesen sind:

M(2s+1,2t) < T(s,t) + T(s+ 1,t),

M(2s,2t +1) < T(s,t) + T(s,t+1) wund

M(2s+1,2t +1) <

p(s,t) t=0 1 2 3 4 5
s=0 1 0 2 0 6 2
1 0 0 2 2 8 *
2 2 2 4 6 14 *
3 0 2 6 12 * *
4 6 8 14 * * *
) 2 * * * * *

Aus der Tafel geht hervor, dafl die Glieder von M-Grad kleiner gleich fiinf, wie
folgt ausfallen.
14+2M(2,0) +2M(0,2) +2M(2,1) +2M (1,2) + 6M(4,0) + 2M (3,1)
+4M(2,2) +2M(1,3) + 6M(0,4) +2M(5,0) + 8M (4,1) + 6M(3,2)
+6M(2,3) +8M(1,4) +2M(0,5).

Hilfssatz 2.1 macht zuerst eine Aussage iiber diejenigen Glieder von geraden Argu-
menten:

1+2M(2,0) +2M(0,2) + 6M(4,0) +4M(2,2) + 6M(0,4)
<1420(1,0)5(1,0) +20(0,1)S(0,1) + 60(2,0) S(2,0)
+40(1,1) S( 1) +60(0,2) 5(0,2)
=1+ 5(1,0) + 55 5(0,1) + § 5(2,0) + 55 S(1, 1) + 5rzrtgyz S(0,2).
Die restlichen Glieder sind heikler. Wie eben erwéahnt, sind die Abschéatzungen
aus dem Hilfssatz ungiinstig fiir Glieder mit kleinem Grad. Eine vorbereitende Spal-

tung wird deswegen individuell vor dem Einsatz der Ungleichung 2zy < z2 + g2
durchgefiihrt. Jene von Grad drei und vier sind wie folgt:
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2M(2,1) = 2M=D 942

1 [ —
a1 S(2, 0)—i——21_1 S(0,1),

2M(1,2) = = 22

1 -
—— 5(1,1 e — 1
s =1z o )+21—1S(0 )
2M(3,1) = =R g e Jab
20 -3 20 -3
— 5(2,0 _
s —1) "GOt 35T

_21(1—-1)(20—-3) b b?
2M(1,3) = 3(21-1) "2 \/51_1 211
2l — 3 20 — 3

S 6(20 —1)2 SA.D+ 3(20 —1)3

N

N

N

S(1,1)

5(0,2).

Wenn nun alle schon behandelten Beitridgen summiert werden, erfolgt ein erster
Schritt.

Hilfssatz 2.2. Wenn l > 2, so folgt daraus

D pls,t) M(s,t) <1+ 5(1,0) + 5(0,1) + 55515 S(2,0)
0<s+t<4

+ (21 1)2 S(1,1) + 6(12(;l 1)3 5(0,2).

Insbesondere gilt || p,® * flla < ||fll2 fir alle f : Zs — C und |r| < 1/v/3.

Die zweite Aussage folgt aus der ersten, indem die Koeflizienten in der Haupt-
ungleichung allesamt kleiner oder gleich eins ausfallen.

Bei M-Grad finf ist es vorteilhaft, fiir die restlichen Glieder einen leicht abge-
wandelten Hilfssatz einzusetzen. Riickblickend 148t sich in allen Ungleichungen aus
Hilfssatz 2.1 ein Faktor (21 — 3)/(2l — 1) in der rechten Seite wieder einfiihren,
sobald der Fall [ > 3 betrachtet wird. Folglich ist M-Grad fiinf folgendermaflen zu
bewaltigen.

2M(5,0) < % S(2,0) + 2002;2%1) S(3,0),
6M(3,2) < ;’((22;7__13))2 S(1,1) + % 5(2,1),
6M(2,3) < % S(1,1) + % S(1,2),
8M(1,4) < % 5(0,2) + 6(357:?1’)3 $(1,2) und
2M(0,5) < 6(357:?1’)3 5(0,2) + 2002(;7__31)4 5(0,3).
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Lediglich ein Glied von M-Grad fiinf wird gesondert behandelt (weiterer Zuschufl
zu S(2,0) kann nicht geduldet werden):

_4ll—-1)(1-2)(21-3) ab_ _a®
8M(4,1) = 3 "2 21—1 2I—1

(1—2)(2 —3) 2 —3

< Saiomr S0+ G 56.0)

Die eben hergeleiteten Beziehungen lassen sich jetzt mit dem Ergebnis im letzten
Hilfssatz zusammenlegen.

Hilfssatz 2.3. Wenn [ > 3, so besteht die Ungleichung

100 — 3

> pls,t) M(s,t) <14 5(1,0) + S(0,1) + 6@ 1) 5(2,0)
0<s+t<h
% SAL1) + 32((25;7__3)3 5(0,2)
%{ﬁ + g 53,0+ 12(222;_31)25(2,1)
ﬁ S(1,2) + 2002(52[;_31)4 5(0,3).

Schliefllich werden alle hoheren Glieder, d.h. von AM-Grad mindestens sechs,
unter der vollen Einbeziehung des Hilfssatzes 2.1 behandelt:

> <2lt> a3 p(s, )

87
6<s+t<2l

= > p(25,20) M(25,2t) + > p(2s+1,2t) M(2s +1,2t)

3<s+t<l 3<s+t<!
+ > p(2s,2t+1) M(2s,2t + 1)
3<s+t<i
+ > p(2s+1,2t+ 1) M(2s+1,2t + 1)
2<s+t<l
< ) Vs, t)a(s,t) S(st),
3<s+t<l

wobei

Vi(s,t) = p(2s,2t) + p(2s + 1,2t) + p(2s,2t + 1) + 575 p(2s — 1,2t)
+ oy p(28,26 = 1) + 5755 p(25 — 1,2t + 1) + 5755 p(25 + 1,2t — 1),

Bei der Ungleichung wurde Hilfssatz 2.1 angewandt, allerdings abgeschwacht durch
(s+1)/2(2s4+1) < (s+1)/(2s + 1). Diese Abwandlung ist fiir die nachstehende
Berechnung giinstig.



FOURIERMULTIPLIKATOREN 11
Es ist also wiinschenswert die Ungleichung V' (s,t) o(s,t) < 1 zu belegen. Da

p(s,t) = p(t,s) ist, wie schon gezeigt wurde, so ist offenbar V(s,t) = V(t,s).
Weiter besteht fiir s,¢ > 1

V<8,t)=/ D=+ (T R+ X+ X+ T
Zs

+ 22O+ )+ (XXX +2) | d)s
_ +t—1 6t
=4° 0 (20+2s 1+25—1)

+ (23i1 + Qt%l) / (X +X)* 'O+ XD s
Z*

+t 3 ¢
<& (1+1_025 1+102t 1)

weil iiber Zf = Zs \ {0} genau einer unter y + X und x? + X> negativ ausfillt.
Wesentlich analog erfolgt die Bestimmung

V(s,0) =47 (1 + 130 7T 1) e /*(X+Y)28 dXs,
5

woraus sich auch fiir ¢ = 0 (und s = 0) die gleiche Abschétzung ergibt. Somit ist
die Ungleichung V'(s,t) o(s,t) < 1, wo s + t < [, schwéicher als die Beziehung

1+3 s +3 t
102s—1 10 2t—1

<276 (25 — 1) (2t — 1)1 (25 + 2t — 1)*.

Allerdings zeigt sich, dafl bei gegebener Summe v = s+t das rechte Glied minimal
fiir ¢ = 1 und das linke wiederum maximal fiir ¢ = 1 ausfallen. Folglich ist der
Bestand von

14+ = 4+ =
+10+102 -3

ausreichend fiir die gefragte Ungleichung, was tatséchlich fiir v > 3 zutrifft.

Hilfssatz 2.4. Wenn s+t >3 undl > 3, so besteht V(s,t) o(s,t) < 1. Insbeson-
dere gilt fiir 1 > 3 die Ungleichung

ST pst) M(s,t) < D Vis,)a(s,)S(s,t) + Y S(st).

6<s+t<2l s+t=3 4<s+t<1

<27%(2u— 1)l =

[S][ot)
g

NI
A

N =

Man erinnere sich jetzt, dafl dieser Textabschnitt eine ganz bestimmte Unglei-
chung als Ziel hat:

Z p(s, t) M Z S(s,t).
0<s+t<21 0<s+t<l

Ein Vergleich aller Beitrége in den Hilfssédtzen 2.3 und 2.4 macht klar, da nur
die iiberdeckenden Glieder von S-Grad drei immer noch ungewif§ sind. Diese sind
aber leicht zu vollziehen, wenn némlich die beiden Ungleichungen addiert werden
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und dabei — der Reihe nach — die Koeffizienten fiir S(3,0), S(2,1), S(1,2) und
S(0,3) wie folgt ausfallen.

_ 17
VE,0006,0) + 3 gk + 7} < S0+ $) + by + 7 < g

2l -3 8 3 1
12021 — 1) <sz@-n 2t BEy < 6’

t

V(2,1)0(2,1) +

20 — 3 A ) 17

V(132) 0(172) + 4(2l _ 1)3 < (21-1)2 + 4(21-1)2 < m

bzw.

20—3 8 59 1 1

V(0,3)0(0,3) + 200(21 — 1)* < B@=17 " 50 T 200@=17 < 125"

Hier wurde [ > 3 angewandt, sowie die vorher hergeleitete Abschétzung fiir V (s, t).
Damit ist der Beweis des gewlinschten Satzes mit Ordnung fiinf vollstandig erbracht.

Satz 2.5. Wenn x ein nicht trivialer Charakter iber Zs ist, so besteht fiir alle
a,b >0 und ganze | > 1 die Normungleichung

1 : b 1 b
H Ve L O iy (o + X2 H <1+ ale+3) +00¢ + 37,

Hauptsatz 2.6. Wenn 0 <r < 1/v20—1 und | > 1 ganz ist, so ist Pr(5) hyper-
kontraktiv; genauer gesagt besteht HPT(E’) lp2—p2 = 1.

Zu gegebener Funktion f:Z5 — C bezeichne f* diejenige Abwandlung f*:Zs — R,
die { If1) { = (f*)" geniigt. Dann ergibt sich aus der Positivitit von p,(5) und dem
Hardnylttlewoodschen Satze

12 s fllor < o™ s [f ] llar < 2o 5 £ |2
|

<
< M2 = 112,

wobei Satz 2.5 beim Ubergang in die zweite Zeile angewandt wurde. Somit besteht
fiir HP(E’)ngl < Hng, die behauptete Ungleichung; trivialerweise ist ja P{™1 = 1
und daher immer ||P ||L2 L2 > 1.

3. Schluf3folgerung. Nun sind fast alle Bauelemente des erzielten Hauptsatzes
vorhanden. Vorerst erlauben Hilfssatz 1.2, Satz 1.5 einschlieflich Hauptsatz 2.6
nur eine geschwéchte Aussage:

Satz 3.1. Fir ungerade Ordnung n = Ord(x) = 5 und ganze Zahlen | > 1 besteht
|f *m, @ |2 < ||fll2, wobei reellwertige f : Z,, — R neben 0 < r < 1/y/20—1 zu
berticksichtigen sind.

Wiiite man, dafl m,{2) positiv ist, so folgte aus dem angefiihrten Satz auch der
allgemeine Fall mit komplexwertigen Funktionen. Der dazu notige Schluf ist schon
im Hauptsatz 2.6 angewandt worden.
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Es wird jetzt behauptet, dal mit { > 2, n > 5 und 0 < r < 1/v/2] — 1 immer
m,{2) > 0 ist. Man hat nimlich

1+ ret + re= % + r2e2i? + rle=210 — (27“ cosf + %)2 + % — o2,

Somit fiihrt 0 < 7 < v/6/4 die strenge Positivitit m,(?) > 0 mit sich. Aus der
Beziehung 1/+/2] — 1 < 1/4/3 < v/6/4 folgt also die Behauptung. Niheres zur Posi-
tivitdt des Multiplikators m,{¥) kann aus der Darstellung [S] von Sidon gewonnen
werden.

Nun ist also m,{2) positiv fiir die betrachteten Féille, ausgenommen [ = 1, wo
die Aussage sowieso trivial ist. Damit fiithrt eine Wiederholung der Schluf3folge von
Hauptsatz 2.6, jetzt auf Satz 3.1 angewandt, zu der gesuchten Aussage:

Hauptsatz 3.2. Wenn x ein Charakter von mazimaler Ordnung tiber eine endliche
zyklische Gruppe von ungerader Ordnung n > 5 ist und wenn gleichzeitigl > 1 ganz
ist, so besitzt die Funktion

m,? =1+ry+rY+r°x* + 1%,

als Faltungsmultiplikator gesehen, fir alle 0 < r < 1/+/20 — 1 die Multiplikatornorm
I, oo = 1.
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