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Sammanfattning

I denna uppsats studerar vi epidemier pa slumpgrafer. Epidemier
pa grafer kan t.ex. anvdndas fér att modellera en verklig sjukdomsepi-
demi eller ett rykte som sprids i en population av ménniskor men kan
ocksa modellera data som skickas pa ett datanatverk. Matematiskt &ar
epidemin en stokastisk process som utspelar sig pa en graf som i sin
tur konstrueras med hjélp av en stokastisk modell. Epidemimodellen vi
anvander ar Reed Frost-modellen och modellen for att konstruera gra-
fen ar den wviktade konfigurationsmodellen. Vid studier av en epidemi,
ar man ofta intresserad av under vilka forutsattningar ett stort utbrott
kan ske och, givet att ett stort utbrott skett, hur manga individer som
blivit smittade. Denna uppsats undersoker det senare d.v.s. storleken
pa ett utbrott av en Reed Frost-epidemi pa en slumpgraf som konstru-
erats efter den viktade konfigurationsmodellen. Istéllet fér analytiska
berdkningar anviander vi Matlab for att simulera nagra exempel pa
grafer och epidemier fran vilka vi skattar slutstorlekarna av epidemiut-
brotten. Vi berdknar ocksa reproduktionstalet Ry, for varje exempel,
vilket ar det férvintade antalet nya smittfall som genereras av en given
smittad individ i borjan av tidsférloppet. Fran simuleringarna ser vi
att det inte verkar finnas nagra andra generella samband mellan Rg
och slutstorlekarna av epidemierna férutom att Ry > 1 implicerar att
ett stort utbrott &r mojligt. Vi ser fall ddr Ry ar avtagande medan
slutstorlekarna &r vixande och vice versa. Vi ger ocksa exempel i vil-
ka forekomsten av hoggradiga noder, vilket typiskt gor att epidemin
har ldttare att ta fart, kan tas ut genom smé sannolikheter for smitta
mellan hoggradiga noder.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: anders.cQtelia.com. Handledare: Maria Deijfen.



Abstract

In this thesis we study epidemics on random graphs. KEpidemics on
graphs can be used for example to model a real life epidemic decease or
a rumour spreading in a human population but could also model data being
sent on a computer network. Mathematically, an epidemic is a stochastic
process which takes place on a graph which in turn is constructed using a
stochastic model. The epidemic model we use is the Reed Frost model and
the model used to construct the graph is the weighted configuration model.
When studying an epidemic, one is often interested in under what circum-
stances a large outbreak can occur and, given that a large outbreak has oc-
curred, how many individuals that has ultimately been infected. This thesis
investigates the latter, that is, the outbreak sizes of Reed Frost-epidemics on
a random graph constructed according to the weighted configuration model.
Rather than an analytic approach we use Matlab to simulate some exam-
ples of graphs and epidemics from which we can estimate the final sizes of
the epidemic outbreaks. We also calculate the basic reproduction number
Ry, for each example which is basically the expected number of new cases
generated by a given infective in the beginning of the time course. From the
simulations we see that there seems to be no other general connection be-
tween Ry and the final sizes of the epidemics other than that Ry > 1 implies
that a large outbreak is possible. We see cases where Ry is decreasing while
the outbreak sizes are increasing and vice versa. We also give examples in
which the presence of high degree nodes, which typically makes the epidemic
take off more easily, can be cancelled out by a small probability of infection
between high degree nodes.
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1 Inledning

I den hér uppsatsen kommer vi studera epidemier pa natverk. Natverk kan vara sociala
strukturer, t.ex. vinskapsrelationer, men det kan ocksa vara andra typer av nit, t.ex.
datornétverk. Epidemin i fraga kan vara en sjukdom hos ménniskor, som en forkylning,
men det skulle ocksa kunna vara t.ex. ett rykte som sprids. I datorvirlden kan epidemin
vara ett datorvirus eller nagon typ av spridning av information. I modeller fér en epidemi
finns det ofta brytpunkter dér antalet smittade exploderar i antal. Utifran detta stéaller
man sig fragorna:

Under vilka forutsdttningar exploderar epidemin i storlek?
Om epidemin exploderar, hur stort blir utbrottet?

Den senare fragan ar det vi kommer avhandla i denna uppsats, i fallet da det under-
liggande natverket ar en stokastisk viktad graf skapad enligt konfigurationsmodellen och
epidemin dr en Reed Frost-epidemi. Konfigurationsmodellen konstruerar vart natverk i
form av en viktad graf med hjélp av en gradférdelning, en viktférdelning och en smittsan-
nolikhetsfunktion. Nodernas grader bestams efter en given gradférdelning och vikterna pa
kanterna som sitter fast i noderna bestdms med hjélp av en viktfordelning som tillats bero
pa nodernas grad. Vi bestdmmer med hjélp av smittsannolikhetsfunktionen en sannolik-
het f6r smittoverforing for var och en av de viktade kanterna i grafen. Vi startar sedan en
Reed Frost-epidemi pa grafen. Reed Frost-epidemin borjar med att en nod smittas, den
for vidare smittan med de sannolikheter som bestdmts utifran vikterna. De grannar som
blir smittade kan i sin tur sprida smittan vidare etc. Néar det sedan star klart hur epidemin
spridit sig bestammer vi hur stor andel av populationen som smittats sammanlagt. I [1]
beskrivs en metod dar man genom genererande funktioner tar fram ett ekvationssystem
vars minsta 16sning ger slutstorleken pa epidemin. Dock &dr denna teknik sa pass krang-
lig att vi istdllet valt att gora simuleringar av epidemierna. Vi kommer bredvid samtliga
simuleringsexempel @ven att rdkna fram storheten Ry, reproduktionstalet, som sédger hur
manga forvantade nya smittfall en smittad nod ger upphov till. Den forsta fragan ovan
kan kort besvaras med epidemin riskerar att explodera di Ry > 1. Da Ry ar stor har
smittan lattare att ta fart vilket gor att det ar naturligt att tdnka sig att Ry kan ge en
indikation pa hur stora epidemierna blir till slut. Vi kommer se flera simuleringsexempel
dér Ry okar samtidigt som epidemiernas storlekar 6kar, men vi kommer dven att se det
omvéanda. Vi kommer ocksa illustrera att effekten av hoga gradtal kan kompenseras av en
ldgre smittsannolikhet pa kanterna mellan de hoggradiga noderna och vice versa.

2 Beskrivning av modell

I det har avsnittet kommer vi beskriva hur modellen ar uppbyggd genom att definiera
Reed Frost-epidemier, Reed Frost-epidemier pa grafer och konfigurationsmodellen.

2.1 Reed Frost-epidemier

Vi borjar med att formulera den ursprungliga definitionen av en Reed Frost-epidemi.



Definition 1 En Reed Frost-epidemi {RF(t),t = 1,2,...} dr en stokastisk process i
diskret tid ddr RF(t) dr mdngden av individer som dr smittade vid tiden t. Om individen
v; dr smittad vid tiden t ldper varje mottaglig individ v; sannolikheten I att bli smittad av
v; vid tiden t+1. En individ v som dr smittad vid tiden t slutar fran t+1 att vara mottaglig
for ny smitta och paverkar ddrefter inte epidemiprocessen. Processen pagar tills dess att
mga nya individer smittas.

Fran definitionen foljer att populationen av individer &r homogen d.v.s alla ar lika mot-
tagliga for smittan och lika bendgna att sprida smittan vidare. Det foljer ocksa att alla
kan smitta alla. Vi inskrénker nu den senare forutsittningen genom att inféra en social
struktur som bestdmmer vilka individer som har kontakt med vilka och darmed ocksa
vilka som kan smitta vilka. Detta gor vi genom att infora en viktad graf G och lata Reed
Frost-epidemin utspela sig pa denna.

Definition 2 En viktad graf G definieras som en trippel av mdingder G = G(V, E,W)
dir V = {v1,v,...,v,} betecknar nodmdngden, E = {egjy;i,j € {1,2,...,n}} betecknar
kantmdngden och W = {w.; e € E} betecknar viktmangden.

I grafen representeras individerna av noderna och de mdojliga smittvigarna av kanterna.
Vikterna kommer anvéndas for att genom en funktion 7(w) tilldela en sannolikhet att
smittan gar fran en nod till en annan via en kant med vikten w. Vi ger nu en definition
av en Reed Frost-epidemi pa en graf:

Definition 3 En Reed Frost-epidemi {RF(t),t = 1,2,...} pd en viktad graf G=(V,E,W)
ar en stokastisk process i diskret tid dir RF(t) dr mdangden av individer som dr smittade
vid tiden t. Om individen v; dr smittad vid tiden t loper varje mottaglig individ v; som
ar granne till v; sannolikheten m(w) att bli smittad av v; vid tiden t + 1 dar w dr vikten
pa kanten mellan v; och v; . En nod v som dr smittad vid tiden t slutar fran t+1 att vara
mottaglig for ny smitta och paverkar ddrefter inte epidemiprocessen. Processen pagar tills
dess att inga nya individer smittas

Grafen som beskriver den sociala strukturen kallar vi for en underliggande graf och beteck-
nar den G. Utgangsléget for Reed Frost-epidemin som vi beskrev i Definition 1, dar alla
kan smitta alla, motsvaras av grafen bestaende av n noder, en kant mellan varje mojligt
par av noder {v;,v;},i # j, och dér alla kanter har samma vikt. Grafen blir f6ljaktligen
en komplett graf och m = ~/n. Antalet kanter i den kompletta underliggande grafen ar
() st

Vi startar med att smitta en slumvis vald nod i populationen och vi ar ute efter en
beskrivning av hur manga som blivit smittade da smittan har détt ut och inte sprids
langre. Vi konstruerar nu en ny graf dar vi utgar fran G och vi gor ett slumpforsok
med sannolikhet m(w,) att lyckas, for varje kant e € E for att se om smitta skulle kunna
overforas. Eftersom smittoverforingarna ar oberoende kan vi utféra slumpforsoken i vilken
ordning som helst. Lyckas slumpforsoket sa behaller vi kanten, annars tar vi bort den.
Grafen vi far kvar ar vad vi kallar en uttunnad graf och betecknas Gg. Grafen Gg bestar
inte nédvéindigtvis av en enda stor komponent utan kan besta av flera stycken mindre
komponenter. Om vi betraktar en nod v i en komponent C' sa bestar komponenten C'
av de noder som skulle smittas om v nagon gang smittas. Vi paminner om att man inte
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behover tanka pa smittan eller epidemin som en sjukdom utan att det lika gérna skulle
kunna motsvara t.ex. ett datornétverks informationsspridning. Uttunningen (d.v.s ingen
overféring av smittan) svarar da mot att motsvarande kommunikationslénkar slas ut.
Med den tolkningen bestar v:s komponent i den uttunnade grafen, av de noder som v
fortfarande kan ha kontakt med i héndelse av att vissa lankar slagits ut.

I denna uppsats kommer vi att studera storlekarna pa komponenterna i den uttunnade
grafen i fallet da den underliggande grafen genereras stokastiskt enligt en generaliserad
version av konfigurationsmodellen. Med denna modell kommer vi kunna kontrollera no-
dernas gradfordelning och dessutom kunna ha gradberoende vikter pa kanterna.

2.2 Konfigurationsmodellen

Vi ska i detta avsnitt beskriva den modell som vi kommer generera grafer utefter i resten av
uppsatsen, ndmligen den viktade konfigurationsmodellen. Vi borjar dock med att beskriva
den enklare grundliggande konfigurationsmodellen.

Fixera antalet noder n, lat D, ..., D, beteckna nodernas grader och lat dessa anta po-
sitiva heltal oberoende enligt sannolikhetsfunktionen p(d). Betrakta en nods grad D = d
som antalet halvkanter som &r kopplade till noden. Koppla ihop halvkanterna slump-
massigt tva och tva sa att de bildar hela kanter. Om antalet halvkanter ar udda blir vi
tvungna att lagga till eller ta bort en halvkant eftersom varje helkant uppkommer fran
sammankoppling av tva halvkanter. Vi tar ocksa bort eventuella loopar och dubbelkanter,
alltsa tva kanter mellan ett och samma par av noder. Da n ar stort intraffar loopar och
dubbelkanter séllan och i [2] visas att gradférdelningen forblir densamma &dven efter bort-
tagning av loopar och dubbelkanter da n — oo. Resultatet blir en s.k. enkel graf dar varje
komponent oftast &r av storlek 2 eller storre (eftersom D alltid utfaller positivt, dr de enda
situationerna dar en komponent endast bestar av en enda nod resultat av borttagning av
loopar). Vi bestdmmer sedan smittsannolikheten 7 for att tva sammankopplade noder ska
smitta varandra. Smittsannolikheten &r alltsa densamma utmed alla kanter i grafen.

Vi utdkar nu denna modell sa att den genererar en graf med vikter pa varje kant.
Vi gor som ovan med skillnaden att néar vi genererat graderna pa noderna sa ger vi
halvkanterna varsin vikt enligt en heltalsvard férdelning som fér en nod med grad D = d
har sannolikhetsfunktion ¢(w|d). Tilldelning av vikter tillats alltsa bero pa gradtalet hos
den nod som halvkanten tillhor. For varje unikt virde av w kopplar vi slumpvis ihop
halvkanterna med vikten w tva och tva sa att de bildar hela kanter. Om, fér nagot vérde
pa w, antalet halvkanter med vikt w &r ett udda tal, tar vi bort en halvkant med vikt w
till en slumpvis vald nod. Vi tar ocksa bort loopar och dubbelkanter. Sannolikheten att
den ena noden hos en kant med vikt w 6verfor sin eventuella smitta till den andra bestams
enligt en funktion 7(w). Notera att tilldelning av vikter har tva effekter jamfort med den
grundldggande konfigurationsmodellen, dels paverkar den vilka noder (nodgrader) som
kan sammankopplas med vilka, dels gor den att smittsannolikheterna till/fran en nod
beror av vikterna. Vi kommer ge exempel langre fram som illustrerar detta.



2.3 Epidemistorheter

Lat My vara en modell for att generera en graf G, dér 6 &r en parameter i en eller flera
dimensioner och |G| = n. D& en Reed Frost-epidemi startats pa G genom att en slumpvis
utvald nod v smittats, lat Z,, vara antalet noder som smittats da smittspridningen stannat.
Som vi sag tidigare ar Z,, lika med antalet noder som ligger i samma komponent som v i
den uttunnade grafen Gg.

Vi definierar begreppet stort utbrott som att en positiv andel av populationen smittats
asymptotiskt d.v.s % > 0 da n — oo. Vi definierar den kritiska storheten Ry = Ry(f),
reproduktionstalet, som en icke-negativ storhet som beror av modellparametrarna dar
Ry > 1 <= P(stort utbrott) > 0.

I Reed Frost-epidemier definieras Ry mer specifikt med hjilp av férgreningsapproxi-
mationer. Vi borjar med att ge en definition av en férgreningsprocess:

Definition 4 En forgreningsprocess {FFP(t),t = 1,2,...} dar en stokastisk process ddr en
indwid v dor efter 1 tidsenhet och da lamnar efter sig X antal nya individer dir X € F
med E[X] = p, V[X] = 0% for nigon icke negativ diskret fordelning F. Dessa individer
ger i sin tur upphov till nya individer enligt samma fordelning, oberoende av varandra.
FP(t) bestar av alla individer som uppkommit fran individerna ¢ FP(t — 1).

Om vi startar en forgreningsprocess med en st ursprungsindivid och konstruerar en graf
dér varje individ &r en nod och varje kant {v;,v;} betyder att v; dr avkomma till v;,
blir resultatet ett trad. Ett trdd inom grafteorin &r en graf utan cykler. Fran teorin for
forgreningsprocesser kommer féljande resultat:

tlim P(|[FP(t)| <o) = r<ldapu>1
lim P(FP(t)]>0) = 0dapu<1

Betrakta nu en Reed Frost-epidemi pa en graf genererad enligt konfigurationsmodellen
(viktad eller ej). Vi véljer en nod v i en komponent C' i den uttunnade grafen Gg och
utforskar hur smittan sprider ut sig. Foljer vi smittvigarna kan vi se resultatet som ett
trad fran en forgreningsprocess sa lange som vi inte hittar nagra cykler i komponenten.
Eftersom konfigurationsmodellen slumpvis parar ihop halvkanter med samma vikt i stora
populationer ar korta cykler osannolika och vi far da tradliknande strukturer i Gg. Ju
langre bort fran smittkdllan vi kommer desto storre blir sannolikheten att vi hittar en
cykel och da uppfylls inte kravet om att antalet nya smittfall/individer &r oberoende och
likaférdelade. Forgreningsapproximationen kommer alltsa stdmma sémre och sdmre ju
langre tiden gar och fler blivit smittade. Om vi ska kunna fa ett stort utbrott, {%} > 0,
sd4 maste P(Z, < o0) — 0 da n — oo. Eftersom en forgreningsprocess antingen dor ut
eller exploderar maste vi kréava att p > 1 for att ett stort utbrott ska vara mojligt, dar p
anger forvintat antal nya smittfall som uppkommer fran en smittad individ i borjan av
smittskeendet. Detta gor att vi véljer:

RO = W.

Vi soker nu en storhet som sdger nagot om andelen smittade i populationen. Om
P(stort utbrott) = ¢, for nagot ¢ > 0, géller enligt [5] i allménhet att { %} konvergerar
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mot en tvapunktsfordelning T dér
PT=0)=1—g¢q

P(T=71)=q

Utifran detta resultat definieras 7 som andelen smittade i en population givet ett stort
utbrott. I termer av var uttunnade graf Gg dr 7 den relativa storleken av den storsta
komponenten i Gg asymptotiskt da n — oo. For ett rigordst resonemang kring teorin for
epidemistorheterna och strukturen hos grafen G, se (3], [4].

2.4 Uttryck for R, i konfigurationsmodellen

Vi ska nu skissa pa hur man kommer fram till ett uttryck for Ry i den grundldggande
konfigurationsmodellen utan uttunning (d.v.s 7 = 1). Vi har gradférdelning D med san-
nolikhetsfunktion p(d) som vi hér tillater utfalla pa hela icke-negativa heltalslinjen och
E[D] = p, V[D] = o2. Vi bérjar med att betrakta startnoden for smittan, kalla den v;.
Antal avkommor /smittfall X; fran v; kommer att ha samma férdelning som D eftersom v;
ar den forsta noden och alla dess grannar motsvaras av avkommor. Fran v, sticker det ut
D, st halvkanter som leder till nya noder. Om man valjer slumpméssigt bland en mangd
med halvkanter dr sannolikheten att hitta en halvkant som leder till en nod med grad k&
proportionell mot k- p(k) - m = k- p(k). Vi normerar sé att vi far en sannolikhetsfunktion
och benémner denna fordelning D med sannolikhetsfunktion p(k):

k-pk)  _ k-p(k)
>0 d - p(d) u

p(k) =

Fordelningen for D kallas for size biased distribution. Sa linge cykler inte existerar si
kommer en smittad nod endast ha fatt sin smitta fran en kélla. I termer fran teorin for
forgreningsprocesser sager vi att av en godtycklig nods v:s d st grannar utgors en st av
v:s mamma och d — 1 st av v:s barn. Antalet avkommor kommer alltsa att ha samma
fordelning som D — 1 s& linge som vi inte hittar nagra cykler. Alltsa far vi foljande

uttryck for Ry = "E(antal smittfall som uppkommer fran en nod)":
- k- plk 2 2 2 _
k=0 H H Iz

Nér vi hamnar i en situation da vi hittar en cykel stimmer det inte langre att vi har
ett trad och da slutar férgreningsapproximationen stdmma. Som vi tidigare ndmnt géller
forgreningsapproximationen liangre ju storre n &r eftersom chansen att knyta tillbaka till
en nod som redan finns i trddet dr mindre ju storre population vi har att vélja bland.
Av denna anledning kommer smittskeendet att approximeras av en férgreningsprocess i
borjan av smittskeendet da en forhallandevis liten andel av populationen &r smittad.
Man kan pa liknande sétt konstruera ett uttryck for Ry for den viktade konfigurations-
modellen, genom att arbeta med forgreningsprocesser med flera typer (i denna uppsats



ar typ lika med gradtal) av individer. Enligt [1] &r Ry det storsta egenvirdet till matrisen
M = {Mdk}d,k22 med:

m(w)q(w|d)q(w|k)kp(k)
> q(wli)ip(5)

dér d och k anger gradtal och w kantvikter. Har motsvarar elementet My, forvintat antal
avkommor av grad k till en nod av grad d.

My = (d—1))

w

(2)

2.5 Fran konfigurationsmodellen till 7

Vi kommer att simulera Reed Frost-epidemier pa grafer av storleken n. Vi bygger forst
upp en underliggande graf enligt konfigurationsmodellen och tunnar sedan ut den med
hjélp av smittsannolikheterna pa kanterna till en uttunnad graf Gg. Givet en godtyckligt
vald nod v ar komponenten som v ligger i i G de noder som skulle smittas om v smittas.
Storleken pa denna komponent kallas fér Z,,, precis som i avsnittet for epidemistorheter.
Genom att approximera borjan av Reed Frost-epidemin med en férgreningsprocess med
intensiteten p fas Ry = p dar Ry > 1 innebér att det finns en positiv sannolikhet for ett
stort utbrott. Ett stort utbrott motsvaras i sin tur av en en stor komponent i grafen Gg,
d.v.s. en komponent som asymptotiskt utgor en positiv andel av hela grafen. I 3] visas att
en sadan stor komponent dr asymptotiskt unik (d.v.s. det finns hogst en). Slutstorleken
T motsvaras av den relativa storleken hos den stora komponenten.

3 Metod

I denna uppsats anviander vi ett matlabprogram for att simulera epidemier pa grafer ef-
ter den viktade konfigurationsmodellen. Slutresultatet av en simulering &r den uttunnade
grafen Gg. Nar vi har Gg ridknas antalet noder i den storsta komponenten vilket som vi
sag tidigare konvergerar mot storheten 7 da n — oo. I denna uppsats har vi simulerat med
1000 st noder (om inget annat anges specifikt i exemplet). Typiskt har vi gjort 10 itera-
tioner for varje uppséttning av parametrar for att sedan variera en av parametrarna langs
x-axeln och studera medelvardet av slutstorlekarna i de 10 iterationerna. I Figur 1 illustre-
ras ett exempel pa en simulering dér gradférdelningen dr Po(7y) med samma vikt pa alla
kanter och utan uttunning (vi har alltsa simulerat den ursprungliga konfigurationsmodel-
len med Po(v)-grader). Vi varierar v pa x-axeln. Langst till hoger i Figur 1 visas T utriknat
teoritiskt da n — oo, som i detta enkla fall visar sig vara den storsta l6sningen till ekva-
tionen 1 — 7 = e 77. Vi kan ocksa konstatera att Ry = {enligt formel 1} = # —1=n.
Notera att Po(y) ocksa &r den asymptotiska gradférdelningen i en grafmodell med n noder
dér varje par av noder sammanlénkas oberoende med sannolikhet v/n. Denna modell &r
nara relaterad till det inledande skedet av en homogen Reed Frost-epidemi.

I den exakta utrdkningen i Figur 1 ser vi att vi far stora komponenter vid v > 1. 1
de tva olika simuleringarna blir brytpunkten nagot otydligare. Epidemierna for v < 1 &r
inte asymptotiskt stora utbrott, men utbrotten far &nda &n viss storlek i forhallande till
den #ndliga populationen vi har i simuleringarna. Aven om vi inte i simuleringarna kan
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Figur 1: Slutstorlek for stor komponent fran graf med gradférdelningen Po(vy)

se exakt nar utbrotten overgar till en asymptotiskt positiv andel av populationen kan vi
se en brytpunkt kring v = 1 i stil med den som vi ser for den exakta utrdkningen.

4 Simuleringar av underliggande grafer

I de forsta simuleringarna undersoks storleken hos de stora komponenterna for olika grad-
fordelningar och viktférdelningar. Vi kommer i dessa exempel att lata funktionen 7(w) = 1
for alla aktuella w d.v.s vi gor ingen uttunning. Dessa exempel illustrerar hur vi genom
olika viktfordelningar kan styra vilka noder som kan kopplas till vilka och hur detta pa-
verkar komponentstorlekarna i grafen. Modellerna som exempel la, 3 och 4 bygger pa ar
hamtade fran [1].

4.0.1 Exempel 1la

I forsta simuleringen vars resultat syns i Figur 2 tilldelar vi noderna graden 1 eller graden
3 enligt fordelningen:

p(l) = p1=038

qw=1ld=1) = 1—¢=0.7
qw=2ld=1) = ¢ =03
qlw=2[d=3) = ¢
qw=3ld=3) = 1—¢q

m(w) = 1

Notera att bade grad-ett-noderna (kallas hérefter f6r 1-noder) och 3-noderna kan fa vikten
2 pa sina halvkanter vilket gor att det finns mdjlighet for 1-noder att sitta ihop med 3-
noder da ¢, > 0. I Figur 2, visas en simulering da ¢, varieras. Till hoger i figuren ser
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Figur 2: Exempel la. Gradférdelningen P(1) = 0.8, P(2) = 0.2. Viktfoérdelningen: ¢(w =
I[d=1)=07q¢gw=2|d=1)=03,q(w=2[d=3) =q, q(w=3|d=3)=1— ¢

vi viarden pa Ry utrdknat enligt (2). Vi kan observera att trots att reproduktionstalet
Ry minskar sa Okar storlekarna pa de storsta komponenterna i smittgraferna. Detta kan
forstas genom foljande resonemang. Da ¢go = 0 kommer ingen 1-nod sitta ihop med nagon
3-nod. Alltsa kommer 1-noderna sitta ihop tva och tva och 3-noderna kommer sitta ihop
i stora klumpar, sannolikt kommer alla 3-noder ligga i samma komponent. Da vi okar ¢,
kommer 1-noderna att successivt blandas in i jattekomponenten med 3-noder sa att den
blir storre.

4.0.2 Exempel 1b

Vi éndrar vérdet pa ¢ till ¢; = 1 sa att uppstéllningen blir:

p(l) = p1=038

p3) = 1—-p1 =02
gw=1d=1) = 1-¢ =0
gw=2d=1) = ¢ =1
w=2/d=3) = ¢
gw=3ld=3) = 1—-¢
m(w) = 1

I Figur 3 visas simulering med 20 iterationer pa varje go-varde. Hér ser vi att jattekom-
ponenten blir storre fram tills ¢; = 0.5 for att déarefter minska i storlek. I detta exempel
har vi okat pa ¢; for att pa detta siatt ytterligare blanda 1-noder med 3-noder. Vad vi
da ser i Figur 3 efter att ¢o = 0.5 ar att det blandas in sa manga 1-noder att de bryter
sonder jattekomponenten, alltsa 1-noder fangar upp 3-noder ur jattekomponenten for att
bilda mindre komponenter. Observera att q; = 1,2 = 1 innebér att alla halvkanter far
vikten 2 vilket ar ekvivalent med att man genererat de underliggande graferna med den
grundlidggande konfigurationsmodellen.
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Figur 3: Exempel 1b. Gradfordelningen P(1) = 0.8, P(2) = 0.2. Viktfordelningen: ¢(w =
Ild=1)=0,qw=2d=1)=1,qw=2|d=3)=q, qw=3|d=3)=1—q

Figur 14 i appendix visar en skattning av variationskoefficienterna < for de olika vér-
dena pa g med parametrarna ovan. Vi kan se att utfallet av epidemin blir mer oviss ju
narmare 1 som Ry ligger. Andelarna av de olika noderna i den stora komponenten visas i
Figur 15.

4.1 Exempel 2

[ detta exempel visar vi en annan variant dér vi med parametern o bestdmmer om vikterna
fordelas beroende pa graden hos de noder halvkanterna sitter fast i eller helt oberoende.
Medan vi i forra exemplet &ndrade andelen av de olika vikterna kommer vi i detta exempel
anvanda oss av en viktfordelning som hela tiden haller férdelningen for den totala andelen
av de olika vikterna konstant, men &ndrar beroendet steglost. Vi borjar med att vilja
gradfordelningen:

p(l) = N
p(2) = po
p(m) = pm

Vi viljer « sa att da o = 0 kommer varje halvkant som sitter fast i en k-nod fa samma tal
k som vikt. Da a = 0 kommer dérfor sannolikheten for att en slumpmaéssigt vald halvkant
har vikt w vara (w)
- w - p(w
(W) ===
> i=0d p)
vilket &r samma fordelning som vi ndmnde i avsnittet om Ry, fordelningen kallas for size
biased distribution. Vi vill att fordelningen for de totala andelarna av de olika vikterna
ska vara konstant och nér vi dndrar « ska endast graden av beroende dndras. Detta far

11



oss att vilja viktfordelningen pa foljande vis:

q(w|d) = { S.;((L)ﬁ @ pw) :Z ; igl

I appendix visas att andelen av de olika vikterna har samma férdelning oberoende av a.
Aven i dessa exempel ar m = 1.

4.1.1 Exempel 2a

I Figur 4 &r simuleringarna gjorda med tva mojliga gradtal (1 och 3) och dérmed tva
mojliga vikter. I Figur 5 visas Ry-virdena. Hér dr alltsa fordelningen for andelarna av
3-noder och 1-noderna konstant samt fordelningen fér andelarna av kanterna med vikt
3 och kanterna med vikt 1 dr konstant genom alla simuleringar. Da a = 0 sitter alla
1-viktkanterna mellan 1-noder och alla 3-viktkanterna mellan 3-noder. Detta gor att 3-
noderna bildar en egen stor komponent och 1-noderna satter ihop sig i par. Da « okar
hamnar istdllet en del kanter mellan 1-noder och 3-noder vilket kan paverka den maximala
komponentstorleken pa tva siatt. Antingen ansluter ett forhallandevis litet antal 1-noder
till 3-nodskomponenten vilket gor denna storre om inga 1-noder ansluter. Men som vi ser
i de 6vre plottarna sa bryts jattekomponenten sonder da ett forhallandevis stort antal 1-
noder ansluter. Effekten &r densamma som i Exempel 1 men med skillnaden att andelarna
av de olika kantvikterna halls konstanta och bara dndrar kopplingsmonster med hjalp av
«. Andelarna i den storsta komponenten kan utlésas av Figur 16.

4.1.2 Exempel 2b

I Figur 6 ar simuleringarna gjorda med fyra mojliga gradtal (1, 2, 3 och 4) och darmed fyra
mojliga vikter. I Figur 7 visas Ry for samma val av fordelningar. I de fyra olika plottarna
flyttar vi succesivt sannolikhetsmassan i fordelningen mer mot de hogre graderna. Effekten
liknar den som vi ser i 4.1.1. Andelarna av de olika nodgraderna i den stora komponenten
aterfinns i Figur 17. Da a = 0 &r det endast mojligt for noder av samma grad att kopplas
till varandra, vilket innebér att grafen egentligen har sonderfallit i fyra stycken separata
komponenter. I detta skede ser vi fran andelarna i Figur 17 att den stora komponenten
utgors av komponenten med endast 2-noder, forutom i fallet da vi har gradférdelningen
p(1) =0.4,p(2) = 0.3,p(3) = 0.2,p(4) = 0.1 da vi ser att 3-nodskomponenten blir stérre
an 2-nodskomponenten i vissa iterationer. Situationen &ndras genast da o > 0 da det kan
forekomma kanter som binder samman de olika komponenterna, vilket syns som en snabb
okning i slutstorlekarna i Figur 6.

5 Simulering av epidemier

I detta avsnitt simulerar vi underliggande grafer och dessutom en Reed Frost-epidemi pa
densamma genom att tunna ut den underliggande grafen som vi beskrivit tidigare.
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ar: q(w|d) = (1 — «) + - p(w) for w = d och g(w|d) = o - p(w) for w # d.
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Figur 6: Exempel 2b slutstorlekarna. Gradfordelningen star 6ver varje plott. Viktfordel-
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Figur 8: Exempel 3a. Gradfordelningen: D € Po(4) betingat pa att D € {1,2,...,200}.
Viktfordelningen: ¢(w = 1|d) =1 —d~*, ¢(w = 2|d) = d~%, Smittsannolikhetsfunktionen:
(1) =0.1,7(2) = 0.7.

5.1 Exempel 3

Vi véljer har gradfordelningen till D € Po(4) betingat pa att D € {1,2,...,200}. Vi har
tva mojliga vikter med fordelningen:

qw=1d) = 1—-d“
g(w=2ld) = d°

for a > 0. Fordelningen med vilken vi fordelar vikter till halvkanter tenderar att tilldela
halvkanter hos laggradiga noder vikt 2 och halvkanter hos hoggradiga noder vikt 1. I Figur
18 (se appendix) visas funktionen g(w = 1|d) = 1 — d~“ {f6r nagra olika a. Observera att
g(w = 2|d = 1) = 1 for alla @ > 0 och firre halvkanter hos hoggradiga noder tenderar
att fa vikt 2 ju storre a &dr. Vi viljer 7(1) = 0.1,7(2) = 0.7 vilket tillsammans med
viktférdelningen innebér att kanterna hos de laggradiga noderna tenderar att ha hogre
smittsannolikheter &n kanterna hos de hoggradiga. Ju storre « dr desto farre hoggradiga
noders kanter tenderar att dverfora smitta vilket leder till att epidemierna blir mindre ju
storre « ar, se Figur 8.

I Figur 9 ar situationen omvénd till (1) = 0.7, 7(2) = 0.1 vilket alltsd innebéar att
kanter hos laggradiga noder tenderar att sprida smitta mindre &n kanter hos hoggradiga.
Detta far till effekt att da fler hoggradiga far vikt 2 sprids smittan lattare och epidemierna
blir storre da a okar.

5.2 Exempel 4

I detta exempel viljer vi gradfordelningen till Po(8) betingat pa att den utfaller positivt
och viktfordelningen Po(8/d) dar d &r gradtalet for noden halvkanten sitter fast i. Ligg
mérke till att for en godtyckligt vald nod ar vinteviardet av summan av dess vikter kon-
stant. Smittsannolikheten sitts till 7(w) = 1 — (1 — s)“*!. Denna 7-funktion uppkommer
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Figur 9: Exempel 3b. Gradférdelningen: D € Po(4) betingat pa att D € {1,2,...,200}.
Viktfordelningen: ¢(w = 1|d) =1 —d~*, ¢(w = 2|d) = d~%, Smittsannolikhetsfunktionen:
(1) =0.7,7(2) = 0.1.

naturligt da vi ser talet k := w + 1 som antalet smittférsok mellan tva noder som binds
ihop av kanten med vikten w och talet s som sannolikheten for smitta for varje sadant
forsok.

I Figur 10 visas slutstorlekarna och Ry. Vi ser att efter att s dkat sa mycket att ett
stort utbrott &r mojligt sker en 6kning av komponentstorlekarna med lika tydlig brytpunkt
som den i Figur 1.

5.3 Exempel 5

Vi utvidgar idén i Exempel 2 dér vi med hjélp av en parameter o bestdmde huruvida
noderna endast kunde sitta ihop med noder av samma grad eller om vi &ven tillat andra
kombinationer. Nu véljer vi férdelningen Po(10.5) betingat pa att D € {1,2,...,30}. Vi
delar in nodernas grad i tre grupper och tillater endast kanterna att ga mellan noder i
samma grupp da o = 0. Grupperna ar gjorda sa att noderna med sméa gradtal hamnar i
grupp 1, noderna med typiska gradtal hamnar i grupp 2 och de med stora gradtal hamnar
i grupp 3. Vi kommer med hjilp av en parameter [ att justera vilka kanter som kommer
ha hogst smittsannolikhet. Vi later noderna med grad 1 till 8 vara i grupp 1, noderna med
grad 9, 10, 11 vara i grupp 2 och noderna med grad 12 till 30 vara i grupp 3. Indelningen
kan beskrivas som att vi definierar en funktion h(d) som tar ett gradtal som argument
och vars funktionsvirde dr numret pa gruppen som graden tillhor:

1, de{12,....8)
hd)={ 2, de{9,10,11}
3, de{12,13,...,30}

18



1000 T T T T T T T T T 3
2.5
a0l
[
5 2 |
Q
=
o 668
®
=
- L
bt o 1.8
|
“ 488
-
2 1t
=
==
200 |
8.5
8 ]
8,682 0,84 8,06 8,88 6,1 8,12 0,14 0,16 6,15 0,2 A 8,85 8,1 8,15 8,2
5 =

Figur 10: Exempel 4. Gradfordelningen: Po(8) betingat pa att den utfaller positivt. Vikt-
fordelningen Po(8/d). Smittsannolikhetsfunktionen: m(w) =1 — (1 — s)“*.

Uppdelningen ovan ar gjord sa att andelen noder i de olika grupperna ska vara ungeféar
lika stora:

p(1)+---+p(8) ~ 0.28
p(9) + p(10) + p(11) 0.36
p(12) + - - + p(30) 0.36

Q

Q

Precis som i Exempel 2 kommer o = 0 innebéra att vi tilldelar vikterna helt determi-
nistiskt efter graden av noden halvkanterna sitter fast i. Vi tilldelar vikten h(d) till alla
halvkanter fran noder av grad d och de totala andelarna av de olika vikterna kommer da

o “h _ Z{d;h(d):w}d -p(d)
P=="570

Utifran p"(w), en variant pa the size biased distribution, bestimmer vi viktférdelningen

o (1—0)+a-p'w),  A(d)
1l—a)+a-p*(w), h(d) =w
wl|d) = .
ool ={ {50 h(d) # v
Man kan se detta uppldgg som att vi delar in en population i tre stycken grupper dar

individerna endast har kontakt inom gruppen da o = 0 men vi kan blanda upp dessa
genom att oka a. Vi rdknar ocksa ut sannolikheterna for de tre vikterna:

(1) =~ 0.18
M2) ~ 0.34
PM(3) ~ 048

Dessa sannolikheter kommer (analogt med Exempel 2) vara konstanta for alla «.
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Som 7-funktion valjer vi:

2
w—1

m(w)=c- < )ﬁw_l (1= forw=1,2,3

Observera att 3> m(w) = ¢ for alla 3 € [0,1]. Funktionen 7(w) &r vald sa att vi med
hjélp av parametern § kan forskjuta tunningssannolikheten mellan de tre olika vikterna. I
Figur 11 visas hur férskjutningen av uttunningssannolikheten sker for ¢ = 0.5. I Figur 12

beta = 8.1 beta = 8.3 beta = 8.5 beta = 8,7 beta = 8.9

pif{u)}

Figur 11: Exempel 5. Smittsannolikhetsfunktionen: w(w) = ¢ - (wz_l)ﬁw*1 - (1=

B3)2~w=D for w = 1,2,3. 3 anviinds for att dndra vilken vikt som ska ha storst smitt-
sannolikhet.

har vi latit g variera pa x-axlarna, « viaxla mellan plottarna och ¢ vara konstant ¢ = 0.5.
I Figur 13 visas Ry.

Da a = 0.1 &r de fran bérjan vattentata skotten mellan grupperna nagot uppldsta och
vissa kanter kommer ga mellan de tre grupperna. Da [ &r néra dndpunkterna 0 eller 1
kommer grupp 1 respektive grupp 3 att tunnas ut sa pass mycket att grupp 1 respektive
grupp 3 mer eller mindre upploses vilket gor att de inte kommer utgoéra en betydande
del i den stora komponenten. Daremot da § ar runt 0.5 kommer alla grupper tunnas ut
ungefér lika mycket och eftersom kanter mellan grupperna dr mdojliga kan de sitta ihop
och tillsammans bilda en stor komponent. Ju storre o desto mindre tenderar vi att fa en
formation av tre grupper. Istéillet har vi tre vikter som kan sitta mellan vilket par av noder
som helst. Da « &r stort och [ litet kommer kanterna med vikt 1 vara de som troligast
overfor smitta men de ar ocksa minst till antalet. Det stora antalet kanter med vikt 2 och
3 med betydligt mindre smittsannolikhet, verkar som kilar snarare &n kopplingar vilket
bryter upp komponenterna till smabitar. Har ser vi att hoggradiga noder, som annars ar
en bidragande faktor till att en epidemi kan ta fart, tas ut av den laga smittsannolikheten.
Da 3 okar forskjuts smittsannolikheten sa att de kanter som ar i majoritet ar de som mest
sannolikt 6verfor smitta och komponenterna blir stora.
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Figur 12: Exempel 5 slutstorlekarna. Gradfoérdelning: Po(10.5) betingat pa att D €
{1,2,...,30}. Viktférdelning: ¢(w|d) = (1—a)+a-p"*(w) fér h(d) = w, q(w|d) = a-p*(w)
fér h(d) # w. Smittsannolikhetsfunktion: 7(w) = ¢~ (,2,)8*™" - (1 — B)>~ @D for w =
1,2,3. ¢ = 0.5.

6 Diskussion

Vi har i denna uppsats framst sett att det inte generellt foreligger nagot narmare samband
mellan slutstorlekarna och storheten Ry én att Ry > 1 = P(stortutbrott) > 0, vilket &r
sjalva definitionen av Ry. Vi har sett exempel déir Ry 6kar da 7, slutstorleken givet ett stort
utbrott, minskar och tvirtom. I en graf med manga héggradiga noder har en smitta lattare
att ta fart an i en graf med ldgre grad pa noderna. Vi har sett att man kan kompensera
en graf med hoga grader genom att ge dessa noder kanter med lag smittsannolikhet.
Utvidgningen fran den grundldggande konfigurationsmodellen till den viktade konfi-
gurationsmodellen innebér att man kan inféra vikter pa kanterna sa att noder med lika
grad tenderar att sitta ihop i storre utstriackning. Det vore intressant att studera en &n-
nu nagot mer utvidgad tilldimpning av den viktade konfigurationsmodellen dér varje nod
inte enbart karaktériseras av dess grad. Man skulle kunna skilja pa noder av samma grad
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Figur 13: Exempel 5 Ry. Gradfordelning: Po(10.5) betingat pa att D € {1,2,...,30}.
Viktférdelning: q(w|d) = (1 —a) +a-p"(w) for h(d) = w, g(w|d) = o p"(w) for h(d) # w.
Smittsannolikhetsfunktion: w(w) =c- (,2,)8*' (1 —B)*"@=Y for w =1,2,3. ¢ = 0.5.

genom att dela in dem i olika typer. Dessa olika typer kan ha tendenser att fa olika vikter
pa sina halvkanter. Detta kan i sin tur leda till att nya varianter av grupperingar kan
uppkomma. Matematiskt innebér det att vi skapar typerna ty,...,t,. Vi lagger till typ-
fordelningen 7' till gradfordelningen D. Efter att vi tilldelat en grad till varje nod tilldelar
vi en av de a st typerna till varje nod dar férdelningen vi anvander for att tilldela typer-
na till noderna kan bero pa graderna. Vi byter ut sannolikhetsfordelningen for vikterna
q(w|d) = P(W = w|D = d) mot g(w|t) = P(W = w|T =t). I termer av denna modell &r
den tidigare modellen, som vi studerat denna uppsats, det specialfall dér 7" &r en bijektiv
funktion av D. I det mer generella fallet kan vi lata T" och D vara mer eller mindre be-
roende av varandra. I och med att vi infor typer ar det inte ldngre sdkert att tva noder
av samma grad far samma vikter tilldelade till sina halvkanter och déarmed tillats nya
kopplingsmonster uppsta.

En annan modifikation man kan tédnka sig inféra &ar att da vi tilldelar halvkanterna
sina vikter sa ger vi dessutom varje halvkant antingen beskaffenheten hogerhalvkant eller
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vansterhalvkant, ocksa beroende pa nodens grad. Nar vi sedan parar ihop halvkanterna
till helkanter viljs inte tva halvkanter av samma vikt helt slumpméssigt, utan vi véljer
istéllet en hégerhalvkant och en vinsterhalvkant med den aktuella vikten och parar ihop.
Vi bor da kréava att for varje w géller att fordelningen for antalet hogerhalvkanter med
vikt w har samma véntevarde som fordelningen for antalet vansterhalvkanter med med
vik w. Med detta tilligg kan vi konstruera riktade grafer dar t.ex. riktningen ar fran
vansterhalvkant till hogerhalvkant. Man kan &ven komma ifran att lika noder tenderar att
kopplas till varandra. T.ex. kan man skapa 1-noder som aldrig kopplas till andra 1-noder
utan endast kopplas till hoggradiga noder, vilket liknar strukturen hos datornatverk dar
klienter aldrig ar kopplade direkt till varandra utan dar de kommunicerar via hubbar.
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A Harledningar

Vi definierar D som gradtalet pa en nod som viljs genom att man viljer en halvkant pa
mafa, d.v.s den har férdelningen the sized biased distribution.

=[1-a)+aPD=w) P(D=w)+aP(D=uw) P(D #
= (1-a)P(D=w)+aP(D=w) D

=(1—a)P(D=w)+aP(D=w) 1= P(
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B Figurer for Exempel 1, 2 och 3
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variationskoefficient

q2

Figur 14: Exempel 1b variationskoeffecient. Gradférdelningen P(1) = 0.8, P(2) = 0.2.

Viktfordelningen: g(w = 1|d = 1) = 0, q(w = 2|d = 1) = 1, ¢(w = 2|d = 3) = @,
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Figur 15: Exempel 1 andelar av de olika noderna i den stora komponenten. la Gverst, 1b

underst
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Figur 16: Exempel 2a, andelar av de olika noderna i den stora komponenten.
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Figur 17: Exempel 2b, andelar av de olika noderna i den stora komponenten.

d) = 1 - d*f-alfa}
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Figur 18: Exempel 3 viktfordelning: g(w = 1|d) =1 —d ™

26






