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Sammanfattning

Manga stokastiska fenomen kan beskrivas enligt foljande mdonster:
Vi har en reservoar med ett inflode, ett utflode och en regel som ga-
ranterar att ingenting forsvinner. Det typiska exemplet pa detta &r
en ko, som byggs upp av ankommande kunder och avvecklas med att
kunder betjianas. Det finns en omfattade teori for koer som bygger pa
olika antagande om ankomstprocessen och betjéningsprocessen. Andra
snarlika exempel som tas upp &r modeller for kdpcentrum, trafikljus,
dammar, datorkommunikation och forsékringsbolag. Dessa diskuteras
och jamfors. En simulering for att testa trovirdigheten i en del av
koteorin utfors ocksa.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: roberteriksson@hotmail.se. Handledare: Ake svensson.



Abstract

Many stochastic phenomena can be described as follows: We have a re-
servoir with an inflow, an outflow and a rule that ensures that nothing
is lost.

The typical example is a queue, which is built up of arriving custo-
mers and settled with the customers served. There is a covering theory
for queues based on different assumptions about the arrival process
and service process. Other similar examples discussed and compared
are models of shopping malls, traffic lights, ponds, computer commu-
nications and insurance companies.

A simulation to test the credibility of some of the queuing theory is
performed as well.
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1 Introduktion

1.1 Syfte och fragestillning

Manga stokastiska fenomen beskrivs genom en reservoir med ett inflode, ett
utflode samt nagon form av regel som gor att ingenting férsvinner pa vigen.
Det typiska exemplet pa detta dr en regelritt ko som byggs upp av ankom-
mande kunder och avvecklas med att kunderna betjdnas. Ur detta har det
genom aren uppkommit en teori som bygger pa olika antaganden. Syftet
med denna rapport ar att forsdka beskriva ett antal typiska situationer dér
modellstrukturen kan beskrivas som ovan. Beroende pa tillimpning kan de
stokastiska fenomen som &r vérda att intressera sig for vara olika. Syftet &r
ocksa att se likheter och olikheter mellan de olika situationerna och disku-
tera dessa. For att verkligen fa grepp om en viss situation kommer nagon
simulering dven géras med programmet Matlab.

Det jag vill fa reda pa genom detta kandidatarbete &r i punktform

e Sitta in mig ordentligt i den grundléggande teorin.
e Vilka vanliga modeller byggs upp som beskrivningen ovan?
e Se likheten och skillnader mellan dessa.

e Lira mig att gora en regelrdtt simulering.



2 Teori

2.1 Fordelningar

Dessa fordelningar kommer anvéndas i rapporten.

2.1.1 Exponentialférdelnignen

En kontinuerlig slumpvariabel Y séigs vara exponentialférdelad med intensi-
tet A om tathetsfunktionen ges av

fY(y) - )\e—)\y7 Yy < 0
En vanlig beteckning ar Y ~ Exp()\)

Vinteviirdet E(Y) = 1/ och variansen Var(Y) = 1/)\2

2.1.2 Poissonfordelningen

En disket slumpvariabel Y ségs vara Poissonfordelad med parameter A om
sannolikhetsférdelningen ges av
Nee=A

pY(k?):P(Y:k‘):T

, k=0,1,2,3...

En vanlig beteckning &r Y ~ Po())
Vintevirdet E(Y) = A och variansen Var(Y) = A

2.1.3 Lognormalférdelningen

En kontinuerlig slumpvariabel Y ségs vara lognormalférdelad med paramet-
rar 4 och 02 om téthetsfunktionen ges av

1 _(nm)-p)
fy(y)

= (&} 202
Yo/ 2w

En vanlig beteckning &r In(Y) ~ N(u,0?)

Vinteviirdet E(Y) = e#t7°/2 och variansen Var(Y) = e2#+o” (6‘72 — 1)

2.2 Raikneprocess

En stokastisk process N(t),t > 0 ségs vara en rékneprocess om N(t) re-
presenterar det totala antal héndelser som intréffat vid tiden ¢. N(¢) maste
alltsa uppfylla foljande

(1) N(t) >0

(2) N(t) ar heltalsvard

(3) Om s < t, sa maste N(s) < N(t)

(4) For s < t sa anger N(t) — N(s) antalet héndelser i intervallet [s, t]



2.3 Poissonprocess

Poissonprocessen som fick sitt namn efter den franska matematikern Siméon-
Denis Poisson (1781-1840) dr en homogen process som kinns igen genom en
skalparameter A\, som &ven kallas intensiteten, sa att antalet héndelser i in-
tervallet (¢,t+h) foljer en Poissonfordelning med parameter Ah. Man brukar
definiera Poissonprocessen enligt.

(1) N(0)=0

(2) Oberoende och stationéra inkrement

(3) Antalet hiandelser i vilket intervall som helst av langd h dr Poissonférdelad
med parameter \h.

2.4 Kosystem som anvinds

Man beskriver ofta kosystem enligt metoden A/B/C dér A innebér anta-
ganden for ankomster, B innebédr antaganden om betjéining och slutligen C'
ar hur manga kassor det finns eller som dr oppna. De tva kosystem som
anvinds i rapporten dr M/M/1- och M/G/3-kéer. Det forsta M:et antar
Poissonfordelade ankomster, den andra M:et antar exponentiell avveckling
och det andra G:et betyder en mer generell avvecklingsférdlening. Slutligen
har den ena fallet en kassa 6ppen medan den andra har tre kassor 6ppna.

2.5 Markovkedjor

Lat X, vara en stokastisk process som kan anta ett #ndligt antal positiva
varden. Om X, =i ségs processen vara i tillstand i vid tiden n. Lat oss nu
anta att nir processen ir i tillstand ¢ finns det en fixerad sannolikhet P;;
att den i nésta steg kommer vara i tillstand j. Det kan skrivas som

Py = P(Xpy1 = j|Xn =0, Xpo1 = ip—1,..., X1 = i1, Xo = 1p)

for alla tillstand g, 41, ...,%,-1,%,j ddr n > 0. En sadan process ar kind
som en Markovkedja. Ekvationen ovan kan tolkas som att sannolikheten att
hamna i ett visst framtida tillstand X1, givet alla de gamla tillstanden
Xo, ..., Xn—1 och X,,, &r oberoende av alla gamla tillstand utom det senaste.
En Markovkedja &r alltsa minneslos.

2.6 Fornyelseprocess

Om sekvensen av icke-negativa slumpvariabler X1, X, ..., X, 4r oberoende
och likafordelade dér alla X; &r tiden mellan hopp sa sigs rakneprocessen
N(t), t > 0 vara en férnyelseprocess.

2.7 Fodelse- och dodsprocess

Anta ett system vars tillstand &r representerat av antalet personer i systemet
vid en viss tidpunkt. Anta vidare att nér det &r n personer i systemet till-



kommer det nya ankomster med en exponentiell takt A,, samt att personer
ldmnar systemet med en exponeltiell takt u,. Alltsa &r, da vi har n perso-
ner i systemet, tiden till nista ankomst exponentialférdelad med véntevirde
1/An, och oberoende av tiden till nésta person ldmnar systemet som &r ex-
ponentialfordelad med vantevéirde 1/u,. Ett sadant system kallas fodelse-
och dédsprocess. Parametrarna {A}>°, och {u},—o00 kallar respektive for
(fodelse)ankomsttakt och (dods)avgangstakt.

2.8 M/M/k forlustsystem

Ett forlustsystem i en M/M/k ko innebér att kunder bara kan ankomma
om minst en av k kassor dr lediga. Om sa inte &r fallet &r kunden foérlorad
ur systemet.

2.9 Lévyprocess

En Lévyprocess &r en process X (t), t > 0 som uppfyller f6ljande villkor.
(1) Oberoende och stationdra inkrement.
(2) X (¢) ar kontinuerlig i sannolikhet, alltsa for varje e < 0 géller

P(|X(t)| >€) — 0dat — 0"

(3) Det existerar grénser bade till hoger X (t+) och véanster X (t—) och vi
antar att X (¢) dr ”"hogerkontinuerlig”, sa att X (t4) = X (¢).



3 Urval av reservoirmodeller i olika situationer

3.1 Postkontor (M/M/1-kd)

Ett postkontor eller liknande servicestélle dr en direkt tillampning av kéteorin
ovan. Man intesserar sig for kotider, kolangder, antal personer som star i k6
och sa vidare. Kunder ankommer med en poissonprocess, detta medfor att
tiderna mellan deras ankomst blir exponentialférdelade med nagon parame-
ter. Kunderna tar direfter en nummerlapp och star i ko till det &r deras tur i
ett helt rattvist system, den som kommer forst blir ocksa betjénad forst. Nér
personen i ko val kommer till kassan ar betjaningstiden exponentialférdelad
med en viss parameter.

] ———

Figur 1: Postkontoret &r ett rattvist system dar kunder ankommer, vintar
pa sin tur och blir betjdnade.

3.2 Snabbkép (M/G/3-ko)

Ett snabbkop dr en liknande men lite mer avancerad situation &n postkon-
toret ovan. Detta gar givetvis att modellera pa en rad olika vis, detta &r
bara ett exempel.

Kunder anlénder till snabbkopet! enligt en poissonprocess, tiderna mellan
kunders ankomst blir saledes exponentialférdelade. Det forsta som hinder ar
att kunden tar en kundvagn eller en korg. Vi antar att alla kunder anvénder
sig av nagot av dessa. Kunden gar sedan vidare in i affdrens gangsystem.
Varje snabbkop har n = 1,2, 3... antal gangar. Tiden det tar att hamta en
vagn eller korg samt ga till den forsta gangen &r lognormalférdelad med
vinteviirde figtqr¢ Och varians 02,,,. Observera att alla observationer &r po-
sitiva. Nar kunden val kommer till den forsta gangen, vilket vi noterar gang
#1 &r sannolikheten att hon gar nerfér den gangen p; och sannolikheten

1 — p1 att hon inte behtver nagot dar och gar vidare. Valet att ga ner i

'Buckley (2005): Simulating Fuzzy Systems. Springer Berlin / Heidelberg



de 6vriga gangarna &r oberoende av valet att ga ner i gang #1, sannolikhe-
terna ar darfor p, att ga ner gang #n och 1—p,, att ga vidare forn = 1,2, 3...

Da en kund bestdmmer sig for att ga ner i en gang, lat oss sidga gang #i
bestdms tiden som spenderas dér av en lognormalférdelning med véntevérde
i och varians o2. Antalet varar kunder ligger i sin korg eller vagn bestéims
av en diskret sannolikhetsfordelnig, vilken vi véljer att kalla Sanno(i) dér
1<i<m.

For enkelhetens skull antar vi att snabbkopet har 3 kassor 6ppna. Om an-
talet overstiger 3 &r tillvigagangssiittet likadant, men det blir lite svarare
att forklara. Varje kassa har sin egen ko dér, aterigen for enkelhetens skull,
kunderna snéllt star och véntar till det dr deras tur. Kunderna byter alltsa
inte ko da de vl stéllt sig dar. Lat K; vara antalet personer i kéi,i = 1,2, 3.
Sjalvklart véljer varje kund den ko som &r kortast, detta kan uttryckas pa
foljande sétt: (1) Om K; < Ky &r sann sa véljer kunden k6 ¢ = 3 om
K3 < K7 och ko6 i = 1 annars. (2) Om K; < Q9 ér falskt sa viljer kunden
ko 1 =3 om K3 < K5 och k6 ¢ = 2 annars. Vi antar att varje ko i teorin har
odndlig kapacitet.

Om en kund maste vanta pa sin tur i kassan tillkommer ett begrepp som
ofta kallas impulskép (manga snabbkop ldgger godis och tidningar samt ex-
traprisvaror vid kassan). Antalet av dessa varor som kunden véljer att ligga
vantarna pa har ytterligare en diskret sannolikhetsférdelning som vi kallar
Sanno(ik), ik for impulskop. Till sist dr tiden i kassan lognormalfordelad
med véntevirde M * fipqssq OCh varians 0,3 assq- DAr scannas alla varor samt
betalning sker. M &r antalet varor kunder har i sin korg eller i sin vagn och
Ukassa ar den viantade tiden en kassor eller kassorska tar pa sig att scanna
en vara. Efter detta ldmnar en forhoppningsvis néjd kund snabbkopet.

3.3 Trafikkorsning

Vi ténker oss en korsning med tva enkelriktade gator. Det kommer alltsa
bara bilar fran ett hall pa de respektive vigarna. Det ena hallet kallar vi
sodergaende flodet och det andra dstgaende flodet. For att undvika en krock
mellan bilarna finns ett trafikljus dér trafiksignalen gar i cykler gront till rott
och tillbaka till grént och sa vidare. Cyklen? borjar da trafikflddet fran séder
far gront ljus och pagar atminstone i g1 sekunder. For varje bil som kor in i
korsningen forlangs tiden for det grona ljuset med f; sekunder. Dock &dr det
maximalt gront i go sekunder. Da ljuset, vid nagon tidpunkt, slar om till rott
ar det rott for bada sidor i en slumpméssig tidperiod. Detta ska simulera gult
ljus samt extra uppstartningstid fér den forsta bilen i 6stgaende riktning.

*Lehoczky (1969): Stochastic models in traffic flow theory: Intersection control. Stan-
ford University



Det ar gront ljus for det stra flodet i atminstonde 71 sekunder och for varje
ny bil som kommer till korsningen foérldngt den grona tiden med fy sekunder
dock maximalt till o sekunder. D& trafikljudet slar om till rott &r det rott
fér bada en viss tid precis som innan, efter detta borja cyklen om igen.

N

v (L]

] 0O g
O

S

Figur 2: Bllar ankommer till systemet, vissa tvingar stanna for rott ljus
medan andra kor rakt igenom.

3.4 Datakommunikation

Det finns manga olika tillimpningar av datakommunikation. Har under foljer
nagra modeller for olika situationer

3.4.1 Ett multipellt databehandlingssystem

Vi ténker oss ett system som tar emot meddelanden och skickar vidare des-
sa. I systemet finns totalt N killor. Dessa killor &r pa eller av vid olika
tidpunkter oberoende av varandra. En switch tar emot meddelanden med
ett visst fléde beroende pa hur manga kéllor som &r pa och av. Samma swit-
ch skickar sedan vidare meddelanden. Vissa meddelanden gar dock inte att
skicka vidare direkt sa dessa sparas i en lagringsenhet med oéndlig kapacitet.
Inga meddelanden forsvinner alltsa pa vigen. Kéllorna agerar oberoende av



varandra och tidpunkterna da dem &r av eller pa ses som oberoende expo-
nentialférdelade slumpvariabler. Om nu J(t) definieras som antalet pa-kéllor
vid tiden ¢ leder detta till att J = [J(t),t > 0] &r en fodelse-dods-process med
tillstand fran 0 till N med fodelseintensiteterna A och dédsintensiteterna p.

Lat nu Z(t) vara buffertens innehall vid tiden t. Modellens® tillstand blir
da

Z@:Z@+AJ@®—AM&QN$@
dédr r(z,7) = com x > 0 och (z,j) = min (j,¢) om x =0

Matematiskt ser detta tjusigt ut men vad det egentligen sdger &ar att in-
nehallet i bufferten vid tiden ¢ &r lika med vad som fanns i bufferten fran
borjan plus all ingaende data, den data som ”fods in i bufferten”, under
perioden [0, ¢] minus all utgaende data, som ”dor”, under samma period.

3.4.2 Datakommunikationsmodell som drivs med en M /M /1-k6

Vi far input av data fran en M /M /1-ko. Sa ldnge som systemet dr upptaget
ankommer data med ett konstant inflode, 1at oss kalla detta c;,. Dessa data
skickas sedan vidare med ett maximalt utflode ¢,y som dr mindre dn ¢,. Om
nu J(t) ar koldngden som kan representera buffertinnehallet Z(¢) vid tiden
t sa fas modellen 4

z@:ﬂ@+£@w@ﬂ@—émm$ﬂm@

dér r(z,j) =0da z = j =0 och r(z,j) = ¢; annars.

3.5 Damm

Modellerandet for en damm beror i hogsta grad pa hur stor kapacitet dam-
men har. Hiar under féljer nagra olika modeller beroende pa hur dammen i
fraga ser ut.

3.5.1 Modell f6r en damm med &ndlig kapacitet

Definera X, 11 som méngden vatten i en lamplig enhet som har strémmat in
i dammen under perioden [n,n+1]. Alla X; for de intressanta i &r oberoende
likaférdelade stokastiska variabler. Vi antar vidare att dammen har dndlig
kapacitet, ddr maxnivan ges av c. Pa grund av detta kommer det pa sikt bli

3Prabhu (1998): Stochastic Storage Processes: Queues, Insurance Risk, Dams and Data
Communication, 2nd edition. Springer-Verlag New York, sid 166.
“a.a. sid 167.



en 6versvamning, och den faktiska tillférseln av vatten efter 6versvimningen
ar

On+1 = min(X,41,¢ — Zp)
dér Z,, dr vattennivan i dammen vid tiden n. Det finns ocksa en efterfragan
pa vatten och méngden efterfragat vatten vid n betecknar vi som €, dir
€1, €2, ... antas vara oberoende likaférdelade stokastiska variabler, samt att
€n, r oberoende av d,. Vatten frislapps alltsa pa foljande sétt

J(Zn + 0ny1, €ng1) = min(Zy, + Opy1, €ny1)

och vi far modellen®.
Zn+1 = Zn + 5n+1 - f(Zn + 5n+17 6n—&—l)

3.5.2 Modell for en damm med oindlig kapacitet

En damm med oéndlig kapacitet kan givetvis inte raka ut fér ndgon 6versvimning
som ovan. Vi later nu X (¢) beteckna méngden vatten som har strommat in

i dammen under en kontinuerlig tid pa intervallet [0,¢]. Vidare antas X ()
vara en Lévyprocess utan drift. Frislippningen av vatten kallar vi r[Z(t)]
dér Z(t) &r méngden vatten i dammen vid tiden ¢. I detta fall &r r(z) en
kontinuerlig ickeavtagande funktion for x > 0, samt givetvis r(0) = 0. Detta

ger att mingden vatten vid tiden ¢ ges®. av.

2(t) = 2(0) + X(t) /0 HZ(s))ds

Alltsa ett uttryck for Z(t). Integralen i uttrycket representerar den totala
frislappningen av vatten under intervallen [0, ¢].

Notera att om r(z) = 1 for > 0 och r(x) = 0 for x = 0 & modellen
analog med modellen for en dndlig damm som da far kapacitet ¢ = oo.

3.6 Forsidkringsrisk

Forsidkringsbolag maste se till att halla reservkassa om en hog med storre
skador skulle komma. Bolagen gér omfattande stresstester for att ruin inte
ska kunna ske med en storre sannolikhet &n 1 ruin pa 200 ar. Antalet ansprak
pa utbetalningar X (t), dven kallade fodringar som uppstar i tidsintervallet
[0, t] ges av den sammansatta Poissonfordelningen

Z e_’\t();;)nPn(x)
n=0 ’

SPrabhu (1998): Stochastic Storage Processes: Queues, Insurance Risk, Dams and Data
Communication, 2nd edition. Springer-Verlag New York, sid 4
Sa.a. sid 5



dér P, (z) dr fordelningen for antalet fodringar som verkligen betalas ut.

Bolaget erhaller premier fran deras forsidkringstagare med en konstant fre-
kvens B. For att vara undvika ruin maste forsidkringsbolaget halla sig med
en reservfond enligt ovan. Denna reserv ges vid tiden ¢ av.

Z(t) = Z(0) + /Otﬁdu — X(t) = Z(0) + Bt — X (¢)

Héar kan Z(t) anta positiva eller negativa virden, men forsikringsbolaget
ar intresserade att halla reservkassan stor nog for att undvika ekonomisk
undergang over en dndlig eller oéndlig tidsperiod. Bolagen vill berikna en
sannolikhet sa att

P(Z(t) < 0) <0.005

Z(t)

Figur 3: Beroende pa antalet skador samt hur stora dessa skador dr kommer
reservfonden ga upp och ner med tiden. Aven premieinkomsten kan vara
olika om det kommer nya kunder eller kunder sédger upp sin forsidkring etc.
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4 Simulering

Koer &r ett fascinerande moment i vardagen. Detta skall nu illustreras i form
av nagra simuleringar dir det klart och tydligt utldses att ankomst- samt
betjaningstiden spelar en stor roll.

Till och bérja med ges en beskrivning av simuleringen, sedan presenteras
resultaten i tabellform. Observera att fokus ligger pa antal personer i syste-
met, eller mer korrekt - medelvirdet av dessa. Papekas bor ocksa att den
negativa logaritmen av ett randomiserat slumptal &r exponentialférdelat, si-
muleringen &r alltsa identisk med en M/M/1-ké med ankomstintensitet A
och betjdningsintensitet pu.

Forst simuleras tiden d& forsta kunden ankommer med negativa logaritmen
av ett randomiserat slumtal delat med A, dennes tid i ko &r givetvis ingen alls.
Betjaningstiden for forsta kunden simuleras med den negativa logaritmen av
ett randomiserat slumptal delat med p. Tiden da forsta kunden lamnar sy-
stemet #r alltsd ankomsttiden+betjiningstiden. Detta giller givetvis inte
for alla kunder dar dven vintetiden kommer spela in. Tiden d& kund i > 2
ldmnar systemet beskrivs som ankomsttiden+vantetiden+betjéningstiden.
Beroende pa valet av A och p kommer véntetiden och saledes antal personer
i ko att dndras.

Om en kund maste véanta pa sin tur eller ej beror saklart pa om kassan
ar ledig eller ej, hir finns bara en kassa till forfogande sa det géller att kom-
ma da systemet dr rent for att undvika vintetid (k6). Om en kund har x
personer fore sig maste denne vénta pa att alla de x ska bli betjinade innan
det dr hans/hennes tur. Det &r alltsa ett réttvist system.

Denna simulering gar som sagt ut pa att berdkna antal personer i syste-
met. En kénd formel séger oss att denna skall vara

- A
W= A

Jag kommer gora 5 simuleringar av total 10 000 ankommande personer och
sedan ta medelvirdet for dessa. Det bor ge en rdttvis bild. Detta kommer
ske for varje val av A och

11



’ A ‘ L ‘ Simulering ‘ Teori ‘
1/12]1/8] 1.9909 2
2 3 2.008 2
3 4 2.934 3
5 6 4.306 5
1 2 0.99 1
2 4 1.03 1
7 8 5.478 7
3 6 0.9964 1
40 50 3.7304 4

Tabell 1: Skillnader mellan det teoretiska vardet pa L och simuleringsvirdet.
Dessa skiljer sig olika mycket beroende pa valet av A och p.

Vi ser nu tydligt att simuleringen stimmer bra till teorin pa laga antal, L =
1,2,3. Men ju hogre L vi forvantar oss desto mer diffar simuleringen. Det-
ta kan delvis bero pa hur jag definierar ankomst- och betjéningsprocessen.
Valet att ;1 > X dr medvetet, annat fall skulle L blir negativt. Ett negativt
medeltalet av kunder i systemet &r givetvis samma sam som att medeltalet
ar noll och ddrmed inte sa intressant.

Ankomsten simuleras med

—log(rand)

A=
A

+ foregaende ankomsttid.

och betjdningstiden simuleras med

_ —log(rand)
i

B

Da kvoten \/u ligger néra 1 verkar simuleringen ha en tendens att inte passa
teorin sérskilt bra. Tittar vi pa formeln L = A/(pu— ) &r det inte sa konstigt
da nadmnaren i s fall ligger néra noll. For fortsatt utveckling av detta bor
man alltsa vélja A och p sa att kvoten inte ar néra 1.
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5 Likheter och Olikheter

Alla stokastiska modeller ovan har ett inflode, ett utflode samt en regel att
inget férsvinner pa vigen. Det &r den stora likheten. Skillnader ddremot kan
forekomma beroende pa vilket fenomen vi pratar om. Detta kapitel disku-
terar just detta.

I det enklaste fallet postkontor som foljer direkt av den vanliga koteorin
ar man normalt intresserad av saker som genomsnittlig kéldngd, antal per-
soner i ko, hur langt tid det normalt tar att komma fram till betjining o.s.v.
Det finns formler och teori for detta. Men den gemensamma faktorn for kun-
den dr att han/hon kommer in, gor sitt drende och gar ur. Det hénder inget
speciellt pa viagen. Om vi gar vidare till ett snabbkop eller stormarknad blir
det genast lite mer komplicerat &ven om det bygger pa samma grunder. Hér
kan man gora det hur enkelt som helst eller hur svart som helst beroende
pa ens preferenser, ju mer verklighetstroget desto svarare blir det. Jag har
valt att ligga mig nagonstans mitt emellan. De vanliga antaganden géller,
dvs att kunder ankommer med en Poissonprocess och blir betjdnade med
exponentialférdelningar. Det intressanta dr dock vad som hénder dar emel-
lan. Mitt exempel utgar starkt fran lognormalférdelningen hur manga varor
kunden tar samt en viss sannolikhet att kunden gar till en viss gang. Hér
tanker vi oss ett slags korridorssystem déir gangarna med varor ligger pa-
rallellt med varandra. Néar sedan kunderna spatserar pa jakt efter varor ar
det alltsa en viss sannolikhet att han/hon gar in i gang 1, respektive gang 2
0.8.v. Detta kan anses mer eller mindre realistiskt. Svagheten i modellen &r
att olika kunder vill ha olika varor sa normalférdelningen att alla ska vara
lika faller. Det &r dock en modell som #r hyfsat ldtt att simulera och med
ett stort antal kunder bor skillnaderna pa lang sikt jamna ut sig nagorlunda.

I avsnittet trafikkorsning ankommer bilar med en viss frekvens, beroende
pa denna frekvens blir kderna vid r6tt ljus langa eller korta. Och dérav be-
ror tiden da det dr gront ljus ocksa av samma frekvens ty det grona ljust
forlings med varje bil som kor. Dock maximalt till en viss tid. Skillnaden hér
emot de ovanstaende fenomenen &r att stokastiken gar mer i cirklar. Gront
ljust, rott ljus for att sedan borja om igen med samma forutsdttningar.

Datakommunikationen har jag valt att beskriva med tva olika metoder,
den forsta med en fodelse- och dédsprocess och en andra med ett M/M/1-
kosystem.

De stokastiska modellerna for en damm &r beroende pa om dammen ar dndlig
eller oéndlig. En odndlig damm finns givetvis inte i praktiken, men om den
ar tillrackligt stor eller om efterfragan pa vatten &r tillrackligt hog kan man
utga fran att den dr just odndlig da den aldrig blir full och saledes inte

13



svimmar over. En skillnaden mellan de bade dr att vattnet kan frislappas
pa tva sidtt da dammen &r dndlig, ndmligen att den &r full och svAmmar
over eller att nagon efterfragar vatten. I en odndlig damm diremot kan vat-
ten bara frislappas vid efterfragan. Vi ser ocksa lite skillnader i modeller,
dir instromningen av vatten ses i det &ndliga fallet bara som oberoende
likaférdelade variabler, medan i det oéndliga fallet ses instrémningen som
en Lévyprocess.

Ett forsdkringsbolag maste ha vissa matematiska regler for att inte ga om-
kull. Enligt krav ska sannolikheten att ett bolag gar i konkurs vara mindre
eller lika med en halv procent. Detta for att skydda kunderna. Speciellt in-
om livforsikring ar detta enormt riktigt. Men ocksa inom sakforséikring. For
att undvika detta maste forsdkringsmatematiker (aktuarier) inte bara rékna
pa risken for olyckor utan dven avsitta kapital, sa kallade reserver for varje
forsdkringsfall.

Det intressanta med alla dessa olikheter &r att det ocksa finns en stor lik-
het. Oavsett om det géller en vanlig k6, en damm, datakommunikation,
forsdkringsbolag eller andra liknande fenomen som inte tas upp hér sa ser
systemet likadant ut. Fran borjan finns ett visst innehall. Detta fylls sedan
pa, nagot hinder, for att slutligen avta. Se figur 1 fér en simpel illustration.

— €9 |

Figur 4: Ett inflode till en reservoir dir nagonting hinde beroende pa
tillampningsomrade och ett utflode.

Intressant dr ocksa att vid simulering av olika omraden dr koden mycket
lik varandra. Ett exempel” visas i figor 6 diir den &vre grafen #r véntetid
i en M/G/1-ko upp till en viss niva och den undre grafen &r riskreserven.
Da reserven gar over stecket siger vi att reservkassan dr full. Viktigt hér
ar att y-axeln pa den 6vre grafen motsvarar tid och x-axeln motsvarar nya
kunder. I den undre grafen dr det omvént. T.ex. motsvarar tiden da inga
kunder kommer i den 6vre grafen underskottet i reserven i den undre grafen.

"Lopker & Perry (2010): The idle period of the finite G/M/1 queue with an interpre-
tation in risk theory. Queueing Syst 64: 395-407
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Papekar bor ocksa att precis samma data som simulerats i bagge fallen, det
enda som skiljer &r intresseomrade.

A

Figur 5: Beroende pa tillimpningsomrade kan modellen med fa justeringar
se likadan ut men man tittar pa andra saker.
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6 Diskussion och slutsats

Alla exemplen ovan &r sa kallade lagringsprocesser (eng: storage processes)
och beroende pa tillimpning &r dessa anvindbara i en rad olika situatio-
ner. Allt fran en regelriatt ko till ett forsdkrings- eller finansbolag. En av
fordelarna med denna form av process &r att den ar relativt lédtt att gora en
vettig simulering pa och dessutom kan samma simulering ofta anvindas till
andra tillimpningsomraden, se kapitel 5.

Manga kurser bygger starkt pa koteori och tanken har vil slagit mig vad man
egentligen ska ha sa mycket koteori till. Svaret &r uppenbarligen att teorin
kan utvecklas langt utanfor koer till verkligt intressant och samhéllsnyttiga
omraden. Jag kidnner att jag lart mig ett nytt tankesétt, jag ser annorlunda
pa de stokastiska processerna nu &n innan.
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A Appendix

A.1 Matlab-kod till simulering

lambda=x;
mu=ys;
nollmatris=zeros(20,5);

%Antal kunder k-20
k=10020:

%Klockslag for kundens ankomst
ankomst=-log(rand)/lambda;

%Kundens vintetid i ko
wait=0;

%Kundens betjéningstid service=-log(rand)/mu;
%Klockslag da kunden lamnar systemet avgang=ankomst-+wait+service;
%Antal personer i ko vantar=0;

lastline=[ankomst wait service avgang vantar];
data=[nollmatris;lastline];

for i=21:k

intervall=-log(rand)/lambda,;
ankomst=lastline(1)+intervall;
wait=max((lastline(2)+lastline(3)-(ankomst-lastline(1))),0);
service=-log(rand)/mu;

avgang=ankomst+wait+service;

if ankomstjdata(i,4) && ankomst>data(i-1,4)
vantar=1;

elseif ankomstjdata(i-1,4) && ankomst>data(i-2,4)
vantar=2;

elseif ankomstjdata(i-2,4) && ankomst>data(i-3,4)
vantar=3;

elseif ankomstjdata(i-3,4) && ankomst>data(i-4,4)
vantar=4;

elseif ankomstjdata(i-4,4) && ankomst>data(i-5,4)
vantar=>5;

elseif ankomstjdata(i-5,4) && ankomst>data(i-6,4)
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vantar=6;

elseif ankomstjdata(i-6,4) && ankomst>data(i-7,4)
vantar="7;

elseif ankomstjdata(i-7,4) && ankomst>data(i-8,4)
vantar==s;

elseif ankomstjdata(i-8,4) && ankomst>data(i-9,4)
vantar=9;

elseif ankomstjdata(i-9,4) && ankomst>data(i-10,4)
vantar=10;

elseif ankomstjdata(i-10,4) && ankomst>data(i-11,4)
vantar=11;

elseif ankomstjdata(i-11,4) && ankomst>data(i-12,4)
vantar=12;

elseif ankomstjdata(i-12,4) && ankomst>data(i-13,4)
vantar=13;

elseif ankomstjdata(i-13,4) && ankomst>data(i-14,4)
vantar=14;

elseif ankomstjdata(i-14,4) && ankomst>data(i-15,4)
vantar=15;

elseif ankomstjdata(i-15,4) && ankomst>data(i-16,4)
vantar=16;

elseif ankomstjdata(i-16,4) && ankomst>data(i-17,4)
vantar=17;

elseif ankomstjdata(i-17,4) && ankomst>data(i-18,4)
vantar=18;

elseif ankomstjdata(i-18,4) && ankomst>data(i-19,4)
vantar=19;

elseif ankomstjdata(i-19,4) && ankomst>data(i-20,4)
vantar=20;

else vantar=0;

end

lastline=[ankomst wait service avgang vantar];
data=[data; lastline];

end

data=data(21:k,:);

bar(data(:,1),data(:,5))

mean(data(:,5))
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