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Sammanfattning

Sociala ndtverk kan definieras genom forhallanden mellan manni-
skor som har nagot gemensamt. Det finns manga olika sociala férhal-
landen, och dérmed manga olika konstruktioner av sociala nétverk.
Det dr svart att skaffa sig en exakt bild av hur individer skapar sociala
néitverk. Dock kan man méta vissa egenskaper i nétverken och sedan
forsoka formulera modeller som fangar dessa egenskaper. Syftet med
denna uppsats ar att beskriva en modell for sociala ndtverk baserat
pa sa kallade slumpmaéssiga skdrningsgrafer. Forst beskrivs hur en graf
kan anvidndas allmént for att modellera ett socialt natverk och sedan
vilka empiriska egenskaper sociala nétverk har. Efter en kort beskriv-
ning av den enklaste slumpgrafmodellen, Erdés-Renyi grafen och dess
oldmplighet att modellera verkliga néatverk med, definieras skdrnings-
grafer samt beskrivningar och hérledningar av deras egenskaper.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: susu5222@student.su.se. Handledare: Maria Deijfen.



Sammanfattning

Sociala nidtverk kan definieras genom forhallanden mellan minniskor som har nagot
gemensamt. Det finns manga olika sociala forhallanden, och didrmed manga olika
konstruktioner av sociala nitverk. Det &r svart att skaffa sig en exakt bild av hur individer
skapar sociala nédtverk. Dock kan man mita vissa egenskaper i nédtverken och sedan forsoka
formulera modeller som fangar dessa egenskaper.

Syftet med denna uppsats dr att beskriva en modell for sociala nétverk baserat pa den sa
kallade slumpmdissiga skdrningsgrafer. Forst beskrivs hur en graf kan anvindas allmént for att
modellera ett socialt nidtverk och sedan vilka empiriska egenskaper sociala nédtverk har. Efter
en kort beskrivning av den enklaste slumpgrafmodellen, Erdos-Renyi grafen och dess
oldmplighet att modellera verkliga nétverk, definieras skidrningsgrafer samt beskrivningar och
hirledningar av deras egenskaper.



Abstract

Social networks are defined through relationships between people who have something in
common. There are many different social relations, and thus many constructions of social
networks. It is difficult to get an exact picture of how individuals create social networks.
However, certain properties of networks can be measured and one can then try to formulate
models that capture these properties.

The purpose of this paper is to describe a model for social network based on so-called
Random intersection graphs. First describing in general how a graph can be used to model a
social network and the empirical properties of social networks. After a concise description of
the simplste random model of Erdds-Renyi graph and its weakness to model the real network,
defining the random intersection graphs, derivation and description of their properties.
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1. Inledning

1.1 Bakgrund

Komplexa nitverk dr ett omfattande begrepp vilka har stor betydelse i dagens samhille. Dessa
vicker stort intresse inom olika forskningsomraden. Komplexa nitverk bestar av savil
kommunikationsnidtverk som naturvetenskapliga nitverk. Uppsatsen borjar med en
beskrivning av de nétverk vi befinner oss i dagligen.

Sociala nitverk bestar av grupper av ménniskor som har nagon typ av kontakt med varandra
eller som det finns ett samband mellan. Det kan vara vinskap mellan individer, samarbete
mellan foretag eller relationer mellan familjemedlemmar.

Informationsnétverk kan #dven kallas for “kunskapsnitverk”. Ett sadant kan uppsta nér flera
personer citerar akademiska artiklar knutna till varandra. Ett annat exempel av betydelse dr
den sa kallade World Wide Web (WWW), vilket ar ett nitverk for webbsidor som innehaller
informationer som kopplas ihop via hyperldnkar.

Teknologiska ndtverk dr kartlagda nétverk for att distribuera vissa varor eller resurser,
sadana som information eller elektricitet, t.ex telendtverk eller leveransnitverk. Ett typiskt och
vilkdnt exempel &r Internet, en fysisk koppling mellan datorerna.

Vissa biologiska system kan betraktas som nétverk sasom metaboliska nitverk vilka visar
proteins interaktion, neuron natverk som visar hur nervceller bildas och utvecklas, och
regulatoriska gennitverk som beskriver hur DNA- segment paverkar gener.

Trots att nitverk kommer fran manga olika omraden, har de gemensamma egenskaper
sasom tungsvansad gradfordelning och hog klustring(se avsnitt 2.3 for definitioner av dessa
begrepp).

Fokusen for denna uppsats ligger pa sociala nétverk.

1.2 Problemformulering och oversikt

Den enklaste slumpgrafmodellen, ER-grafen har brister som inte kan undvikas nir det géller
bade gradfordelning och klustring. I denna uppsats beskrivs den sa kallade slumpmaéssiga
skirningsgrafen.

I kapital 2 beskrivs grundldggande terminologi for grafer samt empiriska egenskaper hos
sociala nidtverk. I kapital 3 definieras ER-grafer och deras egenskaper beskrivs. Kapital 4
dgnas at slumpmassiga skirningsgrafer. Denna modell matchar de viktiga egenskaperna som
kommer fran empiriska studier.



2. Sociala nitverk och slumpgrafer

2.1 Grafteori

En graf bestar av sma enheter “noder” och forbindelser mellan noder, s kallade “kanter”.

.
0 : O nod
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Figur 1. Ett enkelt nitverk med atta noder och tio kanter

Noder och kanter dr de grundldggande enheterna i en graf. Grafen kan nu anvéndas for att
beskriva empiriska nitverk t.ex sociala nitverk. Grafer kan delas upp i tva kategorier: riktade
grafer vilka har riktade kanter (t.ex telefonsamtal eller E-post mellan individer), och oriktade
grafer med oriktade kanter.

Antag att det finns N noder som betecknas V= (V1, ..., VN), och n kanter: E= (€1, ..., €n),

dir ex= (Vi,Vj) vilken dr koppling mellan noderna Vi och Vj, fork=1,....,n, och i, j=1,..., N.
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Figur .2. N=5, n=4
E= {€e1,e2, €3, e4}= {e1={ V1, V2}, e2={V2, V3}, €3={ V1, V5}, €4={V2, V5}}

2.1.1 Grundliggande begrepp

For att undvika forvirring och fa en klar bild av begreppen listas nedan de termer som kommer
att anvédndas i1 uppsatsen.

Noder
Den grundldggande enheten i nétverk.
Kant
Léankar mellan noder som kopplar ihop dem parvis. Kanter i samma graf kan ha olika ldngder,
styrkor eller vikter.
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Enkel graf
Graferna kan delas upp i tva kategorier: riktade och oriktade. En enkel graf &r en oriktad graf

utan sjilv-loopar (dvs. utan kanter som borjar och slutar i samma nod) och med hogst en kant
mellan varje nodpar.

Bipartit graf

En bipartit graf bestar av tva olika typer av noder. Kanterna sammankopplar endast noder av
olika typer.

Figur. 3. (a) en riktad graf vilken bara har en riktning; (b) en oriktad graf med en typ av noder
och en typ av kanter; (c) en bipartit graf av olika typer av noder och olika vikter av kanter; (d)
en sjalv-loop.

Grad

En nods grad ges av antalet kanter som #r kopplade till denna nod. En riktad graf har bade en
inat-grad och en utat-grad (antalet inkommande resp. utgaende kanter hos en nod) for varje
nod.

Vig

En koppling fran en nod till en annan nod i grafen. Det bestar av noder och kanter mellan
dem.

Komponent

Tva noder tillhér samma komponent om det finns en vig mellan dem. Noderna kan na
varandra i varje komponent med hjidlp av en vdg lings grafens kanter. En nod sdgs vara
isolerad om det utgors av en egen komponent och en graf kallas sammanhdngande om den
bara har en komponent.

Figur.4. Vigen fran nod Vi till nod V3 innehaller kant €1, nod V2 och kant €2.

Avstand
Avstandet mellan tva givna noder dr lingden av den kortaste vigen mellan dessa noder,
medelnodavstdndet i en graf dr genomsnittet av avstanden i grafen.
Klustringskoefficienten
Klustringskoefficienten i en graf miter i vilken utstrickning tva noder som bada dr kopplade
till en given annan nod ocksa ir kopplade till varandra. Det finns tva olika typer av
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klustringskoefficient: global och lokal. Dessa beskrivs ndrmare i néista avsnitt.

For att modellera nétverk anvinds ofta slumpgrafer, dvs. grafer dir antingen noderna eller
kanterna uppstar slumpmassigt. Strukturer hos grafen(t.ex gradférdelningen och klustringen)
blir da ocksa slumpmassig. Vi ska undersoka detta for tva olika slumpgrafmodeller i kapital 3
och 4.

2.2 Sociala natverk

Ett socialt nidtverk dr en social struktur som bestar av individer av olika kon, olika
nationaliteter, aldrar, inkomster etc, eller av organisationer. Dessa objekt representeras av
noder och kanter vilka framstéller nagon form som samband mellan individer (bekantskap,
vinskap eller nagot annat forhallande). Om det finns en kant mellan tva noder Vioch V; kallas
de motsvarande individerna, i och j, grannar.

Exempel pa sociala nitverk &r vetenskapliga samarbetsnitverk, skadespelarndtverk och
foretagsstyrelser. Noderna i dessa nitverk ar forskare, skadespelare resp. direktorer och kanter
mellan dem bestar av forskare som skriver vetenskapliga artiklar ihop, skadespelare som
upptrider 1 samma film respektive VD:ar som sitter i samma styrelse[4]. Ett annat flitigt
anvént nédtverk dr E-mailndtverket dir noderna representeras av E-mailadresser och riktade
kanter dr mejl som skickas fran en adress till en annan.

2.3 Egenskaper hos sociala niitverk

Maénga empiriska ndtverk har gemensamma egenskaper. I detta arbete fokuseras pa
egenskaperna hos sociala nédtverk. Det har visat sig att sociala nitverk (och dven andra typer
av ndtverk) ofta har en potenslag i gradfordelning(en tung hogersvans) och en hog klustring.
Dessutom finns det en till intressant egenskap: medelnodavstand (“Liten virld” fenomenet).

Aven om det finns flera egenskaper som gradkorrelation, robusthet, gruppstruktur etc, berdr
uppsatsen egentligen bara gradfordelning och klustring. Andra egenskaper som inte
forekommer i detta papper kan man hitta i [5].

2.3.1 Klustring

I ett socialt ndtverk dr sannolikheten att tva av dina kompisar kénner varandra betydligt storre
an sannolikheten att tva slumpmissigt valda individer kdnner varandra. Detta mits av
klustringskoefficienten.

Av Klustringskoefficienten har man tva olika versioner: lokal och global. Den globala
koefficienten ger en generell indikation av klustring 6ver hela nétverket medan den lokala
anger klustring for enskilda noder.

Vi betecknar den globala klustringskoefficienten C. Den &r baserad pa trianglar i nétverket.
Om nod u kopplar till nod v och v ér kopplad till nod w da bygger de tre noderna upp en
triangel om dven u kopplar till w. Om det inte finns en kant mellan u och w, bildar de en
tripplett.

Klustringskoefficienten bestdms som:

O = 3 = gatal trianglar 1 ndtverkst
antal tripletter i ndtverkat (1)



Faktorn i tédljaren multipliceras med tre for varje triangel har tre tripletter. C varierar mellan
Ooch 1.

(o) O (. /
® o
'{H\! s / 5 / .

(a) (c)

Figur.5. (a) en triplett; (b) en triangel har tre tripletter; (c) ett enkelt ndtverk med en triangel
och atta tripletter, dar den globala Kklustringskoefficienten (def.(1)) ar 3/8, de lokala
koefficienterna (def.(3)) dr 1,1, 1/6, 0 och 0, och medelvirdet av samtliga lokala koefficienter
(def.(4)) ar 13/30.

Det lokala vérdet definieras genom klustringskoefficient Ci for en viss nod Vi :

_ antal trianglar forbundna med nod I
YT anial iripletter centrerade pd nod Vi (2)

For noder som bara har en granne eller &r isolerade definieras Ci = 0.
Direfter finns dven den genomsnittliga koefficienten. Den anger medelvérdet av de lokala
klustringskoefficienterna:

1 N
—2.C
N ‘o (3)

Alla definitioner ovan dr ur ett empiriskt perspektiv. I en stokastisk modell, dvs. en
slumpgraf, kan man antingen anvinda vintevirden av uttrycken ovan eller se pa den betingade
sannolikheten att tva noder dr sammanldnkande med en kant om bade dr grannar med en
gemensam nod.

2.3.2 Gradfordelning

Som ovan omndmnt dr en nods grad antalet kanter som kopplar till denna nod. Det finns tva
olika slags grader i riktade nétverk: inat-grad och utéat-grad, och bara en typ av grad i oriktade
nétverk. I denna uppsats ska vi bara se pa oriktade grafer.

En viktig observation &r att gradfordelningen i manga empiriska nitverk #dr hoger-skev,
vilket innebidr att fordelningen har en lang hogersvans av virden som ligger langt Over
medelvirdet. Detta orsakas av att ett fatal noder har en betydligt hogre grad dn resterande
noder i nidtverket. Den hoger-skeva gradfordelningen tenderar att visa upp en potenslag-svans,
dvs. andelen Pk av noderna som har grad k (O< k < N-1) uppfyller:

-T
i & )

-T -
For nagon exponent T >1. Hir betyder BB qu BSET konvergerar mot en positiv

konstant da k—eo. I empiriska nétverk ligger T ofta mellan 2 och 3. Denna potenslagfordelning
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kan grafiskt uppvisas med hjélp av en log-log plot:
B~ k™ =g Py~ -Tiogk (5)

Logaritmera bada sidor i (4), ser man att log Pk ér en linjér funktion av log k med en negativ
lutning som anges exponent -T.

Alternativt kan graden &dven presenteras av den kumulativa fordelningsfunktionen som
skrivs:

Fir = i Pt

=k (6)

Detta dr sannolikheten att graden &dr storre dn eller lika med k. Fordelar med denna
fordelning dr att all osdkerheten i svansen minskar.

0
10

~I_T TTTTm] T T
xm.

[
= |
[ ]

E'.
L T|T|'|T| IIIIII|T| IIIIII|T| IIIII|T|'| IIIIIII1

_,"I
:I;ﬁlﬂ] IIIIIIlII |IIII|lI.| |III|ll|.| IIIIIIII L L1

'

10 100

Figur.6. Kumulativ fordelning for ett samarbetes nitverk pa loglog-skala. Den horisontal
axeln dr nodgraden, och den vertikala representerar den kumulativa sannolikhetens fordelning.

Potenslagen existerar dven i den kumulativa fordelningen, istéllet for T blir exponent T-1:

fo S )
Kk (N

Somliga nitverk har en gradférdelning med exponentiell svans(ekvationen (8) )[5], dvs.
£~ for ool ()

Logaritmera man (8) far man logPk = -ck. En exponentiell svans innebdr alltsa att log Pk dr
en linjdr funktion av k.
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Figur.7. Tre olika typer av sociala nidtverk: (a)Vetenskapligt samarbete;
(b)Skadespelarnitverk; (c)Foretagsstyrelse. Observera att (c) har en linjir horisontell axel
medan (a) och (b) &r logaritmiska pa bada axlar.

Figur 7 visar det att (a) och (b) dr mycket skeva och att (¢) ar mindre skev. En forklaring till
skillnad mellan (a), (b) och (c) &r att det dr ett kontinuerligt arbete som foretagsledare, medan
samarbete mellan forskare och filmspelare bara har en engangskostnad, tar kortare tid och
engangsarbete att skriva en artikel eller spelar in i en film[4].

Det é&r stor skillnad mellan ett nidtverk med en exponentiellt avtagande gradférdelning och
ett nitverk med en potenslagférdelning for graderna nir det géller strukturen. Majoriteten av
noder i nitverk med exponentiella svansar har ungefir lika manga kanter till sig, medan ett
fatal har lite fler eller lite farre. Men i potenslagnitverk har minoriteten av noder en stor
méngd kanter medan de allra flesta noderna har fa kanter.

N=21545 Medelgrad = 4 .67 i N=21545 Medelgrad = 487
.|« Pk ] S s Plk=k)
s . *e . 1-Pik =k
_ ozt « 1 F'._H\J ZK) - . . ., ( .
_|"|:} P n_10 &
= =, &
ﬁ 015+ & N %
5 B
2 : £ 10
& 01, & z
= =
i s o b
£ 0.05 E p7
o . . . e . . .
2 6 a 10 12 14 10° 10" 107 10°
Grad Grad

Figur.8. Gradfordelning for ett Poisson-nétverk(till vénster) och ett potenslagnitverk(till
hoger) med lika manga grader och genomsnittlig grad. Grafen till hdger 4r i log-log skala och
visar sig potenslag meden den till véanster visar en exponentiell svans[1].

2.3.3 “Liten vérld” (¢ Small world” )
Efter det mesta kinda “ viérlden &r liten - experimentet”, vilket beskriver hur néra folk &r

sammankopplade till varandra genom sociala kontakter konstaterade Stanley Milgram(1967)
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att vi lever i en “Liten vérld”.

Milgram gav olika personer brev och bad dem skicka till en given minniska. Breven
skickades fran en deltagare till en annan deltagare tills de nadde fram till de tilltdnkta
personerna. Alla deltagare var inom samma bekantkretsen eller hade vissa samband. Ungefir
en fjirdedel av breven kom fram till de angivna ménniskorna, och i genomsnitt behévde
breven bara levereras genom sex personer. Detta dr ursprunget till hypotesen “sex grader av
atskillnader (six degrees of separation)” som siger att tva godtyckliga personer i vérlden kan
sammankopplas med hogst fem personer som mellanled.

Efter Milgrams studie upptédckte man att begreppet ““ Liten vérld” nitverk existerar i flera
verkliga system. Exempel pa detta dr filmskadespelarnitverket och forfattare till vetenskapliga
artiklar.

2.4 Modeller

Dessa egenskaper for verkliga nitverk kommer fran empiriska studier, vilket dr normen for
hur det kan skapa modeller for verkliga nétverk. Denna experimentella metod har genom
intervjuer och métningar ldrt oss mycket om sociala strukturer. Men datasamlingen &r
begrinsad 1 antal. Det behdvs mycket arbete for att sammanstilla uppgifterna. Det leder direkt
till en Onskan om att utveckla modeller som kan beskriva ndtverken. En kvalificerad
nitverksmodell ska inte vara for komplicerad. Dessutom ska den vara realistisk och ha
likadana egenskaper som 1 verkliga ndtverk (en tungsvansad gradfordelning och en hog
klustring). Till exempel, den enklaste ndtverksmodellen dr Erdos-Renyi grafen, som beskrivs 1
nista kapitel.
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3. Erdos-Renyi grafen

I detta kapitel behandlas den enklaste slumpgrafmodellen, Erdos-Renyi modellen, vilken
definierades av Paul Erdds och Alfred Renyi pa 1950-talet. Enligt modellen sitts en kant
mellan varje nodpar med samma sannolikhet, oberoende av andra kanter.

Till skillnad fran foregaende kapitel som byggde pa empiriska nitverksstudier, ska ER-
grafen anvindas till att modellera nétverk. Tyvirr visar det sig att vissa egenskaper i ER-
grafen inte 6verensstimmer med empiriska resultat. Det dr dnda intresserat att undersoka ER-
modellen eftersom den har sa enkel struktur och ddrmed &r litt att analysera.

3.1 Definition

Vanligtvis brukar ER- grafen betecknas G (N, p), dir N ir antal totala noder 1 hela grafen och
diribland sitts en kant mellan varje nodpar med samma sannolikhet p, oberoende av andra
kanter. Antalet mojliga kanter n mellan N noder &r:

[N]_N(N—l)
Tl )T

Antalet kanter i ER-grafen dr alltsd Bin(n, p) med vintevirde np. Parametern p varierar
mellan 0 och 1. Grafen kommer att ha flera kanter om p 6kar och firre kanter om p minskar.

3.2 Egenskaper i ER-grafen

3.2.1 Gradfordelning

En nods grad beror pa mingder av kanter som ansluter till denna nod. Ju fler kanter en nod
ansluter till desto hogre grad blir det. I ER-graf dr graden for en given nod binomialférdelad
med parametrar N-1 och p, Bin(N-1, p). Den forvintade graden ér alltsa (N-1)p.

Beteendet av ER-grafen studeras ofta dd N gar mot oéndligheten, och p=A(N-1) foér ndgon
parameter A>0. Da far man en approximation till Binomial-fordelning fran Poisson-fordelning
med parameter A.

Andelen noder med grad k ges alltsa asymptotiskt av

PR 3
=R |

k! €))

och viéntevirdet blir 4. Att skala kantsannolikheten med N-1 gor alltsa att den forvéntade
graden halls konstant oberoende av befolkningsstorleken i det sociala nitverket.

De verkliga sociala nitverken brukar, som ovan ndmnts, visa upp en potenslag i
gradfordelningen. Men gradférdelning i ER-grafen som konvergerar mot Poisson fordelning
varierar inte sa mycket. Den har en exponentiell svans. Detta overensstimmer inte med de
verkliga sociala ndtverken, vilket tyder pa att ER-grafen inte kan modellera verkliga nitverk.
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3.2.2 Klustring i ER-grafen

Klustringen i Erdos-Renyi grafen dr véldigt lag, vilken dr ytterligare en anledning till att
grafen inte kan anvindas till att modellera sociala nitverk med hog klustring. Den laga
klustringen indikerar att det finns fa trianglar i grafen. Genom se pa den betingade
sannolikheten att tva noder &r grannar, givet att de har en gemensam granne, kan man fa en
uppfattning om klustringen. Hér &r kanterna oberoende sa att den betingade kantsannolikheten
ar lika med den obetingade ndr N—eo, p= A/ (N-1)=A /N som gar mot 0 dd N—eo, finns det
alltsa vildigt fa trianglar i grafen.

ER-grafen innehaller alltsa for fa trianglar, och kan darfor inte beskriva sociala nitverk som
har hog klustring. Grafen misslyckas med att fanga de tungsvansade gradfordelningarna som
man har sett 1 empiriska nétverk.

Saledes kan man att sdga att den klassiska ER- grafen inte kan betraktas som en bra modell
for sociala nitverk. Detta leder direkt till att man Onskar ett bittre ndtverksmodell som har
liknande egenskaper som de verkliga ndtverken. 1 foljande kapitel presenteras en mer
realistisk nidtverkmodell: slumpmaissiga skidrningsgrafer.
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4. Slumpmassig skirningsgraf

I detta kapitel beskrivs en annan slumpgratmodell den s.k. slumpmaéssiga skidrningsgrafen.
Den har sin grund fran en bipartit graf. Ett typiskt exempel pa situationer dédr denna modell &r
lamplig &r sa kallad tillhorighetsnditverk. Samarbetsnitverket av forskare och filmskadespelare
och nitverket av styrelse VD:ar r alla exempel pa tillhorighetsnétverk.

Ett tillhorighetsnidtverk bestar av tva typer av noder, den ena dr enskilda individer som
skadespelare, forfattare och VD:ar, och den andra representerar olika grupper som filmer,
artiklar eller styrelser. Kanterna gar endast mellan noderna och grupperna, vilket betyder att
t.ex forfattare bara sammankopplas med artiklar och tvédrtom att artiklar enbart ansluter till
forfattare. Grafen visar de artiklar som en viss forfattare har skrivit och samtidigt vilka
forfattare som har deltagit 1 en artikel. En ny graf kan sedan definieras for enbart forfattare,
dér tva forfattare &r linkade om de har skrivit minst en artikel ihop.

4.1 Ursprunglig slumpmassig skiirningsgraf

4.1.1 Definition

Den slumpmissiga skédrningsgrafen, G(N, M, p), konstrueras med hjélp av en uppsittning V=
(VI, V2...Vn) med N noder och en annan uppsittning med M element. En bipartit graf B(N, M
, p) genererar forst genom att varje given nod sammankopplas med varje givet element
oberoende med sannolikhet p.

Grafen, G (N, M, p) som hérror fran B(N, M, p) definieras sedan pa V genom att tva noder Vi
och V; sammankopplas om och endast om det finns ett element a sa att bade Vi och V; dr
grannar till a 1 B(N, M, p).

Som en modell for sociala nitverk, dar noderna 1 V kan betraktas som enskilda individer och
elementen som sociala grupper, kan G(N, M, p) tolkas som att tva individer dr linkade om de
delar minst en grupp.

4.1.2 Struktur

For att fa en intressant struktur, viljas att M=/N" ] for o>0. Later Di beteckna graden for nod
Vi. Sannolikheten att tva individer inte &r i samma grupp ar (1-p ’ )M . Saledes blir
kantsannolikhet for noden Vi: 1-(1- pz)M. Med hjilp av Taylorutveckling far vi att (1-
p ’ )M =(1- Mp ’ +0(M ’ p ! )). Den forvintade graden blir alltsa:

ELD]= (N-D(1-(1- Y= (N-D(Mp* +0(M7p") (10)

For att begrinsa den forvintade graden da N—eo, later vi p=mN )2 gy nagon konstant
v>0. Da fas:

E[D,]=(N-DN (N -@12)2 _y 52
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I en slumpmassig skidrningsgraf spelar & en stor roll i gradfordelning med ovanstaende p.
Stark[6] visar hur gradférdelning beter sig nér a<1, o=1 och o>1:

(1). o<1, da konvergerar gradfordelningen till en punkt massa vid 0;
(2). =1, da konvergerar gradfordelningen mot en summa av Poissonvariabler;
(3). o>1, da konvergerar gradférdelningen till en Poissonférdelning.

Bade (2) och (3) visar sig vara asymptotiskt Poisson. Detta tyder pa att den ovanstaende
modellen inte kan anvéndas for modellering av gradfordelning 1 sociala nétverk.

For att fa fram en icke-Poisson gradfordelning, introduceras en generalisering av den
ursprungliga modellen genom att oberoende associera en slumpmissig vikt till noderna. Vi
ska ocksa begrinsa oss till fallet a=1 i denna uppsats, eftersom det dr detta som visar sig leda
till en graf med realistisk gradfordelning och klustring.

4.2 Generalisering av modell

4.2.1 Definition

Denna modell, som kan betecknas G (N, M, F), definieras pa foljande sitt[2]:

Tag en mingd V= (Vi,...,VN) med N noder och en annan mingd med M=/fN] element for
p>0. Lat {Wi} vara en i.i.d talf6ljd av positiva slumpvariabler med fordelning F med
antagande att viantevirdet E/Wi] dr dndligt och lika med 1. Lat >0 och sitt:

b= 7VViN_l (12)

Definiera en bipartit graf B(N, M, F) genom att, for varje nod Vi, dra en kant oberoende till
varje element med sannolikhet pi. G(N, M, F) konstrueras sedan genom att dra en kant mellan
tva noder i V om och endast om de har en gemensam granne i B(N, M, F).

I sociala nitverk kan viktparametern W exempelvis tolkas som ett matt pa individers sociala
aktiviteter. Noderna med stora vikter indikerar att man 4r med i manga grupper och dérigenom
skaffar manga sociala kontakter.

4.3 Gradfordelning

Antag att vintevirde for F dr dndligt. Da kommer den asymptotiska forvintade graden hos
noden Vi, betingat pa Wi att vara lika med Sy Wi:

Proposition 1. Lat Dibeteckna graden av en given nod Vie Vi en slumpmassig skidrningsgraf
G(N, M, F) med M= [AN], och pidefinieras av (12). Om F har dndligt véintevirde(lika med 1),
da har vi:

E [Di| Wi] =>By?Wi da N— (13)
Bevis: Lat pyijy beteckna sannolikheten att det finns en kant mellan noderna Vi och Vj. Denna

sannolikhet ges av:
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p; =1-(=pp)™ =1-(1-pNp,p,) = BNp.p, (14)

Vintevirdet av graden for Vi, betingade pa vikten Wi, dr summan dver j# av den forvintade
kantsann olikheten till nod V,. Detta blir:

0w, =3 Elp]= 5 & v, = 3 El avrm vy ]

i f i ing
= srwalw v = sy s Bl = g )=1)= prwy
fmf fmf N g N
= 8v'W, % — 8y, di n—> oo

Pastdendet &r bevisat.
Vi ser nu pa gradfordelningen:

Sats1. Lat Dibeteckna graden for en given nod Vii en slumpmaissig skédrningsgraf G(N, M, F)
med M=[BN] och pi som i (12). Fordelningen for Di, betingat vikten Wi konvergerar mot
fordelningen for ett Po(yWi) fordelat antal oberoende Po(p) variabler.

Bevis: Vi visar satsen for i =/. Lat D beteckna graden av noden / och L antalet grupper
individ / dr med i. Da dr L~Bin(BNp1), vilket dr approximativt Po(SyWi)(eftersom p1=yWi'N)
. Lat:

1 om det finns minst en grupp som bade W1 och Vitillher
1= {

0 annars

Fordelningen for kantindikator 1; betingad pa {Wj} och L dr approximativt Be(Lpj). For stora
N, graden D: kan skrivas som D:; =21; for j = 2,...n, och den sannolikhetsgenererande

funktionen Wb: for D1 blir:

val)= 2] 2 ]

1. F
- o w1 - E{E[Hg vy, | ) L]}
Ilil-

- gﬁ (1-1p,+ Lpfﬁ):| : E{ﬁ 1+ Mp;)}

J=2 J=2

_F Elog[ﬁ[pr[ _ULPJ-:'J _d. jz_,zlog[H[ —Uﬁpj.:l

J=2

Dir, t €[0, 1]. Enligt Taylorutveckling log(1+x)=x = log(1+(t-1)Lp;) =(t-1)Lpj,
18



I

I (BN

=4 (‘3 T+ (’E J

L BARETT )

gdd #m—coo

Lat Z1, .., Z1 vara en foljd oberoende Po(}) variabler och L~Po(fyW1) oberoende av foljden.
Sitt ZL Zi+ Z2+, ...+ 7, den genererande funktionen for Z ir:

wn 6)= Bll, € |- 0l (6)) = o BPRET D
AT -1

V1 har visat att den genererande funktionen for D7 konvergerar mot: € . Det
foljer fran sats VL.5.1 och IIL.2.1 i Gut[3] att D: konvergerar i fordelning mot Z, och satsen &r
bevisad.

Genom att sitta vikten pa noderna, kan man astadkomma en potenslagfordelning for grader.
Om viktfordelningen F foljer en potenslag har de bada samma exponent, diarigenom lyckas en
tungsvansad gradfordelning genomforas som i det verkliga sociala nitverket. Darfor ar
skdrningsgrafen en kvalificerad modell till ndtverksstudie nédr det géller gradfordelning. Vi
avslutar med att beskriva klustringen.

4.4 Klustring

Klustringen i skdrningsgrafen dr ocksa betingat pa vikten. Lat Hij beteckna héndelsen att Vi
och Vj delar minst en grupp. Vidare definieras Cijx som kantsannolikheten mellan noderna Vi
och Vjgivet att bada tva &r anslutna till noden Vk, betingat pa vikter: Cijk = Pn(Hij /Hjk ,Hik).
Detta dr den betingade sannolikheten att de tre noderna Vi, Vj och Vi bygger upp en triangel,
betingat pa att tva av de tre kanterna redan existerar.

Den asymptotiska klustringen Cijk, anges 1 foljande sats:

Sats 2. Lat i, j, k vara tre distinkta noder i G(N, M, F) med M=[N] och pi = yWi/N, och antag
att F har dndligt vintevirde, da fas :

i1+ 8P (15)

Cijk beror pa antalet grupper som Vi medverkar i vilken i genomsnitt dr SyWk. Nar SyWk dr
stort minskar sannolikheten att Vi och V; ar ldnkade till Vk via samma grupper(och alltsa dven
sjalv dr ldnkade). Tvértom okar sannolikheten om S)Wk ér litet. Den forvintade asymptotiska

klustringen E= I(H pW.) 1J kan varieras mellan 0 och 1 genom att justera och ¥

Slutsatsen som kan dras genom att vilja F- viktférdelning med den onskade exponenten och
ocksa lampliga parametrar B och v, fas det slutligen en graf med ett givet virde av klustring
och en potenslag gradfordelning med samma exponent som i viktférdelningen, vilken

Overensstimmer med den tungsvansade gradférdelningen fran empiriska studier. Pa grund av
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detta kan skirningsgrafen tillimpas dd man modellerar sociala nitverk.
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5. Slutsatser

I borjan av uppsatsen beskrivs olika ndtverk och analyser av deras egenskaper fran de
empiriska undersokningarna. Dessa visar att verkliga sociala ndtverk har en hoger-skev(
tungsvansad) gradfordelning och en hog klustringskoefficient, i motsats till Poisson
gradfordelning och den laga klustringen hos Erdos-Renyi modellen. En annan grafmodell, den
slumpmadssiga skdrningsgrafen, presenterades. I denna modell kan man fa tungsvansade
gradfordelningar och hog klustring, vilket stdmmer Overens med de empiriska
observationerna.
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