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Sammanfattning

I den har uppsatsen undersoker vi egenskaper hos tre olika t-test.
Antag att vi har tva oberoende och normalférdelade stickprov Xy, ..., X,
och Y7, ..., Y,,. Vidare &r bade vintevirdena u; och p9 samt varianser-
na O'% och 0'% for respektive stickprov okéinda. Vid test av nollhypotesen
Hy : 1 = pe anviands Student’s t-test om a% = a%, annars anvinds
vanligen Welch’s t-test. Om vi inte har tillgdng till information om
huruvida o3 = o3 eller ej, kan vi utféra ett sekventiellt t-test. Forst
testar vi med hjilp av ett F-test om likhet i varianserna kan antas eller
ej, sedan utfor vi antingen Student’s t-test eller Welch’s t-test. Mal-
siattningen dr att komma fram till kritiska granser i detta sekventiella
t-test som leder till ett béattre t-test &n att utféra endast Student’s t-
test eller Welch’s t-test. Genom simuleringar av storlek 10.000 méarker
vi att Student’s t-test far fel signifikansniva om det utfors da o? # o3
och bor alltsd inte anvindas under dessa forutsittningar. Samtidigt
mérker vi att Welch’s t-test inte har mycket sdmre styrka &n Student’s
t-test, som dr UMP d& varianserna &r lika. De kritiska grianser vi kom-
mer fram till i det sekventiella t-testet &r inte optimala d& proceduren
att hitta kritiska grinser i F-testet var en mycket svarare uppgift an
forvantat. De sekventiella t-testen far en for 1ag signifikansniva i fallet
0? = 03 samtidigt som Welch’s t-test visar sig vara ett starkare t-test
dan dessa. Under de kritiska grénser som presenterats och anvénts i
denna uppsats kommer vi fram till att Welch’s t-test ar att foredra
framfor de sekventiella t-testen.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige. E-post: jen-
ny.areskogh@hotmail.com. Handledare: Mikael Andersson.



Abstract

In this essay we are analyzing the properties of three different t-tests. Take
in consideration that we have two independent and normally distributed
samples X1, ..., Xy, and Y7, ..., Y,,. Furthermore, both the sample means p;
and po as well as the sample variances 0% and o3 of the randome samples
is unknown. When testing the nullhypothesis Hy : u1 = po, the Student’s

t-test is used as 0? = o3, otherwise the Welch’s t-test is commonly used. If

the information about o} = o3 is unavailable we can construct a sequential
t-test. The sequential t-test starts with an F-test in order to see if we can
assume that the variance is equal or not before we carry out the Student’s
t-test or the Welch’s t-test. The ambition of this essay is to find the critical
values in this specific sequential t-test, which will lead to a better t-test
than the Student’s t-test or the Welch’s t-test. By simulating the Student’s
t-test with a size of 10.000 we notice that the significance level is inaccurate
when 07 # o3, which concludes that it should not be used under these
conditions. In addition to this, we notice that the Welch’s t-test has almost
as much power as the Student’s t-test, which is UMP when the variance is
equal. The critical values that we constructed in the sequential t-test is not
optimal because the procedure to find the limits of the F-tests was much
harder than expected. The sequential t-test has a significance level that is
too low when o7 = 03 and in addition to this the Welch’s t-test proves to be
a more powerful t-test. We can draw the conclusion that under the critical
limits that is presented and used in this essay, Welch’s t-test is a better
t-test compared to the sequential t-test.
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1 Introduktion

1.1 Inledning

Antag att vi har tva oberoende och normalférdelade stickprov, X1, X, ..., X5,
och Y7,Y5, ..., Y,, dér bade vianteviardena py och po samt varianserna a% och
a% for respektive stickprov dr okdnda. Det dr ofta av intresse att testa nollhy-
potesen Hy : u1 = pe mot den tvasidiga alternativhypotesen Hy4 : 1 # s
eller nagon av de ensidiga alternativhypoteserna Ha : u1 > s och Hy :
u1 < pa. Detta gors pa olika sétt beroende av om vi kan gora antagandet
0? = o3 eller ¢j.

Ett exempel pa nér det dr av intresse att testa nollhypotesen ovan dr om
vi vill understka huruvida en medicin har effekt pa hogt blodtryck. Vi kan
anta att vantevardena fér gruppen som far medicin och for kontrollgruppen,
som far placebo, &r lika innan behandling. Det vi &r intresserade av att testa
ar om vintevirdet for gruppen som far medicinen dr ldgre &n vintevéirdet
for kontrollgruppen efter behandling. I detta exempel kan vi resonera pa
foljande sédtt om variansen for respektive grupp:

Vanligtvis antar vi att varianserna i de bada grupperna &r lika i och med
att den beskriver variationen i blodtryck och att de bada grupperna bestar
av méanniskor med hogt blodtryck. Om behandlingen férvéantas ha lika stor
effekt pa samtliga behandlade patienter &ar det rimligt att anta att variansen
i gruppen dr oférindrad. Ar det diremot sa att en del av de behandla-
de patienterna inte reagerar pa behandlingen &r det istéllet rimligt att anta
att variansen i gruppen okar. Detta ger oss tva grupper med skilda varianser.
Under forutsittningen att varianserna #r lika, d.v.s. o3 = 03, testas noll-
hypotesen Hy : ;11 = po med hjélp av Student’s t-test. Den kritiska grénsen
for testet bestdms av att teststatistikan &r t-fordelad och antalet frihetsgra-
der beror av stickprovsstorlekarna. Har vi istéllet fallet med olika varianser,
d.v.s. 03 # o3, finns ingen exakt 16sning till hur nollhypotesen ovan ska tes-
tas. Welch’s t-test dr en anpassning av Student’s t-test for just detta fall, da
varianserna for de bada stickproven é&r skilda fran varandra. I detta test ar
teststatistikan approximativt t-férdelad och antalet frihetsgrader &r stokas-
tiskt. Problemet ar att det oftast inte finns information om ifall varianserna
ar lika eller inte.

For att hantera detta problem kan vi gora ett sekventiellt t-test dér vi
forst utfor ett F-test som visar om vi kan anta att varianserna &r lika eller
inte. Déarefter utfor vi antingen Student’s t-test eller Welch’s t-test beroende
pa utfallet av F-testet. Genom att anvinda denna metod tar vi hénsyn till
stickprovsvarianserna nar vi véljer vilket t-test som ska utforas.



1.2 Syfte och metod

Syftet med denna uppsats dr att undersoka egenskaperna hos ett sekven-
tiellt t-test med hjilp av styrkeberdkningar och simuleringar. Da vi utfor
det sekventiella t-testet vill vi att det ska ha den maximala styrkan bland
alla tdnkbara test med 6nskvird signifikansniva och sjalvklart vill vi dven
dra korrekta slutsatser. Malsattningen &r att hitta en procedur for att vilja
kritiska gréanser i det sekventiella t-testet for att uppfylla dessa krav. For
varje test kommer vi att gora 10.000 simuleringar for att fa ett nagorlunda
sakert resultat. Notera att resultaten som redovisas i denna uppsats baseras
pa simuleringar av signifikansnivan och styrkan och ddrmed far vi inte ex-
akta siffror utan kommer att ha en standardavvikelse pa

p(1—p) 1
o (1)
10000

I de fall vi anvénder signifikansnivan fem procent, p=0.05, far vi en stan-
dardavvikelse pa 0.0022. Viart att notera dr att maximal standardavvikelse
ar 0.005 som fas av p=0.5. Alltsa kan vi dra relativt goda slutsatser om
huruvida vara resultat ligger kring en viss niva.

Vi kommer att generera normalférdelade slumptal som kommer att repre-
sentera stickproven Xy, .., X;, och Y1, ..,Y,,. Vantevirdet och variansen for
de bada stickproven kommer att varieras for att kunna underscka signifi-
kansniva och styrka for ett t-test av nollhypotesen Hy : 1 = o under olika
férutsittningar. Genom att forst utfora F-testet och sedan vélja nagot av
de tva t-testen, Student’s t-test eller Welch’s t-test, far vi ett sekventiellt
t-test. De kritiska gridnserna i de tre ingaende testen véljer vi genom gene-
rerandet av dessa slumptal och numeriska beridkningar av styrkefunktioner.
Vi kommer att fa olika starka sekventiella t-test beroende av de kritiska
granserna under forutséttning att signifikansnivan for det sekventiella t-
testet inte Overstiger fem procent. Vi kommer att konstruera en tabell med
numeriska virden pa de kritiska grianserna vi anviander i det sekventiella
t-testet. Avslutningsvis kommer vi att jimfora det sekventiella t-testet med
Student’s t-test och Welch’s t-test. Denna jamforelse kommer att illustreras
med hjilp av bland annat styrkefunktioner.



2 Begrepp som anvinds i denna uppsats

2.1 Signifikansniva

Signifikansnivan for ett test dr sannolikheten att forkasta en sann nollhypo-
tes, d.v.s. P(forkasta Hy | Hy dr sann). Om vi bestdmmer oss for att vi inte
vill att signifikansnivan ska Gverstiga fem procent innebér detta att inte mer
an fem procent av gangerna vi utfor testet ska en sann nollhypotes forkastas.

2.2 Kritisk gréins

Den kritiska grinsen for ett test bestdmmer for vilka virden pa teststatisti-
kan som en hypotes ska forkastas. Utfor vi ett tvasidigt t-test, som i denna
uppsats, férkastas nollhypotesen om |T'| > t, dér T &r teststatistikan och ¢
ar den kritiska grinsen. Den kritiska grinsen, ¢, beror av signifikansnivan
och antalet frihetsgrader.

2.3 Styrka och styrkefunktion

Styrkan i ett test dr sannolikheten att forkasta nollhypotesen nér denna &r
falsk och dérmed alternativhypotesen dr sann, d.v.s. P(forkasta Hy | Hp &r
falsk). Da alla andra omsténdigheter #r lika géller att ju storre styrka ett
test har desto béttre dr det. Styrkefunktionen for ett test ger en bild av
sannolikheten att en falsk nollhypotes forkastas. Den visar vilken styrka ett
test har for olika virden pa parametrarna under alternativhypotesen, d.v.s.
for olika virden pa skillnaden i vintevirdena.

2.4 Uniformly Most Powerful (UMP)

Att ett test dr Uniformly Most Powerful, UMP, innebér att det har den
storsta styrkan for varje parametervirde i alternativhypotesen. Antag att vi
ska testa nollhypotesen Hy : 11 = po mot alternativhypotesen H 4 : uy # po.
Da galler att ett test dr likformigt starkast om det for alla olika skillnader i
vantevérdena, |pu; — pzl, har den storsta styrkan.

Mer detaljer kan hidmtas i bockerna Lindgren (1993) samt Vejde och Le-
ander (2000).



3 Test som anvinds i denna uppsats

3.1 Student’s t-test

Student’s t-test utvecklades for ungefir 100 ar sedan av William Gosset un-
der pseudonymen Student, se The probable error of mean (1908), och har
idag blivit ett av de frimst anvinda testen. Antag att vi har fallet 0% = o3.
Denna forutsiattning gor det lampligt att anvinda Student’s t-test. I detta

test har teststatistikan utseendet

X-Y
T:

1 1
SpA/ n1 + n2

och ar t-fordelad med antalet frihetsgrader v = ni 4+ ny — 2. I formeln for
teststatistikan betecknar

82 _ (nl — 1)51 + (712 — 1)82

p

ny+ng —2

den sammanvigda variansen dir sy och so star for standardavvikelsen i
respektive stickprov. Fordelen med Student’s t-test &r att det kan anvindas
for sma normalfordelade stickprov med okénd varians. Dessutom &r detta
test ett exakt test som &r UMP (Uniformly Most Powerful), det vill sidga &r
det test som har den storsta styrkan mot varje enkel hypotes i alternativhy-
potesen H 4. Om vi istéllet har fallet att varianserna ér olika &r T inte ldngre
t-fordelad. Anvander vi oss av Student’s t-test under dessa forutsiattningar
Okar risken for att fel slutsatser dras, d.v.s. att vi férkastar en sann nollhy-
potes eller accepterar en falsk nollhypotes.

3.2 Welch’s t-test

Welch’s t-test utvecklades for ungefir 60 ar sedan av B.L. Welch, se The ge-
neralization of student’s problem when several different population variances
are involved (1947) samt Sawilowsky (2002), och &r idag det test som van-
ligen anviinds niir vi inte kan anta att o = o3. Nér vi har fallet 0% # o3 ér
teststatistikan 7', ovan, inte langre t-féordelad. Det finns ingen exakt 16sning
till hur nollhypotesen Hy : pu1 = po ska testas, det sa kallade Behrens-Fishers
problem. Welch’s t-test &r en anpassning av Student’s t-test for just detta
fall, det vill séga da varianserna for de bada stickproven inte kan antas vara
lika. I detta test har teststatistikan utseendet



X-Y
Ty, = -
S S
G
och ar approximativt t-fordelad med
2
514 5232
v= 4(”1 * ”2) <

antal frihetsgrader. I dessa uttryck star s; och ss for standardavvikelsen
i respektive stickprov. Vi ser i formeln fér antalet frihetsgrader att de beror
pa standardavvikelsen i respektive stickprov och dérmed kommer att vara
stokastisk. I och med att Student’s t-test & UMP kommer Welch’s t-test
att ha lagre styrka om vi har fallet att varianserna verkligen ar lika.

3.3 Icke-centrala fordelningar

Antag att vi har ett normalférdelat stickprov och vill testa nollhypotesen
Hy : = pg. Teststatistikan har féljande utseende

_ X — o
s/v/n

T

och &r i fallet y = § # pg icke-centralt t-fordelad med icke-centrala para-
metern 4, vanligtvis noterat t,. Som vanligt star v for antalet frihetsgrader.
Detta innebér att dess tdthetsfunktion ar centrerad dver ¢ istéllet for att vara
centrerad 6ver noll. Oversiitter vi detta till tva oberoende normalfsrdelade
stickprov dér vi vill testa nollhypotesen Hy : p1 = po far vi att teststatisti-
kan

ar fordelad med ¢, om Hj dr sann och fordelad med ¢,(d) om Hy &r falsk
och py — po = §. For mer detaljer se Lindgren (1993).
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3.4 F-test

I denna uppsats anviinds F-testet for att testa om vi kan anta att 0% = o3

eller ej. Teststatistikan har foljande utseende

och dr F-fordelad med ny — 1 och ny — 1 antal frihetsgrader. Om vi far
utfallet

F%(nl —l,ng—l) < F<F1_%(n1 —1,n2—1)

accepterar vi hypotesen om lika varianser, annars forkastas den. I uttrycken
ovan star « for den valda signifikansnivan, ny och no for respektive stick-
provsstorlek samt s; och so for standardavvikelsen i respektive stickprov.
For mer detaljer se Vejde och Leander (2000).
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4 Genomforande och resultat

Nar vi genomfor ett test av Hg : up = pe vill vi, i denna uppsats, att testets
signifikansniva inte ska Overstiga fem procent. Denna niva har vi utgatt
ifran for Student’s t-test, Welch’s t-test och det sekventiella t-testet. Vi vill
dessutom ha ett sa starkt t-test som mdojligt. De simulerade stickproven &r
av storlek fem om inte annat ndmns.

4.1 Jamforelse av Student’s t-test och Welch’s t-test

Det ar ként att vid test av Hg : uy = pg for tva normalfordelade stickprov
anvinds Student’s t-test om varianserna for de bada stickproven &r lika, an-
nars anvinds oftast Welch’s t-test. Eftersom vi séllan vet om varianserna &r
lika eller inte gors ibland fel test. I detta avsnitt kommer vi bade att simulera
och anviinda inbyggda fordelningsfunktioner i matlab for att underséka hur
styrka och signifikansniva beter sig under olika forutsiattningar. Den valda
signifikansnivan i alla berdkningar i detta avsnitt &r fem procent.

4.1.1 Fallet 01 = 09

Vi vet att Welch’s t-test har ldgre styrka &n Student’s t-test om varianserna
ar lika eftersom Student’s t-test & UMP. Dock &r det intressant att notera
att styrkan inte &r mycket ldgre vilket illustreras i Figur 1-4. I Figur 1 och
Figur 2 har vi anvént oss av ett stickprov av storlek fem och i Figur 3 och
Figur 4 har vi stickprovsstorleken tio. I samtliga figurer har vi skillnaden i
vantevirdena, vi kallar den § = puy — p2, pa x-axeln. I Figur 1 och Figur 3
illustreras styrkefunktionen fér bade Student’s t-test och Welch’s t-test da
varianserna for de bada stickproven &r lika. I bada dessa styrkefunktioner
har vi anvént o1 = o9 = 1. Vi har anvént oss av en inbyggd icke-central
t-fordelningsfunktion i matlab for att plotta styrkefunktionen for Student’s
t-test. Styrkefunktionen for Welch’s t-test dr dven den beriiknad pa liknande
sitt med skillnaden att antalet frihetsgrader &r simulerade. Att simulera fri-
hetsgraderna for Welch’s t-test dr nddvindigt eftersom de beror pa utfallet
av stickproven och dérmed &r stokastiska.

I Figur 2 och Figur 4 illustreras den relativa styrkan for Student’s t-test
gentemot Welch’s t-test, d.v.s. styrkan for Student’s t-test delat med styr-
kan for Welch’s t-test. Vi tittar forst pa Figur 1 och Figur 2. Vi kan se i bada
figurerna att skillnaden i styrka inte &r speciellt stor och d& 6 = 0 har bada
testen samma styrka. Detta ar inte speciellt anmérkningsvért eftersom i de
fall vi har verklig skillnad mellan véntevardena lika med noll kommer bada
testen forkasta nollhypotesen Hy : 1 = po med sannolikhet lika med signifi-
kansnivan. D& skillnaden i véintevirdena &r stor gar styrkan for bada testen
mot ett, se Figur 1. Aven detta resultat &r inte speciellt anmérkningsvirt

12



eftersom ju ldngre vi ligger fran nollhypotesen ju ldttare ar det att forkasta
den for bada testen.

Student’s t-test har den storre styrkan vilket vi ndmnt tidigare och styr-
kan for Welch’s t-test ligger precis under. Skillnaden i styrka ses tydligast
i figurerna som visar den relativa styrkan. Utifran Figur 2 kan vi notera
att den relativa styrkan dr mindre &n 1.045, d.v.s. att Welch’s t-test &r ca
4.5 procent sdmre &n Student’s t-test nér skillnaden i styrka dr som storst.
Vi kan &ven rdkna ut att maximum for den relativa styrkan, nér vi har en
stickprovsstorlek lika med fem, &r dér |§] = 1.95. Vi har alltsa tva maximum
punkter dir symmetrin kommer av att vi gor tvasidiga test.

Styrka
o
o
T

0.3

0.2

0.1 Student’s t-test

— — — Welch’s test

-6 -4 -2 0 2 4 6
My~ Hy

Figur 1: Styrkefunktioner for Student’s t-test och Welch’s t-test vid stick-
provsstorleken fem.

Figur 3 och Figur 4 visar styrkefunktionen fér Student’s t-test och Welch’s
t-test respektive den relativa styrkan da vi har ett stickprov av storlek tio.
Dessa har tagits fram pa samma séitt som dr beskrivet ovan med skillnaden
att vi nu har anvént oss av stickprovsstorleken tio. Skillnaden mot fallet med
stickprovsstorleken fem é&r till synes att skillnaden mellan styrkefunktionerna
har minskat. I Figur 3 ser det ut som om det endast finns en styrkefunktion
och tittar vi pa den relativa styrkan varierar den mycket mindre &n tidigare.
Utifran Figur 4 kan vi notera att den relativa styrkan &r mindre &n 1.01,
d.v.s. att under dessa forutsdttningar dr Welch’s t-test ca 1 procent sdmre
an Student’s t-test nér skillnaden &r som storst. Den relativa styrkans max-
imum i detta fall hittar vi dér |§| = 1.69.

13



1.045

1.04r

1.035f

1.031

1.025

Relativ styrka
Iy
o
N
T

1.015f

1.01r

1.005

Hy = Hy

Figur 2: Relativa styrkan for Student’s t-test vid stickprovsstorleken fem.

0.9}

0.8

0.7

0.6

0.5

Styrka

0.4}

0.3

0.2

0.1 Student’s t-test

— — — Welch’s test

0 1 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6
Hy ~Hy

Figur 3: Styrkefunktioner for Student’s t-test och Welch’s t-test vid stick-
provsstorleken 10.

I Figur 1-4 ser vi att vi inte forlorar mycket i styrka om vi utfér Welch’s t-

test &ven om varianserna for de bada stickproven &r lika. Vi kan dven notera
att om vi har storre stickprov, i detta fall av storlek tio, férlorar vi mindre
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1.012

1.008 |-

1.006 [

Relativ styrka

1.004

1.002 |-

Hy~Hy

Figur 4: Relativa styrkan for Student’s t-test vid stickprovsstorleken 10.

styrka dn vid mindre stickprov, i detta fall av storlek fem.

4.1.2 Fallet 01 # 09

Det &r intressant att underséka hur Student’s t-test paverkas av att vi har
skillnad i varianserna eftersom teststatistikan inte lingre ar exakt t-fordelad
i detta fall. I Figur 5 och Figur 6 visas styrka och signifikansniva fér Stu-
dent’s t-test och Welch’s t-test mot standardavvikelsen i stickprov nummer
tva. Mlustrationerna ér gjorda med hjilp av simuleringar déir Student’s t-
test och Welch’s t-test har utforts 10.000 ganger var. Standardavvikelsen i
stickprov nummer ett halls konstant, o1 = 1, medan standardavvikelsen for
stickprov nummer tva varieras, oo = 1,2,3,4,5,6. I Figur 5 ser vi den upp-
skattade styrkan for Student’s t-test och Welch’s t-test. I denna illustration
har vi anvént oss av virdena p; = 0 och pug = 2. Vi valde att understka
styrkan da skillnaden i vintevirdena &r tva eftersom vid néra tva ligger den
storsta skillnaden mellan styrkefunktionerna, da varianserna &r lika. Vi ser
att Student’s t-test har storre styrka dven da skillnad i standardavvikelserna
foreligger.

For att fa en béttre bild av hur Student’s t-test paverkas av skillnader i
standardavvikelserna plottar vi &ven antalet forkastade sanna nollhypote-
ser, d.v.s. signifikansnivan. Denna illustration utfors pa liknande sédtt som
ovan med skillnaden att vi nu plottar signifikansnivan och dérfér har anvint
oss av vardena p; = pg = 0. Detta visas i Figur 6. Vi ser tydligt att trots
att signifikansnivan dr vald till fem procent for bada testen stiger antalet
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Figur 5: Styrkan for Student’s t-test och Welch’s t-test da |y — psa| = 2.

forkastade sanna nollhypoteser, signifikansnivan, mot atta procent for Stu-
dent’s t-test medan signifikansnivan for Welch’s t-test ligger kvar vid fem
procent. Signifikansnivan for Welch’s t-test ligger givetvis kvar vid fem pro-
cent 1 och med att det testet dr utformat for att anvindas i de fall da det
foreligger skillnad i standardavvikelserna. Daremot ar det intressant att sig-
nifikansnivan for Student’s t-test 6kar med standardavvikelsen for stickprov
nummer tva. Vi kan konstatera genom bade Figur 5 och Figur 6 att Stu-
dent’s t-test oftare forkastar nollhypotesen Hy : g1 = po &n vad Welch’s
t-test gor, oavsett om nollhypotesen dr sann eller falsk, da det foreligger
skillnad i varianserna.

Student’s t-test ar som sagt mycket bra att anvinda vid sma stickprovsstor-
lekar, d& vi har normalfordelade stickprov med samma, okédnda, varians. I
Figur 6 sag vi att Student’s t-test forkastar en sann nollhypotes oftare &n den
valda signifikansnivan da stickprovsstorleken ar lika med fem. I Figur 7 ser vi
hur signifikansnivan dndras for Student’s t-test for stickprovstorlekarna fem,
tio och tjugo. Som forut kan vi se att antalet forkastade sanna nollhypoteser,
signifikansnivan, for stickprovsstorleken fem inte haller sig pa den forvalda
signifikansnivan fem procent. Stickprovsstorlekarna tio och tjugo ser ut att
Oka fran signifikansnivan fem procent till straxt 6ver femprocentsnivan. I
och med att resultaten baseras pa simuleringar &r det svart att utlisa om
och i sa fall hur mycket signifkansnivan for de storre stickprovsstorlekarna
ligger 6ver nivan fem procent. Denna illustration dr utford pa samma sétt
som ovan med skillnaden att vi plottar for endast Student’s t-test men for
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Figur 7: Signifikansnivan for Student’s t-test for stickprovsstorlekarna fem,
tio och tjugo.

I detta avsnitt har vi sett att Student’s t-test far fel signifikansniva da
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o1 # o09. Alltsa bor det inte anvindas nér skillnad i standardavvikelser-
na foreligger &ven om det har en storre styrka. Vi har dven sett att Welch'’s
t-test inte dr mycket sémre &n Student’s t-test da o1 = o9.

4.2 Utformning av det sekventiella t-testet

Det sekventiella t-testet dr utformat pa sa sitt att av de 10.000 simulering-
ar som gors bestdmmer F-testet nir Student’s t-test utfors och nér Welch’s
t-test utfors. Dérefter kan vi, efter att ha uppskattat signifikansnivan och
styrkan for de Student’s t-test och de Welch’s t-test som utfors, berékna sig-
nifikansnivan och styrkan for det sekventiella t-testet. Enligt lagen om total
sannolikhet kommer signifikansnivan for det sekventiella t-testet att ges av

as = P(T)ar + P(W)aw (2)

dér « star for signifikansnivan for respektive test och P for sannolikheten
att det blir just det testet. Beteckningarna S, T och W star for sekventiellt
t-test, Student’s t-test respektive Welch’s t-test. Pa samma sétt ges styrkan
for det sekventiella t-testet av

s = P(T)mr + P(W)mw (3)

dér 7 star for styrkan for respektive test.

Vi strivar efter att det sekventiella t-testet ska ha en signifikansniva som
ligger sa néra fem procent som mojligt samtidigt som den inte 6verstiger fem
procent. Detta ska gélla oavsett om det foreligger skillnad mellan varianser-
na eller inte. Dessutom vill vi ha ett s& starkt t-test som mojligt. I detta
avsnitt kommer vi att simulera Student’s t-test, Welch’s t-test och olika
sekventiella t-test for att undersoka egenskaper, sa som styka och sigifikans-
niva, under olika forutséittningar. Den valda signifikansnivan fér Student’s
t-test och Welch’s t-test kommer att variseras.

4.2.1 F-test av Hy:01 =09

For att avgora om vi kan anta att varianserna for de bada stickproven &r
lika eller inte utfor vi ett F-test av nollhypotesen Hy : 01 = o9.

Teststatistikan F' &r F-fordelad och vi anvédnder de kritiska grinser som
finns for F-fordelningen. Genom att anvinda signifikansnivan 50 procent far
vi ett smalt omrade dér vi kan acceptera hypotesen om lika varianser for de
bada stickproven. Om vi far utfallet
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Foas(n1 —1,me — 1) < F < Fyrs(ng — 1,mp — 1)

accepterar vi hypotesen om lika varianser, annars forkastas den. Valet av
signifikansnivan 50 procent &r godtyckligt och resulterar i att vi kommer
att fa ett test med kritiska grinser som forkastar den sanna nollhypotesen
om lika varianser 50 procent av gangerna. Detta resulterar i att vi kommer
att utfora Student’s t-test hilften av gangerna och Welch’s t-test den and-
ra hélften av gangerna. I detta fall da varianserna &r lika dr teststatistikan
i Student’s t-test t-fordelad och sannolikheten att forkasta nollhypotesen
Hy : p1 = po, nir den &r sann, dr lika med den signifikansniva som viljs.
Dessutom blir styrkan for det sekventiella t-testet

s = 0.57mp 4+ 0.5my

och dérmed hogre &n styrkan for Welch’s t-test eftersom 7 > .

I det andra fallet, med skilda varianser, leder ett test med dessa kritiska
granser till att vi forkastar hypotesen om lika varianser oftare da skillna-
den mellan varianserna &ar stor. Om vi har en stor skillnad i varianserna
kommer vi alltsa att utfora Welch’s t-test mycket oftare d4n Student’s t-test.
Detta illustreras i Figur 8. Vi utfor F-testet, med de ovan ndmnda kritis-
ka grinserna, for de olika stickprovsstorlekarna fem, tio och tjugo under
forutséttningen o1 = 1 och o9 = 1,2,3,4,5,6. Om det foreligger skillnad
eller ej mellan vintevirdena spelar ingen roll for andelen Student’s t-test
som utfors. I denna illustration anvinde vi oss av p1 = ps = 0 men det ha-
de inte gjort nagon skillnad om vi hade anvént oss av t.ex. u1 = 0 och pe = 2.

I Figur 8 ser vi andelen Student’s t-test som utférs vid stickprovsstorle-
karna fem, tio och tjugo. Vi ser att andelen Student’s t-test som utfors
minskar drastiskt d& vi 6kar standardavvikelsen for stickprov nummer tva.
Nar standardavvikelserna &dr lika, i denna simulering o1 = o092 = 1, ligger
andelen utforda Student’s t-test pa nivan 50 procent for de tre stickprovs-
storlekarna. Vi kan notera att detta stimmer verens med de kritiska gréinser
som vi anvinder for F-testet. Da standardavvikelsen for stickprov nummer
tva okar, minskar andelen utforda Student’s t-test for samtliga stickprovs-
storlekar och vi kan se att for de storre stickprovstorlekarna minskar andelen
utforda Student’s t-test fortare. For stickprov av storre storlek &n fem utfors
néstan aldrig Student’s t-test nér skillnaden i standardavvikelserna har bli-
vit tillrdckligt stor.
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Figur 8: Andelen Student’s t-test som utfors efter vi har testat om varian-
serna kan anses lika eller ej.

Sannolikheten att vilja rétt test blir alltsa storre ju storre stickprov vi har.
Dock anviands vanligen Student’s t-test vid smé stickprovsstorlekar och som
vi ser, i Figur 8, leder det till att det utfors en del Student’s t-test under fel
forutsédttningar.

Nu har vi bestamt de kritiska granserna for F-testet och later dessa bestdmma
om vi ska utféra Student’s t-test eller Welch’s t-test. I Figur 9 ser vi hur an-
delen forkastade sanna nollhypoteser, d.v.s. signifikansnivan, fér Student’s
t-test paverkas av att vi forst utfor ett F-test av varianserna. Illustrationen
ar gjord pa sa sitt att av de 10.000 simuleringar som gors bestdmmer F-
testet hur stor del av dem déar Student’s t-test utfors och hur stor del av dem
dér Welch’s t-test utfors. Sedan raknar vi ut signifikansnivan, som andel t-
test dér nollhypotesen forkastas, for respektive t-test for de olika virdena
pa o2. Eftersom vi rdknar ut signifikansnivan géller att vintevirdena &r lika
och vi anvinder virdena pu; = pe = 0. Resultatet blir att signifikansnivan
Okar kraftigt med standardavvikelsen i stickprov nummer tva. Eftersom vi
forst utfor F-testet dr andelen Student’s t-test som utférs mycket liten da
standardavvikelsen for stickprov nummer tva dr fem och sex, se Figur 8.
Den andel Student’s t-test som utfors, nér skillnaden i varianserna ar sa
pass stor, forkastar sanna nollhypoteser extremt ofta. Detta kan vi tydligt
observera i Figur 9 och jamfora med signifikansnivan féor Welch’s t-test som
véntat haller sig pa nivan fem procent. Det &r viktigt att inte blanda ihop
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Figur 9 med Figur 6. I Figur 9 &r antalet Student’s t-test som utfors be-
roende av utfallet av F-testet, d.v.s. ett betingat test, vilket inte &ar fallet i
Figur 6.

Det &r intressant att undersoka om vi far samma extrema signifikansniva
for Student’s t-test om vi istéllet anvénder oss av stickprovsstorleken tio.
Simuleringen utfors pa samma sédtt som beskrivs ovan med skillnaden att
vi 6kar stickprovsstorleken fran fem till tio. Resultatet ser vi i Figur 10. Da
oo = 1,2,3,4 beter sig signifikansnivan pa samma sitt som for stickprovs-
storleken fem, d.v.s. startar pa nivan fem procent for att sedan oka kraftigt.
I denna simulering utfordes det tre Student’s t-test da oo = 5 med utfallet
Hj forkastas ej samt utfordes inget Student’s t-test da oo = 6. Detta syns
tydligt 1 Figur 10. Eftersom det &r en vildigt liten del Student’s t-test som
utfors for de storre skillnaderna i standardavvikelserna, i denna simulering
0.03 procent da o3 = 5 och 0 procent da oo = 6, &dr det svart att séiga hur
signifikansnivan beter sig diar. Med tanke pa hur signifikansnivan vixer fram
till o9 = 4 kan vi anta att den aven dkar for o9 = 5 och o9 = 6.

0.45

Student's t-test
0.4| = — — Welch's test i

0.35
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0.25

0.2

0.15

Andelen forkastade sanna nollhypoteser

0.1

0.05

Figur 9: Signifikansnivan for Student’s t-test och Welch’s t-test da vi forst
utfor ett F-test.

Det vi sag i Figur 9 kan vi &ven notera i styrkan fér Student’s t-test. I Fi-
gur 11 ser vi styrkan for Student’s t-test och Welch’s t-test da skillnaden
i vantevirdena &r tva. Styrkefunktionen for Welch’s t-test ser ut som den
gor i Figur 5, den paverkas inte av F-testet, medan Student’s t-test far en
mycket forhojd styrka till f6ljd av den extremt férhojda signifikansnivan.

21



0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

Andelen forkastade sanna nollhypoteser

0.05

Figur 10: Signifikansnivan for Student’s t-test, vid stickprovsstorleken tio,
da vi forst utfor ett F-test.
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Figur 11: Styrkan for Student’s t-test och Welch’s t-test da vi forst utfor ett
F-test.

Alltsa kommer Welch’s t-test att forkasta nollhypotesen Hy : p; = pg lika
ofta oavsett om vi gor ett sekventiellt t-test eller inte medan Student’s t-test
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Tabell 1: Signifikansnivan for det sekventiella t-testet for stickprovsstorle-
karna fem och tio samt for olika virden pa standardavvikelsen i stickprov
nummer tva.

n1:n2:5 n1:n2:10
op =1 0.0430 0.0489
o9 =2 0.0509 0.0481
o2 =3 0.0524 0.0512
o9 = 0.0530 0.0515
092 =25 0.0537 0.0498
09 =06 0.0550 0.0484

kommer att forkasta nollhypotesen mycket oftare i ett sekventiellt t-test.

4.2.2 Val av kritiska grinser i det sekventiella t-testet

1 foregaende avsnitt bestdmde vi kritiska grianser for F-testet och sag hur an-
delen forkastade nollhypoteser for Student’s t-test paverkas av att vi testar
likhet i varianserna innan vi utfor ett t-test av Hy : 1 = po. Den andel Stu-
dent’s t-test som utfors nér skillnaden i varianserna &r stor har en extremt
hog signifikansniva samtidigt som den andel Student’s t-test som utfors &r
vildigt liten, se Figur 8 och Figur 9. I Tabell 1 visas hur signifikansnivan for
det sekventiella t-testet paverkas av detta och foriandras med standardavvi-
kelsen for stickprov nummer tva.

Viardena i Tabell 1 har réknats ut genom att gora ett sekventiellt t-test
for de tva stickprovsstorlekarna fem och tio. Forst utfér vi F-test och sedan
utfor vi de Student’s t-test och Welch’s t-test som bestdmts av F-testet.
Dérefter rdknas signifikansnivan ut enligt lagen om total sannolikhet som
niamts tidigare, formel (2). Vi anvéinder signifikansnivan fem procent for
bade Student’s t-test och Welch’s t-test i detta sekventiella t-test vilket re-
sulterar i att vi har en standardavvikelse pa 0.0022 i resultaten, se formel
(1). Som tidigare anvénder vi &ven hér virdet ett nér vi pratar om att stan-
dardavvikelserna i de bada stickproven ér lika, d.v.s. o1 = g9 = 1. I Tabell
1 ser vi att signifikansnivan for det sekventiella t-testet, for bade stickprovs-
storleken fem och tio, tkar med standardavvikelsen for stickprov nummer
tva. Okningen &r tydligast for stickprovsstorleken fem men vi kan misstéinka
att det dven giller for stickprovsstorleken tio, &ven om det inte syns lika
tydligt.

Som vi illustrerade i Figur 8 &r det Welch’s t-test som utfors oftast nér
det foreligger stor skillnad mellan varianserna. Eftersom signifikansnivan for
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Welch’s t-test &ar fem procent och signifikansnivan for Student’s t-test blir
extremt stor far vi resultatet att signifikansnivan for det sekventiella t-testet
kommer att ligga 6ver fem procent, &ven om det endast adr en mycket liten
del Student’s t-test som utfors. Detta inses genom att anvénda formel (2).
Den for hoga signifikansnivan som dessa kritiska grinser resulterar i géller
for bada stickprovsstorlekarna, fem och tio. Skillnaden &r att for stickprovs-
storleken tio utfors det knappt nagra Student’s t-test nér skillnaden i va-
rianserna &r riktigt stor. I simuleringen av vérdena i Tabell 1 utfors det
inte nagra Student’s t-test for stickprovsstorleken tio nér oo = 6. Observera
déremot att sannolikheten att det utfors Student’s t-test alltid &r positiv.

Det &r vid 02 = 2 som det utfors flest Student’s t-test under fel férutsattningar
samtidigt som signifikansnivan fér Student’s t-test 6kat till kring tio procent,
se Figur 8-10. Vi kan missténka att det sekventiella t-testet har for hog signi-
fikansniva redan vid oo = 2. Alltsa paverkar Student’s t-test det sekventiella
t-testet dels pa de ldgre nivaerna (o2 = 2 och o2 = 3) genom att det dér
fortfarande genomfors en relativt stor del Student’s t-test under felaktiga
forutsdttningar och dels pa de hogre nivaerna (o9 = 4, 09 = 5 och g9 = 6)
genom att inverka med extremt hog signifikansniva. For att hantera detta
problem kan vi justera de kritiska granserna fér Student’s t-test och Welch’s
t-test s att den sammanvigda signifikansnivan haller sig under fem pro-
cent. De kritiska grénserna bestdms av antalet frihetsgrader och den valda
signifikansnivan. I denna uppsats begréansar vi oss till stickprovsstorleken
fem och kommer att understcka olika val av signifikansnivaer.

I Figur 12 ser vi hur andelen forkastade sanna nollhypoteser, signifikans-
nivan, for Student’s t-test paverkas av att vi sdnker den valda signifikans-
nivan. Simuleringen &r utford pa samma sitt som den i Figur 9 med skill-
naden att vi anvinder oss av en lidgre signifikansniva. Den valda signifikans-
nivan i denna figur ar tre procent och det syns tydligt att trots att vi gjort
en kraftig sinkning fran fem till tre procent blir andelen forkastade sanna
nollhypoteser, signifikansnivan, fortfarande extremt hog néir standardavvi-
kelsen for stickprov nummer tva ar stor.

Vi kan utforma det sekventiella t-testet enligt tre olika alternativ:

1. Sénka signifikansnivan for Student’s t-test och lata signifikansnivan for
Welch’s t-test vara kvar pa fem procent.

2. Sanka signifikansnivan for bade Student’s t-test och Welch’s t-test.

3. Sénka signifikansnivan fér Welch’s t-test och lata signifikansnivan for
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Figur 12: Signifikansnivan for Student’s t-test ndr den valda signifikansnivan
dr ar = 0.03.

Student’s t-test vara kvar pa fem procent.

Om vi endast sénker signifikansnivan for Student’s t-test kommer det se-
kventiella t-testet fortfarande att ha en for hog signifikansniva nir det
foreligger skillnad i varianserna. Samtidigt kommer vi att ha en for lag
signifikansniva nér varianserna verkligen dr lika och det utfors lika manga
Student’s t-test som Welch’s t-test. Sanker vi signifikansnivan for bada tes-
ten kan vi fa ett sekventiellt t-test vars signifikansniva inte overstiger fem
procent nér det foreligger skillnad men da varianserna ar lika kommer sig-
nifikansnivan definitivt att ligga under fem procent. Om vi endast sénker
signifikansnivan féor Welch’s t-test kommer signifikansnivan for det sekventi-
ella t-testet att ligga under fem procent da likhet i varianserna foreligger. 1
fallet med skilda varianser kommer déremot en sénkning av signifikansnivan
fér endast Welch’s t-test resultera i att vi kan fa en signifikansniva fér det
sekventiella t-testet som inte dverstiger fem procent. Att signifikansnivan for
det sekventiella t-testet kommer att ligga under nivan fem procent, da likhet
i varianserna rader, i alla tre alternativ kan vi konstatera genom formel (2).
Resten av resonemanget inses genom formel (2) samt Figur 8, Figur 9 och
Figur 12. Huruvida signifikansnivan for det sekventiella t-testet kommer att
overstiga eller ligga néra fem procent, da skillnad i varianserna rader, for
de tva sista alternativen beror pa hur mycket vi sdnker signifikansnivan och
dndrar pa de kritiska grénserna.

Alla de olika kombinationer av signifikansnivaer som testats kommer inte
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Tabell 2: Justerade signifikansnivaer som genererar kritiska grinser vilka
representerar olika sekventiella t-test.

Sekventiellt t-test tp tw | ar aw
1 2.3060 | 2.8308 | 0.05 | 0.046
2 2.4490 | 2.8099 | 0.04 | 0.047
3 2.4490 | 2.8521 | 0.04 | 0.045
4 2.3060 | 2.7896 | 0.05 | 0.048
5 2.3060 | 2.8740 | 0.05 | 0.044
6 2.6338 | 2.7504 | 0.03 | 0.05
7 2.6338 | 2.8099 | 0.03 | 0.047
8 2.4490 | 2.7504 | 0.04 | 0.05

att redovisas i denna uppsats men vi kommer att titta pa exempel fran de
tre alternativ att utforma det sekventiella t-testet pa, som redovisades ovan.
I Tabell 2 redovisas de kritiska grinserna som fas av olika signifikansnivaer.
Olika kombinationer av kritiska gréinser representeras som olika sekventiel-
la t-test. I den forsta kolumnen visas numret som det sekventiella t-testet
har tilldelats och i de tva foéljande kolumnerna visas den kritiska grinsen
for Student’s t-test respektive Welch’s t-test. De tva kolumnerna till hoger
visar vilken signifikansniva som ger den kritiska grénsen.

Av de atta olika sekventiella t-testen i Tabell 2 viljer vi att nirmre un-
dersoka signifikansnivan for sex av dem. I Figur 13 visas hur signifikansnivan
for det sekventiella t-testet paverkas av olika kombinationer av valda signi-
fikansnivaer for Student’s t-test och Welch’s t-test. Illustrationen &r gjord
pa samma sidtt som beskrivs ovan, da vi ridknade ut signifikansnivan for
stickprovsstorleken fem i Tabell 1. Skillnaden &r att vi i denna simulering
varierar den valda signifikansnivan for Student’s t-test och Welch’s t-test,
d.v.s. undersoker olika kritiska grénser.

Det &r svart att urskilja vilken linje som representerar ett visst sekventi-
ellt t-test. Vi ser dock att flera av de olika kombinationerna ger en alldeles
for 1lag signifikansniva nér oy = o2 = 1 medan nagra kombinationer ser ut att
ge en for hog signifikansniva nér standardavvikelsen for stickprov nummer
tva &r tillrackligt stor. De tva heldragna linjerna representerar alternativ 1
och dr de tva kombinationerna 6 och 8 i Tabell 2. De &r bland de linjer som
far en for lag respektive for hog signifikansniva da skillnaden i standardav-
vikelserna ar liten respektive stor. De tva streckade linjerna representerar
alternativ 2 och #r de tva kombinationerna 2 och 3 i Tabell 2. Aven dessa
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Figur 13: Signifikansnivan for olika sekventiella t-test.

Tabell 3: Signifikansnivan i de tva utvalda sekventiella t-testen.

ar = 0.05 ay =0.046 | ar = 0.04 oy = 0.047
og=1 0.0439 0.0386
o3 =2 0.0461 0.0439
o2 =3 0.0467 0.0449
oy =4 0.0505 0.0502
o2 =135 0.0469 0.0479
o2 ="06 0.0506 0.0512

far en nagot lag signifikansniva néar skillnaden i standardavvikelsen &r liten
men ser ut att vara nira fem procent nir skillnaden i standardavvikelserna
ar stor. Slutligen har vi de tva prickade linjerna som representerar alternativ
3 och ar de tva kombinationerna 1 och 4 i Tabell 2. Dessa tva kombinationer
har en mycket béattre signifikansniva nir o1 = o9 och ser ut att ligga néra
fem procent nér skillnaden i standardavvikelserna &r stor.

Vi viljer ut tva sekventiella t-test ur Tabell 2. Detta gor vi utifrén den
signifikansniva som de olika sekventiella t-testen har enligt Figur 13. I Ta-
bell 3 visas vilka kombinationer som valdes och vilken signifikansniva de ger.
Vi kommer att referera till dem som sekventiellt t-test 1 och sekventiellt t-
test 2, enligt den ordning de kommer i tabellen.
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Nu kan vi fraga oss vilket av dessa tva sekventiella t-test som &r bést. For att
undersoka detta kan vi berdkna hur starka de olika testen dr. Detta illustre-
ras med hjélp av stapeldiagram i Figur 14 och Figur 15. For att komma fram
till resultaten i Figur 14 och Figur 15 utfor vi forst tva sekventiella t-test med
ovan valda kritiska grinser, for att sedan méta andelen ganger som de tva
testen forkastar respektive accepterar den falska nollhypotesen Hg : uy = po.
Skillnaden mellan figurerna dr att i Figur 14 har vi véntevérdesskillnaden
|pe1 — p2| = 2 medan i Figur 15 dr viantevardesskillnaden |p; —po| = 4. I bada
figurerna méter y-axeln hur ofta ett visst test forkastar en falsk nollhypotes
medan det andra testet accepterar den. Medan o1 = 1 har vi for varje vérde
som standardavvikelsen i stickprov nummer tva antar, oy = 1,2, .., 6, alltsa
plottat, enligt schemat nedan, rutan som har nummer ett mot rutan som
har nummer tva.

Sekventiellt t-test 1
Forkasta | Acceptera
Forkasta 2 Sekventiellt t-test 2
Acceptera 1

Det starkaste testet bor alltsa forkasta en falsk nollhypotes medan det andra
testet accepterar den och bor gora detta fler ganger &n vad det andra testet
gor det. I varje stapelpar i Figur 14 och Figur 15 representerar den vénstra
stapeln sekventiellt t-test 1 och den hogra stapeln sekventiellt t-test 2. I
Figur 14 ser vi att vilket av de tva sekventiella t-testen som &r starkast
varierar med standardavvikelsen i stickprov nummer tva. Sekventiellt t-test
1 ar starkast nér skillnaden i varianserna &r liten och sekventiellt t-test 2
dr starkast nér skillnaden i varianserna &r stor. Under forutsidttningarna i
Figur 15, da verklig skillnad i vintevirdena &r fyra, ser vi att sekventiellt
t-test 2 dr starkare férutom da standardavvikelserna &r lika. Virt att notera
i bada dessa figurer dr att det handlar om en mycket liten andel dir det ena
t-testet ar béttre d4n det andra och vice versa.
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Figur 14: Andel fall da endast det ena sekventiella t-testet forkastar en falsk
nollhyppotes i fallet | p1 — p2 |= 2
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Figur 15: Andel fall da endast det ena sekventiella t-testet forkastar en falsk
nollhyppotes i fallet | g — p2 |= 4

5 Jamforelse av det sekventiella t-testet, Student’s
t-test och Welch’s t-test

Som vi sag i tidigare avsnitt har Student’s t-test storre styrka &n Welch’s
t-test om standardavvikelserna i de bada stickproven &r lika. Det sekven-
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tiella t-testet bestar av bade Student’s t-test och Welch’s t-test vilket gor
att vi kan dra slutsatsen att Student’s t-test dven har storre styrka &n det
sekventiella t-testet i fallet med lika standardavvikelser. Detta kan vi dven
se i Figur 16 dar vi plottar styrkan fér de sekventiella t-testen, Student’s
t-test och Welch’s t-test mot skillnaden i véntevérdena. Illustrationen &r
utford pa sa sitt att styrkan for respektive test riknas ut (for de sekventiel-
la t-testen med formel (3)) medan skillnaden i varianserna &r noll, i denna
simulering o1 = g2 = 1. Samtidigt halls vantevérdet for stickprov nummer
ett konstant, u; = 0, och véntevirdet for stickprov nummer tva varieras,
pue = 0,1,...,6. Den valda signifikansnivan &r fem procent for bade Student’s
t-test och Welch’s t-test och de sekventiella t-testen har kritiska grénser en-
ligt sekventiellt test 1 och sekventiellt test 2, som presenterades i slutet av
Avsnitt 4.2.2. T Figur 16 ser vi att Student’s t-test har den storsta styrkan
medan det &r svart att skilja Welch’s t-test och de sekventiella t-testen at.

1 *
0.9 4
0.8} 4
0.7 4
0.6 4

]
x
5051 i
(7]
0.4} 4
0.3 4
0.2} Sekventiellt t-test 1
— — — Sekventiellt t-test 2
01 Welch's t-test
1 % Student's t-test
0 L L L
0 1 2 3 4 5 6

[ ™|

Figur 16: Styrkan for Student’s t-test, Welch’s t-test och de sekventiella t-
testen i fallet da varianserna dr lika.

For att kontrollera vilket av Welch’s t-test och de sekventiella t-testen som
har storst styrka i fallet da varianserna ér lika plottar vi den relativa styrkan,
d.v.s. styrkan for Welch’s t-test delat med styrkan for de sekventiella t-testen.
Resultatet ser vi i Figur 17. Det syns tydligt att Welch’s t-test dr starkare
an de bada sekventiella t-testen da |u; — ua| = 0,1, 2, 3. Detta resultat kan
forklaras med att da skillnaden i vénteviardena &r noll &r sannolikheten att
forkasta Hg : p1 = peo lika med signifikansnivan och Welch’s t-test har en
signifikansniva pa fem procent medan de sekventiella t-testen har en sénkt
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signifikansniva. Den sénkta signifikansnivan for de sekventiella t-testen &r
troligtvis dven anledningen till att Welch’s t-test dr starkare ocksa da det
foreligger skillnad i vinteviardena. D& skillnaden i véntevérdena blir storre
ar Welch’s t-test och de sekventiella t-testen lika starka. Styrkan for ett test
gar fort mot ett nér skillnaden i véanteviardena &r stor, detta dr antagligen
anledningen till att vi inte ser nagon skillnad i styrkan for de tre t-testen
under dessa forutsédttningar. Vi hinner alltsa inte mérka nagon skillnad i
styrkan som de olika signifikansnivaerna ger innan styrkan gar mot ett. I Fi-
gur 17 ser vi att Welch’s t-test dr maximalt 5 procent béattre dn sekventiellt
t-test 1 och maximalt 15 procent béttre dn sekventiellt t-test 2.

1.15
Styrka Welch’s t-test / styrka sekventiellt t-test 1
N — — — Styrka Welch's t-test / styrka sekventiellt t—test 2
\
\
\
\
\
11f N 1
© \
< \
2 \
2 A
® \
[} \
e \
= I

3
IHy — )l

Figur 17: Relativa styrkan for Welch’s t-test.

Student’s t-test har, som vi vet, den storsta styrkan nér varianserna ar lika.
Det har &ven den storsta styrkan nér det foreligger skillnad i varianserna,
vilket vi bland annat sag i Figur 5. I och med att detta &r en f6ljd av den
extremt forhojda signifikansnivan som vi sag i Figur 6, kan vi dra slutsat-
sen att det sekventiella t-testet &r ett béttre alternativ &n att endast utfora
Student’s t-test. I Figur 18 och Figur 19 ser vi styrkan for Student’s t-test,
Welch’s t-test och de sekventiella t-testen. Illustrationen &r utford pa lik-
nande sétt som illustrationen for Figur 16 med skillnaden att i dessa plottar
foreligger det skillnad i varianserna. Med avseende pa vad vi kom fram till
tidigare i detta stycke bryr vi oss inte om vad Student’s t-test visar i de
bada figurerna. Student’s t-test finns med endast sa att vi kan notera skill-
naden och att det vi sag i Figur 5 inte var en tillfillighet for endast fallet
|1 — pe| = 2. T Figur 18 har vi 09 = 2 och i Figur 19 har vi 09 = 4, d.v.s i
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det forsta fallet har vi en relativt liten skillnad i varianserna och i det andra
fallet &r skillnaden relativt stor. Gemensamt for de bada figurerna dr att de
visar att Welch’s t-test ar starkare én de bada sekventiella t-testen. Detta
ser vi tydligast da skillnaden i varianserna ar stor, Figur 19.

I Avsnitt 4.1 kom vi fram till att vi maximalt forlorar 4.5 procent styr-
ka om vi utfor Welch’s t-test istéllet for Student’s t-test d& varianserna &r
lika. I Figur 17 kan vi konstatera att Welch’s t-test &r béttre &n de sekventi-
ella t-testen nér vi har mindre skillnader i véntevirdena och varianserna &r
lika. Vi kan konstatera i Figur 18 och Figur 19 att Welch’s t-test &r starkare
dn de sekventiella t-testen &ven da det foreligger skillnader i varianserna. I
Avsnitt 4.2.2 sag vi att signifikansnivan for de sekventiella t-testen varie-
ras, fran straxt under till fem procent, med standardavvikelsen for stickprov
nummer tva. Dessa resultat i samband med att Welch’s t-test har signifikans-
nivan fem procent oavsett om det foreligger skillnad eller ej i varianserna,
leder till slutsatsen att Welch’s t-test &r att foredra framfor de sekvetiella
t-testen.
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Figur 18: Styrkan for Student’s t-test, Welch’s t-test och de sekventiella t-
testen i fallet da standardavvikelsen for stickprov nummer tvd dr tva.

I Figur 14 och Figur 15 &r det svart att utlésa vilket av de bada sekventiella
t-testen som dr att foredra eftersom, vilket av de tva t-testen som &r bést,
varierar med bade skillnad i varians och skillnad i vantevirde. Vi har kom-
mit fram till att Welch’s t-test ar att foredra framfor de bada sekventiella
t-testen. I Figur 17 ser vi att sekventiellt t-test 1 &r ca 5 procent sdmre dn
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Figur 19: Styrkan for Student’s t-test, Welch’s t-test och de sekventiella t-
testen i fallet da standardavvikelsen for stickprov nummer tva dr fyra.

Welch’s t-test medan sekventiellt t-test 2 &r ca 15 procent sdmre. Utifran
detta kan vi dra slutsatsen att bland de sekventiella t-testen ar sekventiellt
t-test 1 att foredra framfor sekventiellt t-test 2.

I denna uppsats har vi dven undersokt hur vissa resultat paverkas av en
storre stickprovsstorlek. Simuleringarna ovan &r dven gjorda for stickprovs-
storleken tio men redovisas inte eftersom resultatet blir detsamma, Welch’s
t-test har storre styrka. Da alla tre t-testen, Student’s t-test, Welch’s t-test
och sekventiellt t-test, blir bittre med en storre stickprovsstorlek &r detta re-
sultat naturligt. I Avsnitt 4.1 sag vi att om vi utfor Welch’s t-test istéllet for
Student’s t-test néir stickprovsstorleken &r tio, tappar vi endast en procent
istyrka. Alltsa &r Welch’s t-test att foredra dven vid denna stickprovsstorlek.

Av jamforelserna kan vi dra slutsatsen att Welch’s t-test &r att foredra
framfor bade Student’s t-test och de sekventiella t-testen. Denna slutsats
kan vi dra eftersom Welch’s t-test &r ett forhallandevis starkt test samtidigt
som det ger ritt signifikansniva under de forutsdttningar vi har undersokt.
Vill vi &nda anvinda oss av ett sekventiellt t-test dr sekventiellt t-test 1 att
foredra framfor sekventiellt t-test 2. Observera att dessa slutsater har dra-
gits for de kritiska gréinserna som anvénts och presenterats i denna uppsats.
Om vi anvéinder andra kritiska grénser i F-testet dr det mycket mojligt att
utfallet blir annorlunda.
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6 Diskussion

Syftet med denna uppsats var att understka egenskaperna hos sekventiel-
la t-test och forsoka konstruera ett sekventiellt t-test med storre styrka &n
Welch’s t-test och som kan dra rétt slutsatser, néir det foreligger skillnad i
varianserna, till skillnad mot Student’s t-test.

I jimforelsen av de tre olika t-testen, Student’s t-test, Welch’s t-test och
det sekventiella t-testet, kommer vi fram till att det basta testet att utfora
ar Welch’s t-test. Vi kan dock fraga oss hur pass bra det sekventiella t-testet
som vi har utformat ar. Det forsta vi kan anmérka pa dr de kritiska granser
som vi anvinder i F-testet, da vi testar om varianserna kan anses lika eller
ej. De ger ett smalt omrade déir vi kan acceptera hypotesen om lika varian-
ser och 50 procent av gangerna, da varianserna verkligen &r lika, kommer
vi att felaktigt utfora Welch’s t-test. Detta leder till att vi tappar styrka i
det sekventiella t-testet i fallet med lika varianser. I fallet da varianserna &r
olika leder dessa kritiska granser till att vi felaktigt utfor en del Student’s
t-test. Efter att vi har undersckt hur Student’s t-test beter sig under dessa
omstédndigheter bor det sekventiella t-testet ha en hogre styrka dn Welch’s
t-test, speciellt da skillnaden i varianserna &r stor. Niar vi jamfor de tva
testen ser vi att sa dr inte fallet. Detta kan bero pa att vi var tvungna att
minska signifikansnivan for Welch’s t-test for att kompensera den extremt
hoga signifikansnivan for Student’s t-test i det sekventiella t-testet.

Att hitta optimala kritiska gréanser for F-testet visade sig genom arbetets
gang vara en svarare uppgift dn forvintat och det behdvs mer tid &n vad
som &r avsatt for denna uppsats for att hitta dessa. Ddrmed bestdmde vi oss
godtyckligt for att anvinda de kritiska grinser som fas av signifikansnivan
50 procent i F-testet. Alltsa kan vi formodligen konstruera ett sekventiellt
t-test, med andra kritiska grianser for F-testet, som &r starkare och dérmed
béttre. Att hitta dessa optimala kritiska grinser kan vara en bra fortsiattning
pa denna uppsats.

Genom denna uppsats har vi huvudsakligen anvént oss av stickprovsstorle-
ken fem samt gjort en del jamforelser med storre stickprovsstorlekar. Da vi
undersokte signifikansnivan for Student’s t-test for de tre olika stickprovs-
storlekarna fem, tio och tjugo, se Figur 7, fick vi intrycket av att signifikans-
nivan for de storre stickprovsstorlekarna inte tkade pa samma sétt som for
stickprovsstorleken fem, utan holl sig kring eller straxt 6éver nivan fem pro-
cent. Nar vi sedan undersokte signifikansnivan for stickprovsstorleken tio,
betingat av F-testet, dkade den i samma takt som for stickprovsstorleken
fem, se Figur 10. Dock utférdes det extremt fa eller inga alls av Student’s
t-test vid de stora skillnaderna i varianserna, vilket gor det svart att dra
slutsatser om hur de storre stickprovsstorlekarna beter sig. For att kunna
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dra en korrekt slutsats om hur de storre stickprovsstorlekarna paverkas bor-
de vi ha okat antalet simuleringar.

Nar vi har undersdkt hur det sekventiella t-testets egenskaper fungerar med
en storre stickprovsstorlek har vi t.ex. sett att andelen felaktigt utforda
Student’s t-test i det sekventiella t-testet minskar med storre stickprov.
Déarmed har andelen forkastade sanna nollhypoteser knappt nagon inver-
kan péa signifikansnivan i det sekventiella t-testet da skillanden i varianserna
ar tillrackligt stor. Alltsa far vi ett béttre sekventiellt t-test om vi har en
storre stickprovsstorlek. Samtidigt blir &ven Student’s t-test och Welch’s
t-test béattre med storre stickprovsstorlek. Det sekventiellt t-testet kommer
alltsa inte bli battre &n Welch’s t-test vid en storre stickprovsstorlek. I de fall
dar stickprovsstorleken ér tillrackligt stor dr det alltid ett battre alternativ
att normalapproximera.
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