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Sammanfattning

Historiska data av intréffade hindelser karaktériseras av en forflut-
en tid mellan foreteelse och observation. Eftersom det endast dr moj-
ligt att observera héndelser fram till och med den senaste métningen
kommer de rapporterade hidndelserna efter denna tidpunkt inte vara
observerbara, saledes sker en underskattning av det faktiska antalet.
Handelser som har intriffat men ej rapporterats forekommer inom en
rad och i vitt skilda omraden. Litteraturen &r mest fokuserad pa reser-
vering av oreglerade skulder hos forsdkringsbolag och i samband med
utvirdering av smittospridning, i synnerhet AIDS. Denna litteraturs-
versikt beskriver ett antal modeller som kan anvéindas for reglering av
intraffade men ej rapporterade hiandelser. Dessa modeller ar alla obe-
roende av tillimpningsomrade och kan darfor vara vildigt anvindbara.
En utvérdering av modellerna visar att resultaten blir véildigt snarlika.
Detta ar en foljd av att poisson och multinomialférdelade stokastiska
variabler ger samma maximum likelihood skattning av férdrojningsfor-
delningen mellan intrédffande och rapportering. Den huvudsaklig skill-
nad visar sig ligga i kategoriseringen av data. Det vill sdga om data
ar grupperat efter intriaffande och fordréjning eller om hela datamate-
rialet i form av exakta datum anvinds, samt om endast en delméngd
av de observerade héndelserna anviands for att erhélla skattningarna.
Avslutningsvis illustreras uppriakning av intrédffade men ej rapportera-
de héndelser med tva variationer av den poisson log-linjara modellen
tillimpade pa Statistiska Centralbyréns lagfartsstatistik. Arbetet har
utforts pad uppdrag av Statistiska Centralbyrén eftersom de kan dra
nytta av en minskad fordréjning i statistikrapporteringen.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige. E-post: pa-
trik.emanuelsson@gmail.com. Handledare: /Ake Svensson.



Abstract

Time to events data is characterized by an elapsed time between
the occurrence and observation of an event. Following, it is only
possible to observe events up to and including the most recent date
of measurement. Events reported subsequent to this date cannot be
observed, which leads to an underestimation of the actual numbers.
Events that have occurred but not yet been reported arise in numer-
ous and diverse areas. The literature is mostly focused around claims
reserving by insurance companies and in connection with the evalua-
tion of infectious diseases, in particular AIDS.

This report deals with a number of models that can be used for ad-
justment of events that have occurred but have not yet been reported.
These models are all independent of the area of application and can
therefore be very useful. Evaluations of the models show very similar
results. This is a consequence of the fact that poisson and multino-
mial distributed random variables eventuate in the same maximum
likelihood estimates of the delay distribution between occurrence and
reporting. The main difference appears to be in the categorization of
data. That is, if the data is grouped by occurrence and delay or exact
dates and if only a subset of the observed events or all the data are
used to obtain estimates. At the end of the report a grossing-up of
events that have occurred but not been reported are illustrated with
two variations of the poisson log-linear model applied to Statistic Swe-
den’s land registration statistics. The work has been commissioned
by Statistics Sweden since they can benefit from a reduction in delays
in reporting statistics.
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1 Inledning

1.1 Bakgrund

I foretag och myndigheter dr det viktigt att ha tillgang till aktuell och
tillforlitlig information som beslutsunderlag, for att kunna fullfélja dta-
ganden mot intressenter och effektivisera allokering av befintliga resurser.
Vid insamling av data kan det foreligga ett moment av fordrojning, mellan
att en handelse intréffar och tills dess att denna rapporteras till berérd part.
Foljden blir att vid en given tidpunkt har hindelser intrdffat men dnnu ej
rapporterats d.v.s. data &r till hoger trunkerade, beskrivet nedan (Figur [1).
For att kunna agera utifran befintlig information finns ett intresse av att
skatta omfattningen av intrdffade hiandelser som ej har rapporterats samt
att forsoka prediktera framtida hdndelser. Denna typ av information kan
generellt bendmnas OBNR, "Occurred But Not Reported”.

T; = Tidpunkt for primér hindelse t;, i=1,...,n.
X; = Forfluten tid till sekundér handelse, férdojning eller
rapportférsening x;, i =1,...,n.

OBNR-data erhalls i form av par av tidpunkter (T;, T; + X;), i = 1,...,n,
uppatbegransade av det sista observationstillfillet T > T; + X;. Och grupp-
eras efter lamplig kategorisering av intrdffande och f6rdrojning i antal da-
gar, veckor, manader eller ar, beroende pa fordrdjningarnas férdelning och
stickprovets detaljrikedom. Grupperingen dr nodvandigtvis inte densam-
ma for bdde T och X.

Vid studier av relationen mellan tva kategorivariabler kan dess for-
hallande till varandra sammanfattas i form av en kontingenstabell. Med
celler representerande utfall av en given kombination kategorier mellan
variablerna. Ibland kan det férekomma tomma celler, antingen till foljd
av stickprovets variabilitet och att sannolikheten f6r en hdndelse klassifi-
cerad av denna cell &r relativt liten (sampling zero), eller att cellen av un-
dersokningens natur inte kan observeras (structural zero). Det forstnamnda
fenomenet kan undvikas genom att 6ka stickprovets storlek, medan cellen
for den senare forblir tom (Bishop et al. (1975)). Om vi dessutom observerar
forsoksobjekten over ett tidsintervall kan dven objekten utsdttas for cen-
surering eller trunkering. I 6verlevnadsanalys innebédr censurering att en
livstid endast dr kdnd inom ett givet tidsintervall och exakt tidpunkt for en
hédndelse exempelvis dodsfall inte &r observerbar till f6ljd av censurering.
Trunkering intraffar nar forsoksobjekt har utsatts for en hdndelse utanfor
studiens ram, hdndelsens existens dr darfor ej observerbar. Distinktionen
mellan trunkerad och censurerad data dr att man for censurerad observe-
rar samtliga forsoksobjekt oberoende om hdndelsen intréiffar eller ej medan
for trunkerad observerar endast objekten for vilka hdndelsen har intréiffat
(Klein och Moeschberger| (1997)).



Det finns en rad omrdden som &r utsatta for denna typ av undervérdering
av antal intréffade handelser till f6ljd av begrdansning av observationstid till
dagens datum och hogertrunkering. Olika tillimpningsomraden kan ocksa
tdnkas vara associerade med omradesspecifika problem sd som inflation,
ekonomisk aktivitet, foretagens storlek, till hdndelsens associerade belopp
eller liknande.

Vad &r en hdndelse?
En hdndelse ar ett intraffande som i sig &r beldgen i tiden.

Foretagsintroduktioner

Vid undersokning av antalet verksamma foretag pa en marknad patréffas
tva huvudsakliga problem. Forst, nybildade foretag har inte hunnit inklu-
deras i nyttjat register, en fodelsefoérdrojning. Det andra problemet upp-
star da foretag som ej lingre existerar fortfarande finns kvar i registret,
en dodsfordrojning. Detta medfor att den verkliga méngden verksamma
foretag under en given period inte dr kdnd. Om ett foretag inte inkluderats
kommer det kdnda antalet vara mindre dn det verkliga d.v.s en underskatt-
ning. Och likaledes det omvénda da foretag till f6ljd av dodsférdrojning
inte har exkluderats, en 6verskattning (Hedlin et al. (2006)).

Behillning av reserver, IBNR

Om en individ har forsdkring kommer en hdndelse under tickning le-
da till en “forsdkrad forlust” och foljdaktligen ett ansprak pa forsakrings-
givare. For anspraket foreligger nodvandigtvis en fordrdjning mellan tid-
punkt for hdndelsens intrdffande och tills dess att drendet har avslutas
hos forsakringsbolaget. Eftersom oreglerade ansprak finns maste forsak-
ringsgivare behalla reserver i syfte att uppfylla dessa forpliktelser vilket
aven dr lagstadgat. Vid en given tidpunkt finns tva typer av fordringar
pa forsdkringsgivaren, hdandelser som intrdffat och har rapporterats samt
hédndelser som har intrédffat men dnnu ej rapporterats, de senare gar under
beteckningen IBNR (Incurred But Not Reported) (Fac (1997)).

AIDS

For smittsamma sjukdommar dr det nédvandigt att veta den verkliga om-
fattningen och kunna gora en precis framstillning av antal intréffade fall
for att kunna planera och vidta atgarder pd kort och lang sikt. Efter diagnos
av lakare eller laboratorium existerar en tidsfordrojning tills dess att den
ansvariga centrala myndigheten tar del av diagnos. Om denna f6rdréjning
ignoreras kommer man att strukturellt underskatta det verkliga antalet di-
agnostiserade sjukdomsfall (Sellero et al. (1996)). Om smitta dessutom kan
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hérledas till specifik tidpunkt f6r infektion kan utvardering av antal smit-
tade men ej diagnostiserade fall goras.

Garantiansprak

Tillverkare av produkter som omfattas av en garanti lagrar data 6ver pro-
duktens historik av ansprak och relaterade problem. Denna information
anvinds sedan for att skatta hur manga ansprdk som uppkommit per till-
verkad enhet, for att bedoma framtida ansprak, ndr dessa uppstar och kost-
nad for produkt serier. Med dessa data kan man dven utvdrdera prestanda
och om man eventuellt behover forbéttra produkterna i nagot avseende
(Kalbfleisch et al.| (1991Db)).

Produktion av naturgas

I USA forviantar man sig att konsumtionen av naturgas stadigt kommer
att 6ka snabbare &n ndgon annan energiresurs under de ndrmaste 30 aren.
Pa grund av detta finns ett dkat intresse av att fa tillforlitlig information
avseende hur stort det befintliga utbudet &dr. Den centrala myndigheten
EIA (Energy Information Agency) som tillhor energi departementet sam-
lar data frdn delstaterna genom en manatlig undersokning dar de angivna
produktionstalen oftast dr en underskattning av de verkliga. Generellt &r
inte den faktiska produktionen kdnd forrdn med ett ars efterslapning. Den
initiala prognosen fér mdnadens produktion uppdateras fram tills dess att
inga vidare fordndringar kan pavisas och man antar att denna niva ar den
sanna produktionen (Linkletter och Sitter| (2007)).

Intraffad handelse (T)  Rapporterad handelse (7; + X)) £=0 x=1 ... x=1
=0 " Fordrojning (X)
Fordroming (X Ej observerade =1
. O .~ Hjo
- T+ X<1) ~  (G+X>7)
O
I Tidpunkd for tnmkering
2 . T+ X=1)
¢
: (=7
0 . Tidpunkt for handelse (7)
Studiens start Tidpunkt for trunkening

Figur 1: Till hoger trunkerad data till f6ljd av rapportfordrojning.



1.2 Syfte

o Litteraturoversikt av modeller behandlande punktskattning av struk-
turellt tomma celler f6r hdndelser som har intrédffat men dnnu ej rap-
porterats.

e Jamforelse av likheter och skillnader mellan modeller.

o [llustration av skattningar pa ett faktiskt datamaterial.

Néar man avser att gora punktskattningar &r det inte rimligt att dessa
ska prediktera hidndelser utanfér den senast observerade fordrojningen
(x > 7). Tillgdnglig data behdller inte ndgon information avseende des-
sa och kommer dérav att vara mycket osdkra. Vidare dr den huvudsakli-
ga malsdttningen inte nodvandigtvis riktad mot skattning av cellspecifikt
varde (T;, X j), utan snarare for det totala antalet vid varje tidpunkt for in-
traffande.

1.3 Metod

Arbetet har utférts med utgangspunktiartikel aviHedlin et al.| (2006), genom
stdlla upp en referensram av mojliga modeller for att sedan soka centrala
artiklar i referenslistor och via databasen Web Of Science.



2 Modeller

2.1 Icke parametriska modeller

Icke-parametriska eller fordelningsfria modeller innebér att man inte apri-
ori antar en specifik fordelning for studerad population. Detta kan vara
fordelaktigt da man inte &r beroende av lika manga underliggande anta-
ganden som nodvandigtvis inte &r i linje med observerad data.

2.1.1 Lawlessmodell

Data observerade for en period av lingd 7 (0 < x +t < 7), dér antal in-
trdffade hdandelser vid en given tidpunkt t > 0 och rapporterade med en
fordrojning x > 0 kan illustreras med en till hoger avhuggen kontingensta-
bell definierad av ny € A, A = {npl t =0,...,7x =0,...,7 — t} (Tabell [I).
Problemet bestdr i att forsoka skatta antalet icke observerade hdndelserna
till hoger om diagonalen d.v.s. for alla tidpunkter 71 som uppfyller villkoret
T1=t+x>712>x.

x=0 x=1 ... x=17-1 x=1
x<t & t=0 ) no1 - no(z-1) nor
x<1t-1 & t=1 110 n11 Nn1(-1) -

x<1 & t=1t-1 Nz-10  MN(z-1)1 - -

x<0 & t=1 ) - - co. -
Tabell 1: Tillganglig data for ny ddrt,x >0ocht+x <7
Beteckningar

ny = Antal intrdffade handelser vid tidpunkt t, rapportera-
de med fordrojning x i period t + x.
Ny = Sammanlagt antal intrdffade handelser vid tidpunkt
t, rapporterade med fordrojning upp till och med x,
Yoot =Ni, x=0,..., 71—t
fi(x) = Sannolikhet for att en hdndelse intréffar vid tidpunkt
t och rapporteras med fordrojning x i period t + x.
Fi(x) = Kumulativ sannolikhet att en hiandelse intriffar vid
tidpunkt t och har rapporterats vid f6rdréjning x.
gi(x) = Betingade sannolikheten att en hdndelse rapporteras
med fordrojning x givet rapportering upp till och med
fordrojning x.



Antaganden

1. Givet tidpunkt for intrdffande t = 0,...,7 &r antal hdndelser i varje
cell ny, oberoende forallax =0,...,7 —t.

2. Sannolikheterna g;(x) ar stationdra for de m + 1 senaste perioderna
ochini framtiden, dvs gi(x) =g(x) 7T-m<t+x<r7

3. Rapportforseningarna for hdandelser intraffande i olika tidsperioder ¢
ar oberoende.

Punktskattningarna eller ndirmare bestamt prediktionerna av det totala an-
talet hdndelser som rapporterats vid kalendertidpunkten 7; gors i linje med
Lawless| (1994). En uppridkning av observerat antal sker genom att de re-
lateras till kvoten W; = Fi(t — t)/Fi(t1 — t) av kumulativa sannolikheter.
Detta forfaringsitt kan liknas vid problemet att berdkna storleken av ett
isberg da endast toppen &r synlig och givet att proportionen av hela berget
toppen utgor dr kdand. For var del innebér detta att metoden dr applicerbar
om kvoten Wy, proportionen av sannolikheten for observerade handelser i
jamforelse med sannolikheten for totalt antal intrdffade handelser fram till
och med x = 7 gdr att skatta. Tidpunkten 7; kan lampligen sattas sa att for
varjet <1, x = 7, t + 7 = 71 men dock inte storre da tillganglig data inte
behéller ndgon information om dessa fordréjningar och skattningarna blir
dédrav ej tillforlitliga.

. Fu(ti -t . Fur—t Nzt
Niz,-t) = Nt(”[—t)f;) = {Wt = At ) } = (AT ) @)
F(t—1) Fi(t1 —t) W;

For att det nu ska vara mojligt att gora punktskattningar behover vi veta
nagot om hur rapportférseningarna fordelar sig. Eftersom f;(x) inte &r ob-
serverbara for x > 7 — t definierar vi de betingade sannolikheterna g;(x) for
rapportering av hdndelser i period t + x, normerade med den kumulativa
sannolikheten for samma period.

Qi(x) = I]-jtt((fc; x=0,1,...,7 )
1_81‘(35):% x#0 3)
F) _ T
Fi(’() - rl:L [1-g:(r)] 0<x<< @)

Till f6ljd av egenskapen hos kategorivariabler anvander vi att den simultana
fordelningen for antalenn; = {ny, : (x =0,...,7—t)} givet det ssmmanlagda
antalet Ny;_y observerade hindelser &r multinomialférdelad med sanno-
likheter f;(x)/Fi(t — t). Lawless (1994) noterar att féordelningen f6r de m + 1
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sist observerade antalen 7y, givet Ny kan nu skrivas som (5) nedan (se
Appendix A.1).

T—-m<t+x<1t & T-m-t<x<t-t

T—t
=[] (f”)g«x)“m [1- g™ 5)

x=max{0,T—m—t} bx

For att vi sedan ska kunna anvidnda fordelningen av rapportforseningar
maste ett antagande betrédffande relationen mellan sannolikheterna g;(x) och
tidpunkterna av intrdffad handelse inforas. Det ér troligt att g;(x) forandras
med tiden, exempelvis till f6ljd av strukturella férandringar i rapporte-
rings systemet, politiska faktorer eller 6kad ekonomisk aktivitet. For att
fordelnings antagandet inte ska vara alltfor starkt anvander vi antagande
2, sannolikheterna &r stationdra for t + x > 7 —m, det vill sdga for de senaste
m + 1 perioderna och inte for hela observerade intervallet (f + x) € [0, 7],

gi(x)=gx) t+x>Tt-m. (6)

Detta tillater sannolikheterna g;(x) att variera medan beroendet av obser-
vationer langt i det férflutna minimeras.

0 T-m T 0 ] T-m T
= - 0 - »
0 P i N
mtl
T-m-j -
P O .
T-m [§0)...8(T-m) 5 BO
T-j
o)
T - T
T T

Figur 2: Antagande om stationéritet f6r de senaste m + 1 perioderna.
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Via antagande 3 far vi likelihood L = [];_, L for hela stickprovet,

Lo [ ]800 [1 - geo]™ "™ )
x=1

dar B

M=), M ®)
t=max{0, T—m—x}
och

T—X

Ne= ), Ne 9)

t=max{0,T—m—x}

Med rapportfordrojning X = j utgors Nf‘]. av den skuggade arean i Figur 2]
ovan, ddr ”*” betonar inforandet av stationdritets antagande for ett be-
gransat intervall av observerad period. Utan antagande 2 utgors N., av hela
rektangeln av observerade hdndelser {ny| 0 <t <7 —j, 0 < x < j}. Maxime-
ring av likelihood (7)) ger oss skattningarna,

fW=5- x=0. (10)
och
Tl—t
We= [] -8 (11)
x=1—t+1
samt N
A tH(t—t)
Nip = ——. 12
tt Wt ( )

Den totala antalet av intrdffade hdndelser berdknar vi sedan genom att
summera N, i ekvation over alla observerade tidsperiodert =0, ..., 7.
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2.1.2 Trunkeringsmodell

Nér man i efterhand kan avgora vilken tidpunkt som en individ har in-
fekterats av ett virus dr det av centralt intresse att skatta fordrojningen till
utbrott och diagnos, for att sedan kunna avgora den verkliga forekomsten
av antal fullt insjuknade fall. Tidpunkten for infektion dr exempelvis kdand
da den kan hdrledas till 6verforing av virus via blodtransfusion. I studier
med medicinsk anknytning relateras problemet till verlevnadsanalys och
skattning av riskfunktionen i omvéand tid, detta gors med fordel om hela
registret av infektion och rapportering ar tillgangligt, da all information kan
tillvaratas (Sellero et al.[(1996)).

Beteckningar
d; = Antal handelser vid tidpunkt x;.
Y; = Antal individer som riskerar att utsittas for en
héndelse vid tidpunkt x;.
S(x) = Overlevelsefunktion, sannolikhet att en individ

overlever tidpunkt x.

h(x) = Riskfunktion eller riskfrekvens, sannolikhet att en in-
divid utsétts for en hdandelse nésta 6gonblick givet att
han har 6verlevt till tidpunkt x.

Antaganden
1. Observerade hdndelser (t;, x;) ar oberoende realisationer av (T}, X;).

2. Stationdritet av sannolikheter for hela observerade perioden.

< < >
S(x) = P(X > X) och h(X) = Allmo P(X <X< Z;' AXlX > X)
x—

(13)

Om tidpunkterna x; av rapporterade hiandelser &r diskreta med sannolik-
hetsfunktion p(x;), i=1,...,n dédrx; < x; <... < x, kan 6verlevnadsfunk-
tionen S(-) och riskfunktionen h(-) skrivas som,

p(xi)
S(xi-1)

S(x) = Z P(X =x) och h(x)=P(X=x|X>x)=

Xi>X

N 1 S(a)Slxp)  S(xi) o
S(x) = {S(xo) = 1} = SGoSe)Soe) H [1-nexp] (15

(14)

x]‘le‘

For att sedan skatta 5(-) anvinder vi kvoten d,/Y; som den betingade san-
nolikheten /(-), vilket &r ML skattningen av h(x;) (Kalbfleisch och Lawless
(1991a))). Implementerar vi denna i (15) resulterar skattningen nedan,
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vilken gar under namnet “product-limit estimator” eller “Kaplan-Meier
estimator” (Klein och Moeschberger| (1997)).

d;
g(x) — { ngx [1 - Y;]’ om Xx1<Xx (16)
1, om X7 > X.
Observera att om d; = Y; for nagot x; < x kommer foljdaktligen S(xj) =0 for
alla j>i.

OBNR-data dr nédvéndigtvis hogertrunkerade med observationstid (0, 7)
och skattning av S(-) gors lampligen med metod for vanstertrunkerade da-
ta. Genom att forst transformera fordrojningarnas tidsaxel med R; = 7 — X;
overfors trunkeringen till vanster i bemdrkelsen att vi endast kan ob-
servera R; > T; (figur.[3). Om vi har n oberoende realiserade par av

0 v T 0 u T
0 X 0 R
-V -V
Ej observerade Ej observerade
T T
, T T

(a) Hoger trunkerad, T; + X; < 7. (b) Vénster trunkerad, T; < R;.
Figur 3: Transformering av tidsaxel for férdrojning, R; = 7 — X;

(T, X)), i=1,...,ndér v; < v < ... < vy, dr distinkta varden pa X; och
u; = t—uv;sdattu; > up > ... > uy, dr distinkta virden pd R; dd handelsen
observeras eller blir rapporterad.

d; = ZI(Ri = uj) = Z [(X; = vj) = n, 17)
i=1 i=1

d; ar alltsa antalet observerade hdndelser i rapportforsenings kolumn x = v;,
vilket med tidigare beteckning dr likastdllt med 71.,.

n n
Y=Y IT;<uj<R)=) IXi<v;<t-T)=N, (18)
i=1 =1

Antalet Y; som riskerar att utsattas &r i ursprunglig skala, de observerade
antalet handelser innan f6rdréjning v; och med tidpunkt for intraffande fore
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T — v (figur ).

Eftersom vi endast kan observera fordrojnings fordelningen F(-) for ett be-

gransat tids intervall (0,7), kan endast aspekten av F(-) identifieras

utan att infora ytterligare overifierbara antaganden (Lagakos et al. (1988),

Kalbfleisch och Lawless| (1991al).
_ F()

G(x) := % och g(x):=

dG(x) _ f(¥)
Ix = % x<1T (19)

Eftersom vi har omdefinierat antalet individer Y; som riskerar att utséttas
med hénsyn till védnster trunkering, far vi att Kaplan-Meier skattningen av
overlevnasfunktionen nu tolkas som,

P(R>7R>0)=PX<xX<1)=Gx)

(Klein och Moeschberger|(1997)). Och ater transformerad i ursprunglig ur-
sprunglig skala,

_ 4
G(x) _ ijZx [1 ,-] , om 0<x<uy, (20)
1, om U, <x<T.

(Lagakos et al.| (1988)) ddr d,/Y; &r ML skattningen av g(x;) (Kalbfleisch och
Lawless (1991a)). Riskfunktionen i omvéand tid g(x) ovan dr sannolikheten
@ presenterad under Lawlessmodell och dess kumulativa motsvarighet
G(x) i @) Dock med skillnaden att man i grundmodellen endast antar
stationdritet for sannolikheterna g:(x) i det begrdansade intervallet av m + 1
senaste tidsperioderna. For att slutligen skatta hela populationen N foreslar
Sellero et al.|(1996)) att om man har 7 realiserade par av (7 — T}, X;) kan man
anvinda ekvation (21) nedan,

n

. 1
N, = Z o 1)

i=1

Intuitivt betyder ekvation att varje rapporterat fall ska rdknas upp
med en faktor av 1/G(t — t;). Detta inses om vi hér infér beteckningarna
A;, i=0,1,...,7ddr Ag = 0 for deicke observerbara antalet intraffade hand-
elserivarjerad och noterar att de observerade antalen dr binomial férdelade.

Nt('[—t) + At = Nt (22)
Niq—n ~ Bin(N',py) t=0,1,...,1 (23)

Ni(z—)
Nt

pr=G(t—t) och p;=

15
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Ekvation (21) reduceras till om det for varje t; observerats Ny
hiandelser. Om man i Lawlessmodell antar stationéritet av sannolikheter
for hela den observerade perioden och med berdkningar baserade pa trun-
kerad kontingenstabell resulterar att skattningarna Nt r identiska med N,
i (12) och dérav dven N. Vidare noterar dven Sellero et al.{(1996) att popula-
tionsskattningen dr konsistent.

Skillnader i skattning av populationen uppstar dérfor vid antagande om
stationdritet och om man anvénder fullstindig information avseende da-
tum for hdndelsens intrdffande och rapportering. Férdelen med att anvanda
dr att man undgar homogenitets antagande av ankomstintensitet under
antagande om poisson férdelning (Kaminsky| (1986)), diskretisering av data
och relaterade grupperings problem beskrivet i kommande avsnitt.
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2.1.3 Link ratio och Chain ladder metoden

I forsdkringsbranschen dr en av de dldsta, mest frekvent anvdnda och vida
omdiskuterade metoderna den sa kallade Chain ladder metoden som é&r ett
specialfall av Link ratio metoden, for berdkning IBNR reserver. Ursprunget
till metodens popularitet dr pa grund av dess enkla och intuitiva struktur.
Och bygger pa utvecklingsmonstret av det kumulativa antalet handelser
mellan rapport fordrojningar, vilket kan anvdndas i olika variationer. Chain
ladder metoden anvdnds med syfte att skatta det monetdra vardet av utesta-
ende fordringar pa forsdkringsbolag men kan likavél anvdndas for antalet
hédndelser som vi utvecklar nedan.

Beteckningar

Dy = Lankkvot for tidpunkt av intrdffande t och med
fordrojning x.
fr = Utvecklingsfaktor for fordrojning x, f, >0x=1,...,7.
vy = Vikt av lank-kvot.

Antaganden
1. Stationdritet i utveklingsmonster for tidpunkt av intréffande ¢.

2. Det finns utvecklingsfaktorer fi,..., fr >0 s.a.
E[NiINi, ..., Nig-| = Ny e £=0,...,7 x=1,...,7. (25

3. Variablerna Ny, for olika perioder t av hdandelsens intrdffande &r obe-
roende.

Som tidigare anvander vi Ny, 0 <t + x < 7, summan av antalet hdndelser
for “utvecklingsperiod” x, givet tidpunkt for intrdffande ¢t och betraktar
denna som en stokastisk variabel. Antagande [2| och [3| tillsammans med
observerad data A = {N, |0 < t +x < 7} ger att vantevardet for den sista
mojliga fordrojningen x = 7 i varje period av intrdffande ges av,

E[Nt"( | A] = Nt(T—l‘)fT—t+1 T 'fT t=1,...,t (26)

(Mack!(1993)). Med avsikt att utvinna information om hur det sammanlagda
antalet hiandelser utvecklas med tiden definierar vi nu linkkvoterna,

— Ntx
Ni(x-1)

Dyy : t=0,...,7 x=1,...,T—*L (27)

Utifrdn dessa kan ddrefter skattningar av utvecklingsfaktorer erhéllas, ddr-
med dven den icke observerade delen av kontingenstabellen via (26).
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Om vi for varje kolumn i tabellen av lankkvoter inte kan observera ndg-
ra storre avvikelser kan ett genomsnitt for given fordrojning vara en god
skattning av den generella utvecklingen,

T—X

.1
fr=z—) ouDp vn=1 foralla tx (28)
St-x t=0
dar
=X
Sex=Y 0w x=1..,T (29)
t=0

Eller da ett storre fortroende for senare observationer foreligger ansétter vi
okande vikter vy, for senare perioder av intrdffande t. Och kan i likhet med
Lawlessmodell gora en geometrisk modifiering, genom att ta bort en sym-
metrisk triangel i det 6vre vanstra hornet av kontingenstabell av kumulativa
antal och sedan berdkna de genomsnittliga eller viktat genomsnittliga lank-
kvoterna. For data bestdende av monetdrt varde av fordringar istéllet for
antal, skulle vi nu d&ven kunna tilldta inflation (Renshaw och Verall| (1998)).
Med generella vikter uttrycks f, for de m + 1 senaste perioderna,

A 1 T—x
fx = T Z Ui Diy (30)
T t=max{0,t—x—m)
dar
T—x
Tew= ). ox  x=1..,T (31)

t=max{0,T—x—m}

Vidare med antagande|l, om stationdritet for utvecklingsmonstret och mer
konservativ forhallning, skattas det virsta mdjliga utfallet genom att vilja det
storsta vardet pa Dy, i varje kolumn,

f; =max{Doy, ..., D-x)x} x=1,...,7 (32)

Om stationdritet &r ett alldeles for starkt antagande, till f6ljd av att data upp-
visar en trend for kande t kan Link ratio metoden &ven utvidgas ytterligare.
Genom att skatta en regressionslinje pa formen

fi=a+pt t=0,...,t—x x=1,...,7-2 (33)
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for trenden i lankkvoterna, givet fordrojning med minsta kvadrat metoden.
Eftersom det endast finns en och tva observationer for x > t — 2 skattas ut-
vecklingsfaktorerna for dessa fordrojningar lampligen med ett genomsnitt
och det enskilt observerade vardet (Fac| (1997)).

Det mest populdra specialfallet &r dock Chain ladder som &r Link ratio va-
riation med antalet hindelser for varje intrdffande period som vikt,
Ot = Nt(x—l)-

1 T—X T—x -1 1y
fx = S ZNt(x—l)Dtx = Z‘Nt(x_l)} ZNtx X = 1"__,7_' (34)
e = —
For Chain ladder metoden visar Mack] (1993) att under antaganden [2| och

sé’l ar skattningarna av utvecklingsfaktorerna f, ovan vantevardesriktiga
och dven okorrelerade. Den slutliga populationsskattningar av rader erhalls

dérefter genom (25),

Nee=Nieyy [[ £ t=0,....% (35)

x=t1—t+1
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2.2 Parametriska modeller

Essensen av parametriska modeller &r att man minskar dimensionen av pro-
blemet, frdn att antalet hdndelser kan tillhora en stor klass av fordelningar
till att definieras av ett begrdnsat antal parametrar. Det kan vara informativt
attalternativt anvinda parametriska modeller, exempelvis nér det totala an-
talet handelser ar relativt liten (Kalbfleisch et al.|(1991Db)), eftersom fa antal
observationer ger lite information om underliggande foérdelning.

Generaliserade linjara modeller

GLM ér en klass av modeller tillhorande den naturliga exponentialfamil-
jen, bestdende av tre huvudsakliga komponenter. En slumpmassig- och en
systematisk komponent samt en liankfunktion. Den slumpmaéssiga kom-
ponenten, desamma som responsvariabel Y; av oberoende observationer
antar en fordelning tillhérande den ovan ndmnda och ér till skillnad fran
den allména linjara modellen mer generell i bemérkelsen att den kan anta
en hel klass av fordelningar, bade diskreta och kontinuerliga. Generellt kan
fordelningarna tillhérande exponentialfamiljen skrivas som,

f(yi; 0i) = a(01)b(y;) explyiQ(6;)} eller
vi0; — b(0;)
a(p)

Den systematiska komponenten relaterar en vektor 1 = (173,...,7n)" till en
kdnd uppsittning av forklarande variabler x;; och okdnda parametrar §;
genom en linjar modell vilken bendmns linjdr prediktor.

ni = Z Bixij  n=XB (37)
j

f(i; 6i,¢) = exp { +c(yi; <P)} : (36)

Lankfunktionen g(-) kopplar den slumpmaéssiga komponenten via viantevardet
till den systematiska

ElYil=w gu)=n i=1,...,N (38)
och med andra moment specificerad av
Var(Y;) = a(@)b”(6). (39)

Variansfunktionen betecknas d&ven som V(u;) och kan for bl.a. Poisson, Nor-
mal och Gamma férdelningen skrivas

V(w) = p;, 0. (40)

Funktionen a(¢) dr oftast pa formen ¢/w; dér ¢ (> 0) dr en avvikelse parame-
ter, w; apriori vikter som varierar mellan observationer samt b”’(0) varians

20



funktionen av den kanoniska parametern 0 relaterad till medelvardet ge-
nom u = b'(0) (McCullagh och Nelder| (1989)). I sjilva verket ar det inte
nodvandigt att explicit referera till en specifik fordelning utan det racker att
specificera ¢, w; och C . For exempelvis poisson erhdlls samma skattningar
om parametrarna specificeras av,

¢=1 C=1 w;=1 foralla i (41)
d.v.s
0 =log(u) b(O) =explO} V(u) = pu. (42)

Fordelarna med modellering av GLM ér att teorin dr enhetlig och omfattar
de viktigaste fordelningarna samt restriktionen av Y; till exponentialfa-
miljen dd samma algoritm for parameterskattning ar tillimpbar for hela
familjen oberoende av lankfunktion (Agresti (2002)).
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2.2.1 Tvasidig variansanalysmodell, modelltyp I

I synvinkel av den allména linjara modellen dr y;; utfall av de okorrelerade
stokastiska variablerna Y;; = u;j + €5, i=1,...,s j=1,...,s—i+1. Dar
véantevédrdena ;; kan uttrycks pa linjar form som,

E[Yij] =u+a;+p; och Zai = Zﬁj =0. (43)
i j

p dr det gemensamma vintevirdet samt a; och f; representerar tillskott av
rad respektive kolumneffekter. Eftersom vi endast har en observation per
cell dr det inte 16nsamt att inkludera en samspelseffekt (Sundberg|(1997)).

Beteckningar

Ny = Stokastisk variabel betecknande total médngd av an-
sprék, t,x=0,...,T.

E; := E[N], forvantad mangd ansprak for skadedr ¢. Repre-
sentation av rad effekt.

Sj:= E[nu]/E[Ni], kvoten av forvintad okad méngd an-
sprak i utvecklingsar x och férvéantad slutgiltig mangd
ansprék, Y.7_, Sy = 1. Representation av kolumn ef-
fekt.

Rix = Stokastisk variabel med vinteviarde E[R;] = 1,

Ry e A= {Rtx|t:0,...,”[ xZO,...,T—i’}.

Den multiplikativa representationen av modellen ges av,
Ny = EtSyRiy Iy =U+ar+Pyten VE x<T1—t (44)
déar
T T
Zix =In(ny) e =In(Rg) och Z ap = Z Bx=0
x=0

t=0
Data for fordringar till f6ljd av en intréffad hdandelse beskrivs vid berdkning
av reserver som heterogen da utbetalningar nodvandigtvis sker over tiden
och tiden i sig dr en orsak till heterogeniteten. For att stabilisera variansen
anvander man log-transformen da dess standardavvikelse &r proportionell
mot medelvardet (Zehnwirth| (1997)).

Antaganden
1. npey >0 YVt x<7-t
2. ¢&i okorrelerade med E[¢es,] = 0 och Var(eg,) < oo fort, x

sdatt0<t+x<r71
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3. Zix = log(ntx) ~ N(mtx/ 02) = Ny~ logN (E[ntx]/ Vﬂ?’(i”ltx))

E[Xi] = explmix +0%/2}  Var(Xe) = E[Xi]*(explo®} - 1)

Den multiplikativa modellen given av ekvation (44), 1y, ar férdelade enligt
antagande [3| (Renshaw och Verall| (1998)). Men eftersom vi har olika antal
observationer for varje faktornivd, en obalanserad modell och kan séledes
inte anvdnda de vanliga ML skattningarna. Kremer|(1982) ger tre rekursiva
formler for att skatta i, a; och f; utan antagande 3, vilka visas vara de bésta
linjdra vantevardesriktiga skattningarna via Gauss-Markovs theorem, dock
en aningen trassliga att genomfora. Men det dr d&ven mojligt att skatta dessa
via EM-algoritmen beskrivet av|Zehnwirth! (1997) enligt f6ljande.

Steg 0:  Fyll ut kontingenstabellen med férvantade varden. Borja ex-
empelvis med att fylla de tomma cellerna pa varje rad med
det senast observerade virde d.v.s. zy = zZyr—p), fOr Zac
AN={t=0,...,Tt x=1—-t+1,...,7}

Steg 1: Berdkna ML skattningarna med,
f=z. &=Z.—2. Pr=2;-Z

Steg2: Anvand ML skattningarna ovan for att berdkna nya
forvantade virden for de tomma cellerna Zc. Atergd dérefter
till steg 1 tills dess att skattningarna foérandras mindre &n till
foreskriven toleransniva.

Antalet skattade parametrar i modellen dr 2(n — 1) + 1 och antal observa-

tioner n(n + 1)/2, alltsd antalet frihetsgrader for residualkvadratsumman

(n(n — 3)/2) + 1 och skattningen av variansen o2,

X 1 T T1—t
O'2 = W Z (th —Zy —Zoy + Z..)Z (45)
(T + 1) =0 x=1
De tomma cellerna Xc skattas nu med vinteviardet for Xy,
A A (72
thzexp{‘ﬁ+&t+ﬁx—3} VitxeA (46)
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Poisson

Poisson &r en gransfordelning till binomial férdelningen dd sannolikheten
for att en hindelse intraffar i n st forsok dr liten, beroendet mellan dem
ar svagt och antalet forsok n dr stort. Fordelningen har endast en parame-
ter, medelvérdet u vilket mdste vara positivt och bestimmer fordelningen
fullstandigt. Fordelningen beskriver hdndelser som intraffar slumpmassigt
och oberoende 6ver tiden, sdidana hindelser genereras av en rdkneprocess
kallad poissonprocessen. En rakneprocess {N(t) > 0, t > 0} definierar Ross
(2007) som en poissonprocess med intensitet A > 0 om den uppfyller

() N@©O) =0

(i) Stationdra inkrement, antalet handelser i ett intervall
ar endast beroende av intervallets langd.

(iii) Oberoende inkrement, antalet hindelser i icke
overlappande intervall dr oberoende.

(vi) P(N(h) =1) = Al + o(h)
(v) P(N(h) >2) = o(h).

Baserat pa kriterierna ovan kan det visas att antalet hdandelser i ett intervall
av langd t dr Poisson fordelat med intensitet At.

Om Xj,..., Xy dr oberoende poissonfordelade stokastiska variabler med
parametrar Ay, ..., A sd dr vektorn X = (X, ..., Xy) givet det totala antalet
observationer Zle X; = n multinomialférdelad (Bishop et al.|(1975)).

n~ PO(Z‘]]?:1 A;) och XIZ"]‘-:1 X; =n ~ Multi(n, )
A

k
Y14

XiIZI;:1 X; =n ~ Bin(n,7;) diar m; =

Den simultana férdelningen for X kan delas upp som produkten P(X) =
P(X|n)P(n) samt att likelihood funktionen kan faktoriseras som en produkt
av tva oberoende funktioner Lys(m)Lp,(A) da 1 inte bar ndgon information
om n och den omvénda relationen giller.
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2.2.2 Poisson log-linjir modell

Eftersom medelviardet for poissonfordelade stokastiska variabler dr strangt
positivt dr en additiv modell av medelvidrdet inte helt tillfredsstillande.
Lankfunktionen n = }; fix; kan anta negativa varden for vissa parameter
och kovariat kombinationer givet identitetslinken y = n foljaktligen dven
medelvardet y. Dock kan vi forsdkra oss att u forblir positiv, ansittning av
modellen med multiplikativa effekter for u = exp{n} innebdrande en log-
lankfunktion 1 = log(u) och att den linjdra prediktorn foljer den additiva
linjara modellen snarare 4n medelvardet (McCullagh och Nelder|(1989)).

Beteckningar

Ay =  Medelvidrde for antal intréffade fall vid tidpunktt =0,...,t

px = Sannolikhet fér rapportering med férdréjning x = 0,...,7
Antagande
1. Antal fall i varje cell &r oberoende poissonfordelade med medelvérde
Hij
M ~ Po(ury) 1= g(p) n=XY"xiB;
Observationerna ar log-lankfunktion linjar prediktor av
poissonfordelade g(-) = log(*) kovariater xq, ..., X,

Genom att ansitta den multiplikativa modellen for medelvardet korrigeras
antaletintrdffade hdndelser vid tidpunkternat = 0, ..., T med sannolikheten
for varje fordrojning

Mtx=/\th t,x=0,...,"[. (47)
Som tidigare noterat &r andramoment och variansfunktion lika da a(¢) = 1,

V([th) = Utx. (48)

Fordrojningensfordelningen ar har av huvudsakligt intresse, antas implicit
vara stationdr for x € [0, t] samt att alla hindelser dr intraffade vid maximal
fordrojning x = 7. Med en separat parameter for varje fordrojning, inget
antagande om dess férdelningen och dd intervallens langd i bade f och x led
gar mot noll, kan skattningarna av p, anses som analoga till de erhallna av
“product limit estimate” under trunkering (Sellero et al.|(1996)). Fortsatt
ar Ny(;—y oberoende poissonfordelade ochilikhet med Lawlessmodell sétter
vi medelvirdet till 6;,
T—t
etzzytxzmptu—t) t=0,...,1 (49)

x=0
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dar
pix = At fr(x). (50)

Till foljd av att likelihoodfunktionen f6r den icke betingade férdelningen av
n; = (ny,..., 1) kan faktoriseras i Lyi(m) (5) och Lp,(0;) av totalen Ny,
ges de resulterande ML skattningarna under stationéritets antagande for
de senaste m + 1 perioderna och t = 0,...,7 av 6, = Ni(r—) samt g(x) lika
med (Lawless| (1994)).

For en poissonférdelad responsvariabel dr den kanoniska lankfunktionen
O(ux) log-lanken (42), om denna ansitts ges de multiplikativa effekterna pa
medelvardet av additiva i den linjdra prediktorn och O(u) = g(pit),

N = aj + fr. (51)
Med a; = log(A;) B; = log(px) eller i likhet med variansanalysmodellen,
NMx=p+ar+Pfx ar=p1=0 tx=0,...,7 (52)

Utover intrddes- och fordrojnings effekter kan dven diagonaleffekt mot-
svarande kalendertidpunkt for observation yx, k = t + x (modulo 12) samt
sdsong for intréffade inforas. Nar sedan ML skattningarna for parametrarna
i den linjdra prediktorn berdknats, uttrycks det totala antalet hdndelser av,

T

Nt"( = Niyc-t) + Z firr t=0,...,7T (53)

x=1—t+1

Dessa skattningar av Ni; visar Renshaw och Verall (1998) 4r ekvivalenta
med skattningar erhallna fran Chain-ladder (34), och Lawlessmodell
med antagande om stationdritet for hela den observerade perioden. Ett
stickprov fran poisson, multinomial eller da de utgor en produkt av mul-
tinomialfordelade stokastiska variabler resulterar samma ML skattningar
(Bishop et al. (1975)). Detta ar en viktig pusselbit som knyter ihop bada
modellsektionerna. Chain-ladder dr endast ett enkelt satt att hitta ML skatt-
ningarna for den betingade likelihooden Ly och f6ljaktligen dven Poisson
modellen, ddrav dr Chain-ladder metoden lamplig att appliceras pa antal
IBNR hindelser men dock inte for dess monetira varde (Renshaw och Ve-
rall| (1998)).

I fallet det underliggande antagandet om poissonfordelning ar ogiltigt,
exempelvis dd variationen i data 6verstiger den given av medelvardet kan
fortfarande fordelningen anvandas. Genom att utdover parametrarna
i den linjdra prediktorn dven skatta a(¢) = ¢ vilken korrigerar for extra
variation, V(ny) = V(uw)p (Agresti (2002)).
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Garantier

Den log-linjara modellen anvidnds dven med fordel da problemet utvidgas
ytterligare en dimension for att anpassas till antalet garantiansprak som
rapporterats till producent. Varje ansprak besitter information avseende
tidpunkt for forsdljning s, dlder t och rapportfordrdjning x. Antalet n5, antas
fortfarande var poissonférdelade med multiplikativa effekter ps = NsAspy.

Beteckningar

N; = Antal produkter som séljs dags: 0 <s<v
At = Medelvirde for antalet ansprdk t dagar efter forséljning, 0 <

t<rt.
px = Sannolikhet att ett ansprdk rapporteras i databas x dagar efter
att det har intréffat.
Antaganden

1. Antalet ansprdk t dagar efter férsdljning ~ Po(A;), ddr A; dr oberoende
faktorer avseende nir produkten tillverkades och saldes.

2. Mgy ~ Po(ystx) dar Ustx = Ns/\tpx O0<s+t+x<T.

3. py dr oberoende av ndr ansprdket intraffade.

t X
Ar = Z;) Ayw och Py= Z;) Pu (54)
u= u=

Fokus skiftar till att prediktera det genomsnittliga antalet ansprak m(t) for
produkter av dlder ¢,

T (o]
s=0 szo Nstx

m(t) = t=0,1,...,7 (55)
s=o Ns
dér N; ar antalet sdlda enheter tidpunkt s. Och det genomsnittliga antalet

ansprdk pd produkter fram till och med élder ¢,

t
M(t) = Z m(u). (56)
u=0

Som tidigare konstrueras och maximeras likelihoodfunktionen, med de
resulterande ML skattning av antalet ansprak t dagar efter forsdljning,

n.t.

A =
! RT—t

t=0,...,1. (57)
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Figur 4: Ansprak med férdrojning v, dér det streckade omrddet representerar icke
observerbara hiandelser {s,t,x: 0<s<7, tT—v<t+x <1}

Daér n.. ar antalet ansprak pa produkter som é&r ¢t ar gamla och R._; dr det
reglerade antalet produkter av dlder t som det finns risk att ett ansprdk
tillkommer innan kalender tidpunkt 7.

nt = Z Z‘ Mgty Och  Re_y = TZ_t‘ NsPrt—s (58)
=0

s+I<t—t s

Eftersom n.. dr antalet som rapporterats innan kalender tidpunkt 7 och R,—;
reglerar for antalet som riskerar ansprak, skattar kvoten m(t),

t
m(t) = A, och NI(t) = Z A (59)
u=0

Observera att om P,_;_s = 1 foralla s € [0, T —t] d.v.s. alla ansprdk rap-
porterats for produkter av alder ¢ innan kalender tidpunkt 7 blir A obser-
verat antal ansprak genom totalt antal sdlda produkter fram till kalender-
tidpunkt 7 — t For att skatta antalet ansprdk som har rapporterats och ej
.. kan vi anvdnda det “nominella antalet” som riskerar garanti ansprak,
R, - SN, b

A== = = .. (60)
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For att sedan skatta p, foreslar Kalbfleisch et al.|(1991b) bland annat maxi-
mumlikelihood av den trunkerade férdelningen av fordrojningar, pa sam-
ma sdtt som i Lawlessmodell.
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3 Tillampning
3.1 Fastighetsprisstatistik

Prisstatistik anvands som underlag for att bl.a. utvardera prisutveckling,
vid bestdmning av taxeringsvdrdeniva och ge information om omséttning
av fastigheter. Statistiken tas fram av SCB i tvd serier, pris- och lagfartsstat-
istik. Den forstndmnda bestdende av marknadsmaéssiga kop innefattande
fastighetsprisindex (FASTPI) — uppdelad for egnahem och fritidshus samt
efter region, kopeskillingskoefficient och kvadratmeterpris. For att bedoma
vardeforandringen av en fastighet 6ver tiden dr det lampligt att anvanda
FASTPI, dock for den aktuella vardenivédn dr kdpeskillingskoefficienten en
mer passande statistika. Den andra dr av antalet beviljade lagfarter indelade
efter fastighetstyp samt dess underliggande klassificering.

Vid kop av fastighet skrivs ett kopekontrakt mellan kopare och séljare inne-
hallande uppgifter om fastighet, kopeskilling, tilltrdde etc. Endast 6verrens-
kommelse angiven av det skriftliga kopekontraktet dr giltig dock kan detta
brytas med vissa forbehall. Forvarv av fastigheten ar slutligt genomford
vid tidpunkt T; da kopebrevet undertecknats av bada parter, vilket funge-
rar som kvitto for betalning av fastighet. Darefter méste koparen sjélv via
mdéklare eller banken gora en ansokan om lagfart d.v.s. officiell registre-
ring av forvérv av fast egendom samt inteckning av fastighet som tryggar
bankens pantritt. Lagfart ska enligt lag sokas senast tre mdnader efter att
officiell handling avseende kop upprittades (kopebrev). Ansokan skickas
till ett av inskrivningsmyndighetens sju kontor som déarefter handlagger
drendet. Beredning av anstkan pa respektive inskrivningsenhet tar olika
lang tid innan beslut, beroende pd arbetsbelastning och drendets svarig-
hetsgrad.

‘ Képekontrakt H Képebrev (T)) H Ansdkan om lagfart H I nskrivning |
I

|
Handlaggning H Inskrivning godk&nns  Avisering av inskrivningar

| | '
| Komplettering | ‘ Handlingar skickas LMV Géavle H Utfdrdande av lagfart |
I

[
| Ny inskrivning | ‘ Registrering (T, + X)) H Rapportering till SCB ‘

Figur 5: Handelseforlopp fran forvarv till rapportering till SCB.

Uppgifter om lagfart formedlar inskrivningsmyndigheten (del av lantmét-
eriet) till skattemyndigheten som i sin tur lamnar uppgifter avseende taxe-
ring (arligen). Uppgifterna om forvarv och taxering kombineras i ett register
i Fastighetsdatasystemet hos Lantmaéteriet som 16pande rapporteras till SCB
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och bildar lagfarts- och fastighetsprisregistren.

Statistiken som sammanstills av SCB publiceras for varje kvartal och med
tva manaders eftersldpning for att sd stor del som mojligt av lagfarna kop
ska hinna registreras. De publicerade siffrorna for varje kvartal revideras
dérefter kvartalsvis for att dven innefatta sent registrerade forvarv, detta
fortgdr fram till och med maj pafoljande ar i samband med publicering av
arsstatistiken vilket rdknas som faststdllda siffror. Detta innebér en struk-
turell snedvridning och underskattning av de senare perioderna da siffror,
kvartal ett har ungefdar nio mdnader liangre tid pd sig att rapporteras i
jamforelse med drets sista kvartal.

For kvartal- och arsstatistiken kan det vara av intresse att skatta omséattningen
pa fastigheter i bestdndet till foljd av den underrepresentation av den verk-
liga, beskriven ovan och kan anvandas for tidiga konjunkturindikationer.

Denna del avser att illustrera hur vi med den log-linjara modellen kan
gora en tidig skattning av arsstatistikens slutgiltiga siffror.

3.1.1 Beskrivning av data

Data som har anvénts for analys av lagfartsstatistik har erhallits fran Statis-

tiska Centralbyrans fastighetsprisregister. Databasen bestar av en huvudta-

bell med information om fastighetsforvirv registrerade vid Lantméteriverket
(LMV), innefattande 46 variabler bland andra fangeskod (se Appendix A.3
Ordlista), férvarvsdatum, registreringsdatum, lanskod och typkod vid fas-
tighetstaxering. Huvudtabellen dr i sin tur kopplad via ett unikt 6verlatelsenummer
till sex mindre tabeller med uppgifter om kdpare och séljare samt specifika
variabler efter typkodsklassificering.

Avgrinsning

Den fullstindiga tabellen innehéller 703 164 observationer av forvarv mel-
lan 1996-01-02 och 2009-08-07 varav den langsta fordréjningen mellan férvérv
och registrering uppgar till 3 578 dagar. For att mdngden data ska bli mer
hanterbar avgrédnsas analysen till att endast omfatta vanliga kop (normal-
och specialfall) av smdhusenheter avsedda som heldrsbostad, gjorda tidi-
gast den 1 januari 2007 och beldgna i Stockholms ldan. Antalet observationer
reduceras till 27 302 och ldngsta registrerade fordrojning 747 dagar. Denna
avgransning dr dven motiverad da fordelningen av beviljade lagfarter i hela
landet i jamforelse med Stockholms ldn &r nést intill identisk med skillnad

i skalfaktor (figur [6).
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Figur 6: Fordelning av registrerade lagfarter efter rapportférdrojning i dagar, hela
landet exklusive Stockholm ldn (tfjock linje) och for Stockholms ldn (tunn
linje), mellan 20070101 och 20090812.

3.1.2 Modellering

Den mest naturliga borjan &r att underscka vara majligheter att prediktera
antal fastighetsforvarv under ett ar efter passerat arsskifte, med tillgénglig
data. Genom att dela in antalet forvarv efter madnad for intraffande och med
en fordrojning grupperad i manader 4 30,4 dagar erhdlls en tabell med
12 médnader for intraffande och fordrojning. Eftersom januari dr den forsta
observationsmanaden motsvarar den f = 0 och den sista december t = 11,
enligt tidigare notation. Vidare bor det noteras att SCB endast far leverans
av data en gdng i manaden infallande den 12e, vilket innebér att antalet
intrdffande forvérv i december och som har ett registreringsdatum efter den
12e forst kommer att vara kdand den 12e januari eller februari pafsljande ar.
For att f4 ekvidistanta intervall anvdnds endast data for upp till och med
beviljande per den 31 december d.v.s. en trunkeringstid motsvarande 365
dagar. Ar 2008 viljs att undersokas d& publicering av &rsstatistik redan ar
passerad samt de sanna vardena anses kdnda.

0 1 ... 8 9 10 11
jan | 647 8 ... 1 2 0 0
feb | 783 133 3 0 0 -
nov | 484 65 - -
dec | 191 - - . -

Tabell 2: Trunkerad kontigenstabell med férvarv under 2008 och trunkering med
avseende pd 365 dagar.
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Tabell[2]visar antal registrerade fastighetsforvarv 2008, trunkeringen dr med
avseende pa observation fram till och med den 31 december, T = 365.

Den multiplikativa modellen fér medelvérdet och log-lankfunktionen ger
den linjdra prediktorn,

Nx=ar+pPy t=0,...,11 x=0,...,11 -t (61)

Parametrarna for forvarvsmanad a; respektive fordrojning Sy skattas genom
maximumlikelihood for Poisson fordelad respons ¢ = 1, med proceduren
GENMOD i SAS® 9.1. Till féljd av att vi endast kan observera intréffade
hédndelser upp till och med 9 manaders f6rdrojning skattas endast paramet-
rar for dessa 10 intervall av férdrojning.

1200

1100+

2 A~ PR

800
70O
500+

500

Artal regstrerade lagfanter

4001

300+

200+

100+
Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Now Dec Jan
Manad for forvary, 2008

Figur 7: Antal beviljade lagfarter i Stockholms lan per ménad for registrering 2008.
Faktiskt utfall (heldragen linje), skattade varden (kortstreckad linje)
och observerade vdrden (langstreckad linje), trunkering med avseende pé
365 dagar.

Genom att underscka antalet beviljade lagfarter efter manad for registre-
ring (Figur kan vi observera att januari och september har ett hogt
antal medan juli tenderar att ha ett ldgt antal beviljade lagfarter. Samtidigt
tenderar speciellt antalet forvérv i juni samt november/december ha langa
fordrojningar (Figur [1T). Rimligtvis 4r detta effekter av semester perioder
som infaller under jul och sommar, dar den senare dr kdnd sedan tidigare.
For att anpassa modellen till dessa effekter infors parametrar och indikator
variabler I for den forsta (0 = t + x modulo 12), sjunde (6 = t + x, modulo
12) och nionde (8 = t + x modulo 12) diagonalen motsvarande forvarv i
januari, juli och september. Den linjdra prediktorn ges nu av,

Nix = at + Bx + Yljan + 0Ly + €lsgpr £=0,...,11 x=0,..., 11 -t (62)

Modellen presterar bittre i flertalet intervall (figur [9), speciellt avseende
november vilken uppvéarderas med 98 registreringar, dock forblir december
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kraftigt underviarderad. Detta ar en effekt av att endast halva cellen for
intrdde i december dr kidnd, vilket dven géller for 6vriga utefter samma
diagonal. Om hénsyn tas till denna effekt och tabellen istillet trunkeras
med avseende pa hela celler, observeras celler med samtliga férdrojningar
och resulterar en bittre anpassning till den sista médnaden ddaremot med en
nagot storre diskrepans for 6vriga ménader (se Appendix A.2 Figur([13).

1400

1300

12004

1100

Antal registrerade lagfarter

Jan Apr Jul Oct Jan Apr Jul Oct Jan
Manad

Figur 8: Antal registrerade lagfarter i Stockholms lan per ménad for registrering,
mellan jan 2007 och dec 2008.
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Figur 9: Antal registrerade lagfarter i Stockholms ldan per médnad for registrering,
2008. Faktiskt utfall (heldragen linje), skattade varden (kortstreckad
linje) och observerade vérden (langstreckad linje), trunkering med avse-
ende pa 365 dagar.
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Maénad | Utfalll Obs?2 Obs3 (61)> (62)*> (62)°
jan 791 788 789 788 788 789
feb 1005 1000 1001 1002 1003 1014
mar 752 743 744 744 745 751
apr 969 962 963 964 970 978
maj 864 858 859 864 869 873
jun 1117 1103 1106 1111 1123 1132
jul 942 938 938 948 968 978
aug 1009 986 987 1004 1020 1026
sep 924 873 895 900 919 949
okt 1067 982 1017 1038 1094 1153
nov 730 549 624 628 726 849
dec 956 191 376 313 504 1044
Y, 11126 9973 10299 10304 10729 11536
A -1153 -827 -822 -397 410

Tabell 3: Antal registrerade lagfarter per ménad 2008.

Forst bor vi notera att parameter skattningarna i den linjdra prediktorn,
erhdllna frdn proceduren GENMOD, inte dr definierade for den icke ob-
serverbara delen av kontingenstabell [2, utan endast f6r virden till vanster
om tidpunkt for trunkering. Om vi dessutom ldter avvikelseparametern
variera fritt far vi en kraftig dverspridning i samtliga modeller. Parametern
¢ skattad med kvadratroten ur deviance dividerat med antal frihetsgrader
resulterar i ¢ = 5,66 for modell (62) under cell trunkering och i samma
storleksordning for ovriga modeller samt trunkering med v = 365 dagar.
Resultatet dr foljaktligen inte i linje med det underliggande antagandet om
poissonfordelad respons. Parameterskattningarna paverkas dock inte av
poissonantagandet och 6verspridningen déd endast lank- och variansfunk-
tion anvands for att erhalla ML skattningarna.

1Utfall per den 12 augusti 2009.
*Trunkering med avseende pa 365 dagar.
®Trunkering med avseende pa hela celler.
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4 Sammanfattning

Modeller

1)

(2)

Jamforelse

Lawlessmodell

Lawlessmodell

Chain ladder

Chain ladder

Trunkeringsmodell

Trunkeringsmodellen

Poisson log-linjar modell

Tvasidig variansanalysmodell

Poisson log-linjar modell

Poisson log-linjar modell
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(1) diskretiserar data och antar en-
dast stationdritet i fordrojningsfor-
delningen for ett begrinsat intervall
av observerad period, annars resul-
terar (1) och (2) i lika skattningar.

Den icke betingade fordelningen
av n; kan faktoriseras i Ly(mr) och
Lpo(6;). Darfor resulterar bade (1)
och (2) i samma ML skattningar av
fordrojningsfordelningen g(x) .

Enligt Kremer| (1982) resulterar (1)
och (2) i identiska skattningar dock
ar de inte exakt ekvivalenta (Ren-
shaw och Verall| (1998)).

(2) med den linjdra prediktorn gi-
ven av ekvation (52)) resulterar i ek-
vivalenta skattningar av N;; med
(1). Modell (1) &r egentligen endast
ett enkelt sdtt att hitta ML skattning-
arna av den betingade likelihooden
Ly.

Med en separat parameter for var-
je fordrojning, inget antagande om
dess fordelning och da intervallens
langd gar mot noll i bade ¢ och x
led kan skattningarna av py i (2) an-
ses analoga till G(x) (ekvation )
erhallna av (1).



5 Diskussion

I samtliga modeller antas implicit att man kan extrapolera skattningar av
fordrojningsfordelning, utvecklingsfaktorer eller parametrar pa den icke
observerbara delen av kontingenstabellen A°.

Modellerna som har avhandlats resulterar i ekvivalenta eller likartade
skattningar med skillnad i vilken information som anvénds for att dessa ska
uppnds. De observerade hiandelserna grupperas antingen i celler, represen-
terade av intervall for intrdde och rapportering eller sa tas hansyn till hela
datamédngden i form av exakta datum. Det férstndimnda forfarandet under-
later beaktande av delvis observerade celler eftersom de klassificeras som
strukturella nollor. Foljaktligen gar mojligtvis viktig information forlorad,
detta exemplifieras tydligt i tillimpningen pa lagfartsstatistik (Figur 9} [13).

Dérefter infors antagande om stationdritet av fordrojningarnas fordelning
genom att vélja en delmdngd av observerad triangel som modellen ska
anpassas till, antingen efter samtliga observationer/celler alternativt en-
dast for ett viss intervall av m + 1 perioder, lampligen de senast obser-
verade. Eftersom fordrojningarnas férdelning spelar en central roll dr det
vart att ifrdgasdtta om dessa dr den mest lampliga formerna att modellera
fordrojningen pa. Om data existerar for intrédffande i tidigare perioder T < 0,
kan ett parallellogram vara mer passande dd varje parameter for samtliga
fordrojningar skattas med lika mdnga observationer, fortfarande endast er-
hallna fran de senaste m + 1 observerade perioderna (Fac (1997)). Manga
tillampningsomraden visar rimligtvis pd icke stationéritet, handelser paver-
kas av yttre omstdndigheter som inflation, ekonomisk aktivitet, trender eller
liknade. Darfor méste en avvagning goras mellan langden pa stationdritets
antagandet och forlusten av information.

/

Figur 10: Mojliga former.

Vidare finns det flera mdjliga modeller for skattning av OBNR héandelser
som inte har inkluderats i denna rapport. Bland annat kan regressions-
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modeller for riskfunktionen i omvéand tid stéllas upp, déar g(x) modelleras
med logit eller komplementerande log-log transformation (Kalbfleisch och
Lawless (1991a)). Detta kan vara lampligt om stationdritetsantagandet inte
ar uppfyllt, och leder oss till att beakta en utvidgning av dér fordroj-
ningsfordelningen far fluktuera slumpmaéssigt genom att anta en sanno-
likhetsfordelning for f;(x). Mer specifikt antar Lawless| (1994) att vektorn
f; = (f:(0),..., fi(1)) foljer dirichletférdelningen.

Huvudtemat i den andra delen, parametriska modeller bygger pa teori
om generaliserade linjara modeller. Dessa karaktériseras av antagandet att
de underliggande observationerna adr oberoende, detta innebaér att tidsserie
modeller som bygger pa autokorrelation exkluderas (McCullagh och Nel-
der|(1989)). Ett alternativ till ovanstdende kan déarav tillhéra denna klass av
modeller.

Eftersom vért syftet specifikt varit att erhalla punktskattningar har andra
viktiga hdnsynstagande asidosatts, sd som undersokning och jamforelse av
skattningarnas variabilitet, antaganden om responsvariabelns férdelning
och hypotestest for fordrojningsférdelningens stationéritet. Detta aterstar
for senare studier likasd utvidgning och speciell modellanpassning for
tillampning pa lagfartsstatistiken.

Detta examsensarbete likasa fortsatta studier kommer att vara anviandbara

for SCB eftersom snabbare rapportering dr hogt varderad och modellerna
kan anvdndas pa ett flertal omrdden.
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A  Appendix

A.1 Hairledning

Ekvationer (3) och (4)

fi(x) _ Fi(x) = fe(x) _ Fi(x-1)
Fi(x) Fi(x) Fi(x)

1-gi(x)=1-

Fi(x)  Fx) Fx+1) F(r-1) 71
o~ FarDRGTD R - 110780

Likelihood

Likelihood funktionen for vektorn X = (Xj,...,Xr) av kategorier givet
totala antalet observationer ZiTzl X; = N och vektorn p = (p1,...,pr) av
sannolikheter for att en hdandelse intriffar i respektive kategori.

X | N ~ Multi(N, p)

T T-1 T-1
)prl prpri:{n: xi:N—xT}:
=1 ]

i1 xr! Hl 1 x!

N! N 1 S n! =
— . X7 1 _ —XT - ° ")‘Ci —
(N —xp)! FT (t=pn) (1 —PT) 15 xit Vi

T-1 ) Xi
{ZT ~ Bin(N, pT)} = f(Zr = x7) HT# [ Trizl ) =..=

i=1 Xi =1

T
= [[f@i=x) dir Z~Bin(N-Xi,x;, pi/Li,p))

i=1
Detta 4r samma likelihood som presenteras i Lawless (1994) men dock med
de normerade sannolikheterna g;(x) istillet for p;/ Z}:l pj-

Ekvation (34)

Sista steget i ekvation (34) far vi genom att inse,

T—X T—t N Nt( n T—X
Nix = Np—2e— 0 =} Ny D
; tx Z{ tht(x—l) Ntx } ; tHx-1)Mtx
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A.2 Figurer

Ménad fér forvév

Férdrdining i manader

Figur 11: Konturplot av manad for férvarv mot férdrojning, mellan 20070101 och
20090812. De yttre “ringarna” markerar lagre frekvenser av registreringar
och de inre hogre frekvenser.
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Figur 12: Jamforelse mellan antal registrerade lagfarter per ménad 2007 (heldragen
linje), 2008 (langstreckad linje) och 2009 (kortstreckad linje).
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Figur 13: Antal registrerade lagfarter 2008, trunkering med avseendee pé celler.
Faktiskt utfall (heldragen linje), skattade varden med (kortstreckad
linje) och observerade vdrden (langstreckad linje).

Betinged kumulativ sannolikhet

o 30 60 S0 120 150 B8O 210 240 270 300
Férdrdining i dagar

Figur 14: Product Limit Estimate av den betingade sannolikhetsfunktionen
P(X < x|X < 1), berdknad med proceduren PHREG i SAS® 9.1.
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Anel regjstrerade lagferter
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Figur 15: Faktiskt utfall (fet linje), skattade virden med och 13 manaders trun-

Antal registrerade lagfarter

kering (kortstreckad linje) samt observerade varden och 14 manaders
trunkering (l&ngstreckad linje).
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Figur 16: Faktiskt utfall (fet linje), skattade viarden med och 12 ménaders trun-

kering (kortstreckad linje) samt skattade varden med och 13 ména-
ders trunkering (heldragen linje).
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A.3 Ordlista

Egnahem,
Hus for permanentboende, innefattande en- och tvafamiljevillor
samt rad- och kedjehus.
Fastighet,
Markomrade som enligt jordbalken utgor fast egendom.
Fangeskod,
Kod som anger hur en fastighet har férvarvats, exempelvis vanligt
kop, slaktkop, byte, gava, arv m.fl.
Kopebrev,
Bevis pa att villkor for forvarv av fastighet ar uppfyllda samt
kvitto for betalning av fastighet.
Lagfart,
Inskrivning i fastighetsregistret av lagfaren dgare och bevis pa
dganderitt av fastighet.
Smahus,
Byggnad avsedd for boende, indelad i egnahem och fritidshus.
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