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Sammanfattning

En bordtennismatch leder till en sekvens av vunna och forlorade
set. Ifall en match slutar exempelvis med 3-0, ar det troligt att vin-
naren var battre dn forloraren. Om déremot en bordtennismatch ar
jimn, dvs. sddan att antal set som dr vunna av matchens vinnare och
dess forlorare skiljer sig med ett mal (exempelvis 4-3), finns det en stor
chans att seger av just denna spelare var rent slumpméssig. I denna
uppsats undersoker vi ett stort antal jAmna matcher (men dven andra
typer av matcher) for att ta reda pd om det finns négon systematisk
tendens inom dessa, dvs. matcher med en viss f6ljd av segrar /forluster
forekommer oftare &n de borde gora, eller att vinnarna av jimna mat-
cher vinner oftast dven de forsta seten, eller tvartom. Undersdkningen
ar baserad pa tva probabilistiska modeller - Bernoulli-modellen och
Markov-modellen. Analys av data med hjdlp av dessa tvad modeller
resulterade i att vi inte kunde konstatera att det finns nagon/nagra
systematiska tendenser i data, med ett undantag. I ett datamaterial,
som avsag barntdvlingen Folksam-Talangen, kunde en signifikant in-
larningseffekt pavisas, i att slutliga vinnaren oftare tagit 6ver matcher
efter att ha forlorat inledande set, dn tvartom.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige. E-post:
kk1986@gmail.com. Handledare: Rolf Sundberg.



Abstract

A table tennis match results in a sequence of won and lost sets. In
case a match ends as 3-0, it is likely that the winner was better than the
loser. If a table tennis match is "even", i.e. that the difference between
the number of sets that are won by the winner of the match and the
number of sets that are lost by that individual is one (e.g. 3:2 or 4:3),
there is a greater chance that the victory by this particular player was
due to pure chance. In this essay we are looking at a large number of even
matches (but also less even matches) to investigate whether there is any
systematic tendency in table tennis matches, for instance, that matches
with a specific chain of victories / losses occur more often than expected,
or that the winners of the even games usually win even the first sets, or
vice versa. The study is based on two probabilistic models - Bernoulli-
model and Markov-model. Analysis of the data using these two models
resulted in that we could not conclude that there is / are any systematic
trends in the data, with one exception. While analysing the data material
for children’s contest “Folksam-talangen”; a significant learning effect has
been observed, which means that the final winner won the games more
often after losing the opening set, than vice versa.
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1 Introduktion

1.1 Inledning

Bordtennismatcher spelas i bést av 5 eller 7 set, alltsa forst till 3 respektive 4
vunna set. Matcher som slutar med 3-0 eller 4-0 séger i de flesta fall att vinnaren
var bidttre dn forloraren. Matcher dar forloraren tar set dr mer intressanta,
sirskilt om de inte avgors forran i sista set, dvs. slutar med 3-2 eller 4-3. Lat oss
kalla dem for jamna matcher. Faktumet att just den ena spelaren blir vinnare i
en siddan match kan bero pa psykologiska skéil, inlarningseffekter och mojligtvis
nagot mer. Ett seger i en jimn bordtennismatch kan vara en ren tillfillighet
ocksa. Sadana effekter kan vi inte studera pa nagot direkt sétt ur matchstatistik.

Vi kan dock undersoka forekomsten av eventuella systematiska tendenser pa ett
indirekt sétt. Nar brukar forlorarna ta sina set i sddana matcher? Vilka sekvenser
ar vanligast, eller dr alla sekvenser i ndgon mening lika vanliga? Vad kan man
tdnka sig av enkla probabilistiska modeller, och passar de med data?

Exempelvis, om seten betraktas som Bernoulli-férsék med vinstsannolikhet 0.5
for vardera spelaren, dr da alla tdnkbara sekvenser som leder till en 3-2 eller 4-
3-vinst lika sannolika? Ifall man gar igenom matchstatistik, kommer det da att
visa sig att data adr forenliga med den modellen? Eller finns det moénstren som
signifikant avviker i frekvens? Till exempel, 14t oss anta att vinnarna av jimna
matcher spelar oftast battre dn deras motstandare i de sista seten, men ej i de
forsta. I fall det verkligen dgde rum, skulle sekvenser déir férlorarnas set kommer
tidigt forekomma oftare &n man skulle forvinta sig. Det kan alternativt vara sa
att spelarna slappnar av efter ett par inledningsvis vunna set och slapper nagot
eller nagra set innan de koncentrerar sig och avgdr matchen.

1.2 Syfte och metod

I detta arbete kommer vi att undersdka faktiska data med avseende pa eventuell
forekomst av systematiska tendenser, och dra slutsatser ur de resultat som kom-
mer att uppnas. Detta kommer att géras med hjélp av tva statistiska modeller:
Bernoulli-modellen och Markov-modellen.

BERNOULLI-MODELLEN. Denna modell utgar fran ett antagande att en sekvens
av set i en bordtennismatch ses som oberoende Bernoulli-forsck med en viss
parameter p. Med detta antagande som bas kommer vi att konstruera en statis-
tisk modell fér hur en typisk bordtennismatch skall se ut. Vidare kommer vi att
jimfora var modell med faktiska data, underséka om avvikelser i datamaterialet
ir statistiskt signifikanta, och dra slutsatser.

En del fragor som kommer upp da man ska anvinda Bernoulli-modellen avser
parametern p. Vi kommer att klargora dess betydelse i modellen, och underséka
ett eventuellt samband mellan den och sannolikheter f6r de olika sekvensernas
forekomst.



Den allminna Bernoulli-modellen kommer vi att tillimpa péa alla typer av
matcher vi har, det enda kravet dr naturligtvis att férlorare ska ta minst ett
set 1 dessa matcher. De jimna matcherna, som &r av storst intresse for oss,
kommer vi dven att underséka med en modifikation av allmdnna understkn-
ingsmetoden inom Bernoulli-modellen. Den gar ut pa att testa om det finns ett
beroende inom olika set i jAmna matcher.

MARKOV-MODELLEN. Héir kommer vi att se pa seten i en bordtennismatch av
typ 4-3 eller 3-2 som pé element i en Markovkedjemodell. Kérnan av denna
modell blir 6vergangssannolikheten, dvs. sannolikheten att ett utfall i nésta set
inte blir samma som i det foregaende. Vi kommer att skapa en teori-baserad
modell for denna, givet att nagra systematiska tendenser i data inte existerar.
Vidare kommer vi att fa fram en empirisk skattning av denna parametern, och
slutligen undersdka om den empiriska skattningen och modellen passar ihop.

Vi kommer att tillampa Markov-modellen enbart pa data avseende jamna match-
er.



2 Beskrivning av data

Detta arbete dr baserat pa tva omfattande datamaterial. Det férsta datamate-
rialet avser bordtennismatcher pa elitniva (matcherna spelas till 4 vunna set).
Detta inkluderar material avseende Sveriges Mésterskap i Bordtennis ar 2004 —
2009, Junior- och Ungdoms-SM ar 2002-2009, samt Swedish Junior Open 2009.
Detta datamaterial innehaller totalt 411 st. observationer, varav :

e 75 st. jdAmna matcher, dvs. saidana som slutade med 4-3
e 92 st. matcher med slutresultatet 4-2
e 115 st. matcher av typ 4-1

e 129 st. matcher av typ 4-0

Kalla for dessa matchdata adr Svenska Bordtennisforbundets matcharkiv till-
génglig via deras hemsida - www.svenskbordtennis.se.

Det andra datamaterialet avser matcher fran lagtévlingen “Rookie-Cupen” (2009)
och den individuella tdvlingen “Folksam-Talangen” sdsongen 2008 — 2009. Match-
er i tdvlingar av denna typ spelas till 3 vunna set, och deltagare av dessa &r
relativt oerfarna pojkar upp till 15 ar gamla (i regel yngre) respektive barn
upp till 10 ar. Detta material bestar av 266 st. observationer av typ 3-2 samt
449 st. observationer av typ 3-1. Dessa data kommer ifran matchprotokoll som
Stockholms Bordtennisforbund har stéllt till forfogande.

De tva turneringarna som inkluderas i det andra materialet kommer &ven att
understkas separat, eftersom dessa dr tva stora datamaterial var for sig, och
dessutom dr aldern for deltagare av dessa tva turneringar inte samma.

Materialet avseende turneringen ”Folksam-Talangen” innehéller 201 observa-
tioner av typ 3-1 och 119 observationer av typ 3-2. Data gillande "Rookie-
Cupen” bestar av 248 respektive 147 observationer av typ 3-1 respektive 3-2.



3 Statistisk undersokning av data

Undersokningarna genomfordes med hjilp av datorprogrammet MatLab. Utrdkningar-
na av nédvéndiga teststatistikor och p-virden genomférdes bade i MatLab och i
externa fordelningsminiriknare (distribution calculator), som finns tillgéngliga

pa internet.

3.1 Bernoulli-modellen

Huvudantagande i denna modell &r att seten i en bordtennismatch ses som
Bernoulli-férstk med en viss parameter p. Till exempel: antag att spelare A och
B deltar i en bordtennismatch och spelare A vinner den. Om matchen spelades
forst till 4 vunna set, och forlorare (spelare B) har vunnit 2 set i den, kan den
t.ex. se ut sihiar: AABABA, BAAABA eller ABAABA.

For att kunna genomfora en statistisk undersékning av data med denna metod
skall vi gdra ett antagande att olika set i en match &r oberoende, och dven att
resultaten i olika matcher dr oberoende, men med parametern p som varierar
mellan matcher.

3.1.1 Vinstsannolikheten

Vi borjar uppbyggnad av modellen med undersckningen av dess viktigaste kom-
ponent, ndmligen sannolikhetsparametern p. Férst maste vi ge en exakt tolkning
till denna, vilket kommer att ge oss mojlighet att ta reda pa dess egenskaper
och dess inflytande pa var modell. Den tolkningen som man mdjligtvis tror ar
den bista, ir att se p som en individuell parameter som uttrycker individens
férmaga att vinna. En sddan definition av p medfér dock en del komplikationer
vid konstruering av en ldmplig modell, eftersom det dr tva spelare inblandade,
vilket innebér att p inte kan vara individuellt. Darfor definierar vi p pa ett mer
allmint sitt:

Definition. Antag att A och B spelar en bordtennismatch. I Bernoulli-modellen
betraktar vi varje set som ett Bernoulliférsok, dar A har (den okiinda) vinstsan-
nolikheten p. Sannolikheten p far bero pa det konkreta paret av individerna, och
andra omstidndigheter, sdsom stille dir matchen Ager rum, deltagarnas psykol-
ogiska tillstand osv.

Konstrueringen av den fullstéindiga modellen kriver dock att vi besvarar ytterli-
gare fragor avseende p. Hur &r vinstsannolikheten p kopplad till sannolikheterna
for uppkomst av de olika sekvenserna i en bordtennismatch? Kommer en eller
flera av sekvenserna att dyka upp oftare (eller mer sillant) dn férviantat da man
foérandrar p, givet att matcher &r av en viss typ, exempelvis 4-37 Vi besvarar
dessa fragor med en sats som kommer nedan. Innan det ska vi dock inféra f6l-
jande tva beteckningar:



Lat s vara antal set i en bordtennismatch som man beh&ver vinna for att vinna
hela matchen. Lat vidare ¢ std for antal set som matchens forlorare har tagit
/ skall ta i denna match. I en (avslutad) bordtennismatch av typ s:¢ har alltsa
vinnaren vunnit s set, och férloraren ¢ set.

Exempelvis om s = 8, och ¢t = 2, &r en bordtennismatch med dessa parametrar
av typ 3:2. Vi fortsétter med att illustrera satsen:

Sats 1. Givet en viss slutrékning, saknas det nagot samband mellan vinstsan-
nolikheten p och sannolikheten att en av sekvenserna kommer upp.. Dessutom
s& dr samtliga sekvenser lika sannolika, och sannolikheten att en viss sekvens
férekommer dr enbart beroende av s och t. Detta giller for alla matcher av typ
s:t, dar s,t - valfria positiva heltal med s >t .

Bevis. Antag att en bordtennismatch dr av typ s:t enligt ovan. Det totala an-
talet set i denna match blir s+¢. Lat vidare X;... X4, vara stokastiska variabler
saddana att Xp...Xs41¢—1 ~ Be(p). Dessa variabler star alltsa for samtliga seten
i matchen, exklusive det sista. Lat vidare P(Xsy: = 1) = 1. Vi gor alltsa en
betingning som gar ut pa att “titeln” 1 blir tilldelat till hela matchens vinnare,
och 0 - till dess forlorare. Vi fortsatter med att konstatera att eftersom matchen
spelas till s vunna set, och P(Xs4; = 1) = 1, maste

s+t—1

Z Xi:S—l
i=1

Sannolikheten att en viss sekvens dyker upp kan foljaktligen skrivas pa nedanstaende

sétt:
s+t—1

P(Xi=m1,., Xopt—1 = Topi-1 | Z Xi=s—-1)=

i=1

_ P(X1 =21, Xopt1 = Topr 1 N30t " Xy =5—1) (1)
P Xi=s-1)
Ovre delen av (1) kan skrivas som p*~*(1 — p)t. Eftersom X;.. X, 1 &r iid.,
ar:

s+t—1
Z X; ~ Bin(s+t—1,p)

i=1
Detta medfor att man kan skriva om ndmnaren i uttrycket ovan som:

s+t—1
s+t—1
i=1

)p”(l —p)'
Vi far da att uttrycket for (1) kan skrivas om som:

s+t—1

P(Xi=21,.., Xspt-1 = Toyi1 | Z Xi=s—-1)=
i=1



pt(1 = p)t 1 C (s—1!

G L (e L Gt IR CE ]

Satsen dr hirmed bevisad, eftersom uttrycket ovan inte innehaller p.

Det kan dock vara intressant att veta att det finns ett starkt samband mellan
p och sannolikheten att en slumpmaéssigt vald match dr jdmn. Vi bérjar med
foljande definition:

Definition. Lat

(s+t—1)!
C(S:t):(sl)!t!)

Sta for antalet mojliga sekvenser i en match av typ s:t .
Vi illustrerar vidare féljande sats:

Sats 2. Sannolikheten att en slumpméssigt vald match dr jdmn gar mot 0 da
p — 0 eller p — 1 och har sitt maximum da p = 0.5.

Bevis. . Lat P(s:t) beteckna att givet att matcher spelas till s vunna set, dr en
slumpmaéssigt vald match just en s:t match. Med hjilp av formeln ovan far vi

att:
s+t—1

P(s:s—1)=Plt=s-1] > X;=s5-1)=

s+t—1
P(sekvens avtyp s: s — 1] Z Xi=s—-1)=

i=1

ps_l(l —p)s_lC(s is—1).

Vi deriverar detta med avseende pa p. Eftersom C(s:s-1) inte innehaller p, far
vi:

di;)(ps_l(l —p)C(s:5—1)=..=C(s:5—1)(s—1)(p—p*)*2(1 —2p)

Sétter man denna derivata lika med noll far man tre stationdra punkter: p =
0, 0.5, 1. Det &r 14tt att se att P(s:s-1) som en funktion av p antar sitt minsta
varde (= 0) da p=0 eller 1, respektive sitt storsta virde da p=0.5. Uttrycket for
utrikning av storsta virdet dr lika med 0.5%72C(s : s — 1). Detta &r ekvivalent
med 0.8125 for matcher av typ 4-3, respektive 0.375 f6r matcher av typ 3-2 O
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3.1.2 Statistisk test

Vi borjar med att illustrera antal mojliga sekvenser for samtliga typer av match-
er som vara datamaterial bestar av. Enligt resultatena som fatts i den foregéaende
avsnittet fas dessa genom att rékna ut ﬁ

Typ av match (s : t) |41 42 43 31 32
Antal mojliga sekvenser (ﬁ) ‘ 4 10 20 3 6

Nu, néir vi har rdknat ut antal mdéjliga sekvenser f6r samtliga typer av matcher,
ska vi borja analysera vara faktiska data med avseende p& om nagon (négra) av
sekvenserna férekommer oftare eller mer séllant dn de resterande.

Detta kommer att implementeras enligt foljande: Vi tar fram data for hur
ofta olika sekvenser forekommer i en viss typ av match. Sedan rdknar man
ut de forvéntade frekvenserna av en sekvens férekomst, vilka &r alltsd sam-
ma fér samtliga sekvenser enligt Sats 1. Slutligen jamfér man de férvintade
frekvenser med de faktiska, och undersdker om avvikelsen mellan dessa dr statis-
tiskt signifikant. Detta kommer att implementeras med Pearsons Chi-tva test
(Se [Lindgren,1993] for hirledning av férdelning for teststatistika i denna test).

Definition. Lat L vara det totala antalet spelade matcher av en viss typ, och
I — antal mojliga sekvenser. Lat vidare 4 = 1 ... [, O;- antal sekvenser av typ i
som forekom, och E;- det forvantade antalet sekvenser. Var noll-hypotes blir

L
HO:EZ'ZT

Teststatistikan

ir asymptotiskt x?-fordelad med I-1 frihetsgrader.

Dessa teststatistikor illustrerar alltsd hur mycket faktiska data avviker fran var
noll-hypotes. Slutligen rdknar man ut p-virden for samtliga teststatistikor. Se
tabell 1 pa nésta sida for resultatena och p-vérden.

Det maste noteras att ett av villkoren for tillampning av Pearsons Chi-tva test ar
att antalet observationer i en cell (E;) behover vara tillriackligt stort, vanligtvis
storre dn 5. Om antal celler dr betydligt, anses det dock acceptabelt att tillimpa
det ovanndmnda testet dven om 20 eller mindre procent celler innehaller 5
observationer eller mindre (dock inga celler med noll observationer). Dessutom
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Typ av match Teststatistika Antal P-virde
(niva, turnering) frihetsgrader

3-1 (Barn-samtliga) 3.1133 2 0.21
3-1 (Folksam-Talangen) 2.8955 2 0.24
3-1 (Rookie-Cupen) 4.8313 2 0.09
3-2 (Barn - samtliga) 6.1364 5 0.29
3-2 (Folksam-talangen) 7.6500 5 0.18
3-2 (Rookie-Cupen) 2.9200 5 0.71
4-1 (Elit) 1.1724 3 0.76
42 (Elit) 9.5556 9 0.39
43 (Elit) 14.2500 19 0.77

Tabell 1: Resultatena av dataundersdkningen: Det allménna testet

bor det totala antalet observationer inte vara for liten, 50 eller mer &r tillrackligt.
(Se t.ex. [Snedecor and Cochran,1989] eller [Lindgren,1993]).

Data som avser matcher av alla typer férutom 4-3 dr tillrickligt omfattande
bade nar det giller det totala antalet observationer i varje typ av match, och
antalet observationer inom celler (se Beskrivning av data). I matcher av typ
4-3 dr det andra kravet inte uppfyllt, eftersom i en del av cellerna dr antalet
observationer ldgre dn 5 (inga av de &r dock toma celler). Det resultatet som
vi har fatt for 4-3 matcher illustrerar dock ganska tydligt (P-virde = 77%) att
avvikelse fran var modell ar irrelevant. Det &r darfor lampligt att anta att det
faktumet att antal observationer i en del av celler dr for lagt kommer inte att
foréndra var slutsats angdende 4-3 matcher.

3.1.3 Test av fordelning av vunna set

Jamna matcher av typ 4-3 och 3-2 har vi undersdkt med en lite annorlunda
metod. Den gar ut pa att analysera beroendet mellan olika set genom att titta
pa procentuellt antal segrar i varje set, och titta sedan pa avvikelserna mellan
faktiska data och det som hade férvintats. Enligt var modell, skall procentuellt
antal segrar (och procentuellt antal forluster) i varje set utom det sista ligga
runt 50%. Som forut, kommer vi att undersdka om avvikelserna ar statistiskt
signifikanta med hjilp av ett Chi-tva test. Den empiriska datan som kommer att
understkas tabuleras pa nésta sida (se tabell 2). Vi betecknar det observerade
antalet segrar i set ¢ med O; , och later F sta for medelvirden av summan av
O;. Data for forekomsten av varje sekvens for sig hittar man i Appendix B.

Teststatistikor for denna test har samma struktur som i det féregaende avsnittet.
Vi maste dock ta hinsyn till att resultat i en match &r negativt korrelerade,och
darfor multiplicerar vi vara teststatistikor med
s+t—2 25 —3
— =t=s-1]=——7—
s+t—1—a 2s—2—a

12



Typ av match ‘01‘02‘03‘04‘05‘06‘E7&

n

3-2 (Barn-samtliga) 127 | 118 | 141 | 146 133
3-2 (Folksam-Talangen) | 52 | 52 | 69 | 65 60
3-2 (Rookie-Cupen) 75 | 66 | 72 | 81 74
43 (Elit) 32 | 37 | 42 | 45 | 35 | 34 38

Tabell 2: Fordelningen av segrar bland olika set

Typ av match (nivd) | Teststatistika | Antal frihetsgrader | P-virde

3-2 (Barn-samtliga) 5.5714 3 0.13
3-2 (Folksam-Talangen) 5.8500 3 0.12
3-2 (Rookie-Cupen) 2.3919 3 0.5
43 (Elit) 5.5702 5 0.35

Tabell 3: Resultatena av dataunderstkning: Test av férdelning av vunna set

, ddr @ = antal vunna set (exklusive det sista som alltid vinns) = 2 eller 3 (Per-
sonlig information: Rolf Sundberg). Resultatena av undersékningen illustreras i
tabell 3.

3.1.4 Inldrningseffekterna inom jimna bordtennismatcher

Trots att dataundersdkningen i det foregaende avsnittet inte visade pa nagra
storre avvikelser, kan man se att fordelningen av antal vunna set inte ar helt
jamn. Nér det géller turneringen Folksam-Talangen, &r det valdigt tydligt att
matchernas vinnare ar betydligt mer aktiva i de sista seten an i de forsta. En sa-
dan ojimn fordelning av data kan peka pa att det forekommer inléirningseffekter
hos bordtennisspelare eller med andra ord att spelarna lar sig sin motstandares
teknik och tar 6ver matchen. I detta avsnitt kommer vi att testa om sadana
effekter forekommer.

Lat oss anta att inlérningseffekterna verkligen dger rum. I sddant fall skulle
avgorande majoritet av matcher av typ AABB .(s = 5) respektive AAABBB .
(s = 7) vinnas av just spelare B.

Exempel. Antag att en bordtennismatch spelas till 3 vunna set. Antag vidare
att spelare A vinner tva set i rad, men B lyckas utjimna till 2-2. Om B har l&rt
sig sin motstandare under matchens gang och darfor lyckats vinda matchen
sa langt, s bor B ha storre chans att vinna ett avgdrande set. Dock i fall
inlarningseffekterna inte forekommer, kommer bade spelare A och B ha samma
chans att vinna det sista setet, och dirmed, hela matchen.

Alternativt, anta att spelare A skirper sig efter tva eller tre forlorade set, och tar
hem sista set. I fall en sadan foreteelse verkligen &ger rum, skulle majoriteten
av matcher av typ AABB. (respektive AAABBB.) vinnas just av spelare A.
(Punkten i slutet av sekvenserna svarar alltsd mot det setet vars utfall vi &r in-
tresserade av). Motsvarande effekter inom matcher med inledningen AB... eller
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A.... (5-setare), eller A...... (7-setare) borde vara svagare 4n i ovanndmnda exem-
plet. Detta beror forst och framst pa att en kortare bas (antal férbestdmda set
i bérjan av en match) innebér ett hogre antal sekvenser som ligger inom ramer
for var modell, vilket leder till att samband mellan en viss tendens (t.ex. att A
vinner matcher av en viss typ oftare) och var eventuella definition av detta (A
vinner oftare = Spelare skirper sig vanligtvis och darfor vinner de) inte blir lika
konkret och tydligt.

I var understkning kommer vi att titta pd matcher som borjar med AABB.
(5-setare), samt AAABBB., och AAB... (7 setare). I de forsta tva fallen, &r
det enbart ett par sekvenser som vi kommer att titta pa. I det sista fallet,
blir det dock tre olika par av sekvenserna, nimligen AABABB. , AABBAB.
, och AABBBA. . Det som &r gemensamt for dessa dr att de samtliga borjar
med AA, si man kan fortfarande tala om eventuella inlirnings (skérpnings)
effekter med avseende pa spelare A(B). Dock kommer resultat av understkning
av dessa sekvenser inte att ha samma styrka, som resultatet av det “rena” fallet
(AAABBB).

Vi bérjar undersbkningen med att notera att enligt vara antaganden (se bor-
jan av detta kapitel), anses seten i en bordtennismatch vara oberoende och
Bernoulli-fordelade stokastiska variabler, eller tekniskt talat, X1... X1+ ~ Be(p).
Notera dven att en av forutséttningarna ar att det sista setet skall alltid vin-
nas av hela matchens vinnare, dvs. P(X;4; = 1) = 1. Denna forutsittning
innebir att samtliga sekvenser har samma utfall i set s+t och dirfoér bor vi
anviinda nagot trick for att kunna undersoka vara datamaterial med avseende
pa forekomsten av inldrningseffekterna, eftersom denna understkning gar just
ut pa att analysera utfall i sista set.

Forst noterar vi att i fall man inte gér nagon betingning m.a.p. sista set, kan
varje sekvens skrivas pa tva form. Dessa ér sekvensen sjilv, samt dess spegel-
bild. Exempelvis, sekvenserna AABBA och BBAAB ir egentligen en och samma
sekvens. Detta innebér att vi kan genomftra undersékningen av inlérningseffek-
terna pa foljande sitt: Antag att vi vill undersdka férekomst av sekvenserna
AABBA och AABBB. Den sista existerar inte i var data, si vi ersatter den med
dess spegelbild: BBAAA. Vi kommer alltsa att titta pa forekomsten av AABBA
med avseende pad BBAAA, och i fall den senare sekvensen férekommer mycket
mer séllant dn den forsta, dr det ett tecken pa att inldrningseffekterna dger rum
i detta datamaterial.

Vi fortsdtter med att konstatera att enligt Sats 1, dr samtliga sekvenser lika
sannolika i en bordtennismatch av typ s:f. Denna sannolikhet dr enbart beroende
av s och t, men ej av sannolikhetsparameter p. Exempelvis, sannolikheten att det
forsta setet i en bordtennismatch vinns av spelare A &r p. Men sannolikheten
att det forsta setet i en bordtennismatch vinns av spelare A givet att denna
match kommer att avslutas med slutrikningen s:t &r helt oberoende av p. En
naturlig fraga uppstar hér: vad &r sannolikheten ovan lika med? Detta besvaras
med nedanstdende sats, men forst infér vi nagra viktiga begrepp. Vi borjar
med att lata X, = Xy,...,X,, och x, = x1,...,2,. Lat vidare J beteckna
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faktumet att en match &r jaimn och att det sista setet i den skall alltid vinnas
av hela matchens vinnare. Beteckningen J dr helt enkelt en forkortning for
Xert = 1Nt = s —1. Med hjdlp av dessa beteckningar kan vi exempelvis
illustrera Sats 1 som P(Xgi1i—1 = Xgpt—1|J) = ﬁ Vi fortsdtter genom att
definiera kiirnparametern av var undertkning.

Definition. Lat

p=P(Xopi—1 = Xepr—1|(Xspt—1 = Xsp1—1 U Xgpy—1 = Kgqg—1) N J)

Detta uttryck inneb&r sannolikheten att ur tva sekvenser som &r komplement
till varandra exklusive sista set, kommer den ena att dyka upp givet att det sista
setet slutar med A, och givet att matchen &r jimn.

Som man ser, dr p precis den sannolikheten som vi &r intresserade i. Vi fortsétter
med att illustrera satsen:

Sats 3

M:§

Bevis. Parametern p innebir sannolikheten att givet att ndgon av tva sekvenser-
na skall forekomma med sannolikheten 1, skall just den ena (eller den andra)
att dyka upp. Vi far:

p=P(Xopi—1 = Xept—1|(Xsqt—1 = Xgpt—1 U Xgpy—1 = K1) N J) =

P(Xs+t71 = Xs+t71|=]) _
P(Xsii—1 = Xsyt—1|J) + P(Xsp1—1 = Xsqs-1|J)

1
C(s:t)

]

DN | =

1 1
C(s:t) + C(s:t)

Harmed har vi visat att parametern p dr ekvivalent med % for alla sekvenser
inom jdmna matcher da samtliga set innan det sista dr forbestdamda. Vi kommer
dock att behéva understka sekvenser som inte har samtliga set férbestdmda.
Dessa &r sekvenserna av typ AAB...A/BBA...A, och avser matcher pé elitniva.
Om man skall vara korrekt, skall man inféra en egen parameter for sekvenser
av denna typ. Det kommer dock att visa sig att denna parameter kommer att
anta exakt likadant virde som den som definierades ovan, och dessutom s har
de bada samma betydelse i var modell.

Foljdsats. Antag att 1 avser nu bade sekvenser dir samtliga set &r forbestdmda,
och sekvenser av typ AAB...A/BBA...A. Det giller da fortfarande att

M:§
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Bevis. Nér det géller sekvenserna av typ AAB...A/BBA..A, kommer p att
innebéra

p=P(X3=x3000/(X3=x3000UX;=X3,000)1.J)

Notera vidare att P(X3 = x3,000|J) = P(X3 = X3,000|J) = % Genom
att anvénda samma teknik som i bevis for Sats 3, far man att p = % |

Sa lange har vi konstruerat var undersdkning pa antagandet att nagra inlarn-
ingseffekter inte dger rum. Sannolikheten p &r i sddant fall ekvivalent med 0.5,
och denna skattning &r baserad pa antaganden och resultaten av Bernoulli-
modellen. Antag nu att vi har observerat inldrningseffekter i nagot/nagra av
vara datamaterial. Vad skulle detta innebdra? En direkt foljd av detta &r att
om man skattar g ur dessa datamaterial, kommer skattningen att signifikant
avvika fran 0.5. En sddan avvikelse skulle i sin tur tyda pa att nagon eller nagra
av modellantaganden inte haller, och den maste foljaktligen 6verges.

Vi kommer att konstruera var dataunderstkning pa foljande sétt: vi kommer
att ha nollhypotesen p = 0.5, vilket i sin tur innebédr att modellen héaller och
nagra inlarningseffekter inte &ger rum. Alternativhypotesen blir att p # 0.5,
vars direkta foljd &r att modellen inte haller och inlarningseffekter (eller skirp-
ningseffekter) verkligen dger rum.

Vi fortsétter konstrueringen av modellen genom att definiera

n
Y = Z(Xertfl = Xopt—1|(Kopt—1 = Xoqt—1 U Xgt—1 = Xsge—1) N J);
i=1

Hér betecknar n det totala antalet observerade sekvenser av typ Xs4:—1 och
Xsti—1. I fall vi undersoker forekomsten av sekvenserna AAB...A/BBA...A, kom-
mer uttrycket for ¥ innehalla 3 férbestimda set, och 3 “valfria” set, som vi inte
ir intresserade i. Parametern n blir i detta fall lika med summan av samtliga
observerade sekvenser som borjar med AAB eller BBA.

I bada dessa fall, blir Y ~ Bin(n, 1), eftersom matcherna anses vara oberoende.
Lat vidare y std {or antal sekvenser av typ xs4¢—1 (eller x3). I fall y avviker
tillrdckligt mycket fran E[Y] = 3, kommer det att innebéra att inldrnings- eller
skirpningseffekter forekommer. Vi testar detta genom att rikna ut p-vérden for
samtliga datamaterial, dvs. sannolikheter att observera dnnu extremare data &n
det har observerats. Vi illustrerar detta med ett exempel.

Exempel. I turneringen Rookie-Cupen férekommer det 20 sekvenser av typ
AABBA, och 26 sekvenser av typ AABBB. I detta fall blir y = 20, och n =
20 + 26 = 46. Sannolikheten att observera &nnu extremare data blir i detta fall
lika med P(Y < 20). Denna sannolikhet &r ett ensidigt p-vérde, dvs. detta tar
hé&nsyn enbart till eventuella avvikelser med avseende pa sma y. Vi kunde dock
ha observerat stora y ocksa, och dérfor bor p-virdet inkludera den spegelvinda

sannolikheten med avseende pa E[Y] = 5 , eller, med andra ord, P(Y > % +
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Typ av tavling Sekvens Antal m Testets
sekvenser | (slh. for ...A) | p-virde
Rookie-Cupen (3-2) AABB. 46 0.43 0.46
Folksam-Talangen (3-2) AABB. 39 0.31 0.024
Barn-Samtliga (3-2) AABB. 85 0.37 0.03
Elitniva (4-3) AAABBB. 8 0.38 0.72
Elitniva (4-3) AAB.... 22 0.41 0.52

Tabell 4: Resultatena av dataundersdkning: Inldrningseffekterna inom jamna
matcher

|5 —y|) = P(Y > 26). Eftersom binomialférdelning &r symmetrisk da dess
sannolikhetsparameter dr ekvivalent med 0.5, kommer de bada p-virdena ovan
att vara lika. Det tvasidiga p-virdet, som vi ar intresserade i, kommer f6ljaktligen
att fas som 2P(Y < 20) = 2P(Y > 26).

Det dubbelsidiga p-virdet rdknar man alltsa ut som 2P(Y > % + |§ — y|) eller
2P(Y < § — |5 — y|)- Resultatena av undersokningen hittar man i tabell 4.
Skattningarna av p fick man helt enkelt genom att dividera y med n (detta dr

en ML-skattning av sannolikhetsparametern for Binomialférdelade data).

Det verkar vara uppenbart att det laga p-virdet for samtliga data avseende
barnniva beror pa ett dnnu ligre p-virde avseende datamaterialet "Folksam-
Talangen”. Den sista fragan som bor besvaras hir dr vad det laga p-virdet
egentligen innebér. Enligt tabellen i Appendix B férekommer sekvensen AABBB
27 ganger, och sekvensen AABBA — enbart 12 ganger. En sidan férdelning av da-
ta innebir att de spelarna som forlorade tva set forst, men lyckades utjimna till
2-2 i turneringen Folksam-Talangen, vann sista setet och ddrmed hela matchen
mer dn dubbelt si ofta dn deras motstandare. Alltsd dr det laga p-virdet ett
tecken pa att det férekommer inlarningseffekter i turneringen Folksam-Talangen.
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3.2 Markov-modellen

I det foregaende kapitlet har vi baserat den statistiska analysen pa det anta-
gandet att det inte finns nagot beroende mellan olika set. Nu ska dataunder-
sOkningen ga till en bit annorlunda. Vi kommer nfmligen att konstruera en
modell med en Markovkedja som bas. Som i Bernoulli-modellen, &r det en san-
nolikhetsparameter som kommer att skattas. Denna parameter kommer dock
inte att innebdra en sannolikhet for att vinna ett set i en bordtennismatch,
utan en sannolikhet att givet att ett set har vunnits av en av spelarna, kommer
dven nista set att vinnas av denna individ. Analys av data kommer att besta
av tva delar: forst ska vi hirleda en teoretisk skattning av denna parameter, och
dérefter underséka om denna skattning dr kompatibel med empiriska data.

Endast jamna matcher kommer att undersdkas med Markov-modellen. En an-
ledning till detta &r att modellen blir betydligt krangligare om man undersdker
samtliga matcher vi har, men huvudskilet &r att det blir mycket svarare att tol-
ka resultaten av understkningen av icke-jimna matcher, dn resultaten avseende
jdmna matcher.

Vi kommer inte att gi in i detaljer angaende definition och egenskaper av
Markovkedjor, men en intresserad lasare hinvisas till [Ross,2006].

3.2.1 Beskrivning av modellen

Viborjar med att definiera nagra viktiga begrepp som Markov-modellen kommer
att bygga pa:

Definition. Antag att tva individer spelar en bordtennismatch. Vi kallar en av
individerna for spelare 0 och den andra for spelare 1. Lat X; beteckna nummer
pa spelare som vinner set i i denna match. Slutligen later vi

P(lelzXl)Zp, P(lel#Xl):].—p, W:P(Xlzl)

Parametern p star alltsa for sannolikhet att givet att ett set har vunnits av nagon
av matchens deltagare (0 eller 1), kommer denna person dven att vinna nésta
set. Notera att matchen kan vinnas av bade spelare 0 och 1, s& det antagandet
att matchens sista set maste vinnas av en viss spelare (som vi gjorde i det
foregaende kapitlet) &ar inte ldngre aktuellt. Detta leder dven till att vi méaste
pa négot sitt binda ihop spelarnas nummer (0 och 1), och begreppen seger
och nederlag i matchen. Om exempelvis spelare 1 vinner ett set, innebdr det ju
samtidigt att spelare 0 har forlorat det, och fragan vem som &r egentligen setets
vinnare inte blir besvarad. Parametern 7 ar skapad for att 16sa detta problem -
den star for sannolikheten att det forsta setet kommer att vinnas av spelare 1. I
fall 7 ar ekvivalent med O eller 1, kan man se detta ungefér som setbetingningen
i Bernoulli-modellen. Skillnaden blir att betingningen goérs med avseende pa det
forsta setet i stéllet for det sista.
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Notera att eftersom parametern 7 inte dr beroende av p, ar det tillatet att
vilja den fritt. Konstruering av modellen férenklas betydligt da vi later de bada
spelarna vinna matcher med en och samma sannolikhet, och darfér bestdmmer vi
oss att sitta m = 1 —m = 0.5. En f6ljd av detta blir att vi inte behdver ta hdnsyn
till viirden som X; kommer att anta i formlerna ovan, eftersom X; 1 = X, kan
innebdra bade tva segrar eller tva nederlag i rad med lika stor sannolikhet. Vi
fortsatter med att definiera Markovkedjemodellen:

Definition. Antag att 7 &r tilldelad virde % enligt ovan. Markovkedjemodellen
for jamna bordtennismatcher definieras som

(;;){lfp 1;17}

, dér vektorn till vinster motsvarar startsannolikheter i en match, och matrisen
till héger innebidr en Markovkedja dir den lotrita riktningen motsvarar utfallet
av set i-1, och den horisontella riktningen innebér den betingade sannolikheten
for resultatet av set i.

Exempel. Antag att en bordtennismatch spelades enligt féljande sekvens: 1101.
Sannolikheten for ett saddant resultat blir enligt modellen P(X; = 1,X5 =
1,X3=0,Xy=1) = %p(l — p)2. Pa motsvarande sétt blir sannolikheten for
sekvens 111 P(X; =1, X, =1, X3 = 1) = 3p*

Denna modell &r allmén och &r tillimpbar for alla mojliga typer av matcher.
Vi ar dock endast intresserade i jimna matcher, och darfér bor vi exkludera
komplement till dessa (dvs. samtliga icke-jimna matcher) ur fortsatt analys. Vi
bérjar med att definiera nagra viktiga parametrar:

Definition. Antag att s, ¢, och C(s:t) har samma betydelse som i det féregéende
kapitlet. Lat vidare D(s : t) = 2C(s : t), vilket star fér antal mojliga sekvenser
i en match i Markov-modellen. Detta f6ljer av att vi inte gér en betingning att
en match skall vinnas av en viss spelare, vilket fordubblar det totala antalet
mojliga sekvenser. Slutligen definierar vi

gi(lp) =P(X1=21,X0 =29,....Xs =24), i=1.D(s:s—1),
filp) =P(X; =21, X0 =29,... Xs=asft=s—1), i=1.D(s:s—1).

Det 6versta utrycket star for den allménna sannolikheten att en viss sekvens
med ¢t = s — 1 dyker upp. Det nedersta uttrycket innebir sannolikheten for
en viss sekvens givet att en match dr jimn. Vi fortsdtter med att konstatera
foljande:

Lemma.
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Bevis. Det totala sannolikheten att en match blir jaimn & P(s =t — 1) =

Z]D:(‘lqzsfl) g;(p). Enligt formeln f6r betingad sannolikhet far man att

PXi=z1,Xo=22,.. Xs =2, Nt=5—1) 9:(p)

filp) = Pls=1—1) N SR g (p)D

Var nésta uppgift ar att hitta ett uttryck som skulle skatta p med avseende pa
faktiska data. En sats som ska illustreras nedan kommer att vara till hjalp for
detta. Innan det behéver vi dock att infora tva ytterligare begrepp.

Definition. Lat o; sti fér antal forekomster av sekvens 4, ¢ € 1...D(s : s — 1).
Lat vidare n beteckna det totala antalet bordtennismatcher i det datamaterialet
som skall undersokas.

Vi infor slutligen beteckning L(p) = p(01...0p(s:s—1)|p) for likelihood-funktionen
av p.

Sats 4.
D(s:s—1)

L(p) o H £ (p) (2)

Bevis. Eftersom matcherna férutsitts vara sinsemellan oberoende, och

D(s:s—1

)
Z filp) =1

, har de observerade antalen av de mdjliga sekvenserna en multinomialférdel-
ning. Férdelningsfunktionen for detta dr

ol D(s:s—1)

L(p) = — II 7w

01!02....0D(S:3_1)! i

Den delen som inte innehaller p betraktas som konstant med avseende pa p.
Detta resulterar i (2)0

Parametern av intresse skattar vi genom att tillimpa maximum likelihood principen
pa (2). Man skall alltsd hitta ett sddant p som maximerar L(p), eller, med annan
notation, vi stker p =argmax,L(p). Algoritmen for detta &r vilkdnd: man de-
riverar log-likelihooden med avseende pa p, sétter detta lika med noll och 16ser
slutligen den deriverade log-likelihood ekvationen:

D(s:s—1)

d d
—logL(p) =0 <<= —lo i =0.
2 o8 L) 3 108 1;[1 £ (p)

En detaljerad hirledning av ML-skattningen samt utrikningarna f6r p avseende
samtliga datamaterial illustreras i Appendix A. Hér hoppar vi 6ver detta och
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Datamaterial P
Rookie-Cupen 0.5102
Folksam-Talangen 0.4966
Samtliga pa barnniva | 0.5041
Elitniva 0.4897

Tabell 5: Resultatena av dataundersékning: ML-skattningarna av p

gar direkt over till illustrering av skattningarna av p och fortsitter med den
statistiska undersckningen.

Slutligen noterar vi att i fall nagra avvikelser i data inte férekommer, kommer
samtliga o; att vara ungefar lika med varandra. Detta kommer i sin tur innebéra
att (striack ovan star for medelvirden):

0o, —0 = fi(p) = f(p) = gi(p) = g(p) = p—0.5

Med andra ord, kommer p att ndrma sig 0.5 da alla sekvenser férekommer lika
ofta, vilket skulle alltsd innebira att det inte finns nagon avvikelse fran var
modell.

3.2.2 Resultatena och undersékning av eventuell avvikelse fran mod-
ellen

Lésningarna av ML-ekvationer for jimna matcher ur samtliga datamaterial il-
lustreras i tabell 5.

Vi ser direkt att samtliga p ligger valdigt ndra 0.5, och har darfér inga férvant-
ningar om att avvikelsen fran modellen kommer att vara betydlig. Att se det
ar dock inte tillrackligt, utan vi méaste dven underséka om avvikelsena inte &r
signifikanta med hjédlp av ett statistiskt test. En kiirna for detta test dr en sats
som foljer nedan:

Sats 5. Antag att vi vill testa ett hypotes att p = pg, givet att den fullstindiga
modellen férutsatter p = p. Deviansen

L(po)
A= —2log ——
L(p)
ir da approximativt x? fordelad med k frihetsgrader, diir k star for antal parame-
trar som tilldelas specifika virden under noll-hypotesen.
Bevis. Se [Lindgren,1993].

Vi noterar vidare att L(p) dr enbart baserad pa en enda parameter, si var hy-
potes blir simpel. Med andra ord, dr det endast en (och den enda) parameter
som blir tilldelad ett specifikt viirde, si en f6ljd av detta blir naturligtvis att
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Datamaterial ‘ 95% konfidensintervall fér p

Rookie-Cupen [0.466 ; 0.560]
Folksam-Talangen [0.444 ; 0.548]
Samtliga pa barnniva [0.470 ; 0.540]
Elitniva [0.438 ; 0.539]

Tabell 6: Resultatena av dataundersckning: 95% konfidensintervall for p

k = 1. Givet Sats 5, kan den statistiska signifikansen av avvikelser i data testas
med ett antal olika metoder. Har valjer vi att implementera detta genom att
konstruera konfidensintervall for p med signifikansnivd o = 5%. Konfidensinter-
vall kommer konstrueras pa ett sadant sitt att dessa ska innehalla samtliga po
som uppfyller arg, A < X%_% (1). Vi vet dven att en x? férdelad stokastisk vari-
abel med en frihetsgrad ar inget annat dn en standard normalférdelad variabel
i kvadrat (Se exempelvis [Gut,1995]). Konfidensintervallen kommer alltsa besta
av po sadana att

A < (inv (1 — %))2 & A <3.8416=1.96% a=0.05

Man ska alltsé undersdka A som en funktion av py. Konfidensintervall for samtli-
ga datamaterial visas i tabell 6.

Vi visar slutligen en figur som illustrerar sambandet mellan pg och A. Sanno-
likhetsparametern illustreras pa den horisontella alxeln, och deviansen pa den
lodrita axeln. Denna figur avser matcher pa elitniva. (Se Figur 1)
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Figur 1: Samband mellan py och A

4 Diskussion och slutsatser

4.1 Slutsatser

Malet med detta arbete var att undersoka om det existerar nagra systema-
tiska tendenser inom bordtennismatcher, och i fall det var si, skulle vi ta reda
pa karaktdr av dessa. Data som arbetet byggde pa avsag ett antal matcher
som spelades av individer ur olika &ldersklasser och spelnivéer. Med hjilp av
varierande statistiska verktyg kunde vi underséka om den faktiska datamateri-
alens struktur inte f6ljde var hypotes om avsaknad av systematiska trend inom
bordtennismatcher. Dessa verktyg grundade sig pa olika antaganden och var
valdigt skilda varann.

De jimna matcherna, som var av storst intresse for oss, har vi understkt med
hjalp av tre olika metoder. Dessa var:

e Undersokning av férekomsten av olika sekvenser inom bordtennismatcher
(Bernoulli-modellen)

e Undersokning av férdelning av vunna set (Bernoulli-modellen)

e Dataundersokning dar man inte har gjort ett antagande om oberoende
mellan olika set (Markov-modellen)
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De matcherna som inte var jamna undersokte vi med enbart med avseende pa
forekomsten av olika sekvenser.

Medan vi genomférde var undersdkning, kunde en intressant trend noteras,
ndmligen, att data avseende jimna matcher i turneringen Folksam-Talangen
inte hade en jamn spridning, utan de sista seten vanns mycket oftare av hela
matchens vinnare dn de forsta. Ett test av detta datamaterial med avseende
pa fordelning av vunna set resulterade i ett p-virde = 0.07. Ett sddant lagt
p-virde betydde att det mojligtvis finns en tendens i data som vi inte har un-
dersokt, och darfor gjorde vi en ytterligare undersékning av jimna matcher.
Denna understkning grundade sig pa att analysera férekomsten av inldrnings /
skirpnings effekter inom bordtennis, och resultatet av detta blev att hypotesen
om att sddana effekter inte férekommer forkastades pa 5% signifikansniva.

Detta resultat blir &nnu tydligare om man tittar pa den rda data. Namligen,
sekvenserna av typ AABBB forekom mer &n dubbelt sa ofta (27 vs. 12 ganger)
an sekvenserna av typ AABBA avseende Folksam-Talangen - data (se Appendix
B).

Det ska dven noteras att inldrningseffekts-trenden kunde observeras i samtli-
ga jdmna matcher, bade pa barn- och elitniva (se tabell 2). Dessa trend blev
dock inte statistiskt signifikanta (exklusive Folksam-Talangen data) vilket kan
mojligtvis bero pa ett relativt 1lagt antal observationer, vars foljd blev att san-
nolikheter att observera sadana fordelningar av data fortfarande var betydligt
stora.

Resultat av samtliga statistiska test forutom denna speciella undersékning visar
dock att det inte finns nagon statistiskt signifikant avvikelse fran vara modeller.

Nér det galler Bernoulli-modellen, har det visat sig att samtliga datamaterial
(férutom det ovannimnda) foljer vara antaganden néstan perfekt, vilket stodjs
forst och framst av de hdga p-virdena i resultattabeller.

Denna tendens (som innebér att det inte finns ndgon tendens, dvs. att data foljer
var modell) blir &nnu tydligare d& man tittar pa resultaterna av Markovunder-
sOkningen: hypotesvardet 0.5 ligger bekvamt i samtliga konfidensintervall for
sannolikheten p.

4.2 Diskussion

Slutsatserna som vi drog efter vi hade understkt var data kinns naturliga och
forviantade. I fall en av deltagarna i en bordtennismatch dr betydligt duktigare
an den andra, kommer det troligen att resultera i en 3-0 / 4-0 match, som vi
inte kan och inte skulle underséka hir. Om en match &r av typ 3-1; 4-1 eller
4-2, ar det mycket mer troligt att spelarna atminstone ligger pa4 samma niva.
Slutligen, om en match &dr jimn, finns det stora anledningar att tro att spelarna
har ungefir samma spelerfarenhet och &r ungefér lika duktiga. Dessa pastaenden
avspeglas dven av Sats 2.
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Att spelarna &r lika duktiga innebér i sin tur att seten i en match mellan dessa
kommer snarast att vinnas av slump men ej pd grund av nagon systematisk
tendens.

Med andra ord, &ven om nagon sadan tendens verkligen dger rum, behdver den
inte gilla for alla matcher eller deras avgorande majoritet, utan snarare for
nagon del av dessa. En sddan tendens kommer alltsd att déljas pa grund av ett
stort antal helt slumpmaéssiga matcher.

Trots det sa har vi kunnat visa att det foreligger en systematisk trend i data-
materialet Folksam-Talangen. Med hjilp av en undersékning som skulle testa
just denna tendens har vi kunnat pavisa att givet att en match boérjade med
att en av spelarna (spelare A) vann 2 set i rad, men B lyckades utjimna till
2-2, dr sannolikheten mycket stor att B kommer att vinna denna match. Detta
beror mojligtvis pa att B lirde sig sin motstandare under de foérsta seten, och
lyckades foljaktligen vinna matchen trots underlige 0-2.

Det ska dock noteras att vi inte har observerat nagon liknande tendens inom
turneringen Rookie-Cupen, som ocksd &r en barntévling. Detta kan mdojligtvis
bero pa att Rookie-Cupen - deltagare &r i regel dldre dn deras kollegor fran Folk-
sam -Talangen. Ungdomarna, som deltar i Rookie-Cupen har troligtvis mycket
mer spelerfarenhet, och &r mdojligtvis béttre pa att anpassa sig till varierande
situationer inom bordtennismatcher.

Vi har inte heller observerat nadgon avvikelse fran modeller avseende matcher pa
elitnivd. En av mojliga forklaringar till detta faktum &r att i fall en individ &r
en bordtennisspelare pa elitniva, och dr tillréickligt bra for att kunna vinna tva
eller tre set i en match mot en annan elitspelare, innebér det nog automatiskt
att denna person har betydlig erfarenhet inom bordtennis och kan anpassa sig
till sin motstandare. Sa i fall tva bordtennisspelare pa elitnivd méts i en bor-
dtennismatch, och en av de ar battre dn den andra, kommer den som &r béittre
att vinna matchen med 4-0 / 4-1. I fall motstandarna &r jimna, beror nog utfall
av en match mellan dessa pa en ren slump.

Slutligen ska det ocksa konstateras att inlarningseffekts-trenden har vi observer-
at inte enbart for Folksam-Talangen data, utan for samtliga turneringar, bade
pa barn- och elitniva. Tabell 2 illustrerar detta tydligt, ndmligen parametrarna
it avseende samtliga matcher dr mycket lagre &n det férvintade virdet 0.5. Vi
har inte tagit upp detta som ett resultat eftersom dessa trend inte blev statis-
tiskt signifikanta, vilket inneb&r att vi inte kan gora nagra konkreta pastaenden
angaende dessa. Mojligtvis beror dessa hdga p-virden pa att det inte férekommer
nagra inldrningseffekter i respektive dataset. Men det finns ocksa en sannolikhet
att avsaknad av statistisk signifikans av en saddan trend hos dessa datamaterial
beror pa att antalet observationer for dessa var relativt lagt. Det giller speciellt
data for elitniva.

I fall en ny undersékning skulle goras avseende detta dmne, skulle forsta rek-
ommendationen vara att anvinda ett storre datamaterial, om det dr mojligt.
Man skulle dven kunna tillimpa andra, mer avancerade undersdkningsmetoder,
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till exempel skapa en generaliserad linjir modell f6r data, eller forstora det ur-
sprungliga datamaterialet med hjilp av t.ex. bootstrap-simuleringarna. Tillamp-
ning av dessa metoder kommer dock inte nddvandigtvis att ge ett resultat som
skulle avvika fran ett som kommer ur metoder presenterade i denna uppsats.
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A Hirlendning av ML-skattningar

Hirledning och ulrékning av ML-skattningar for p ¢ Markov-modellen.
Vi soker 16sning till ML-ekvationen dip log HiD:(f:s_l) fi(p) =0.
Vi omformar vinster ledet av denna ekvation genom att g over till g;(p):

D(s:s—1)

d
710 ’07 =
ap o8 i|:|1 [ (p)

D(s:s—1) d D(s:s—1)

d 9i(p)
= > Oz‘lngi(p):?p > Oilog(w):

i=1 i=1 j=1 ;(p)

D(s:s—1) D(s:s—1)

() oiloggi(p) —nlog Y gip))

i=1 j=1

d
dp

Vi separerar uttrycket inom parentes i tva delar med avseende p& minustecknet,
och deriverar sedan de nya uttrycken :

d D(s:s—1) D(s:s—1)
—( Y oiloggi(p) —nlog Y gip)) =
dp° o j=1
D(s:s—1) D(s:s—1)
o; ,d 1 d
—(—0i(0)) ~ g (= > 9i(P))
—~  gi(p) dp Zfz(l' Y g;(p) dp j=1

Uttrycket till hdger av minustecknet behdver ej att forenklas ytterligare, efter-
som i denna form &r det enklast att arbeta med. Vi kommer dock att skriva om
det andra uttrycket, vilket kommer att géra det &nnu mer simplifierat.

Varje funktion g;(p) skrivs pa form g;(p) = 1p“i(1 — p)¥*, déir parametrarna u
och v star for antal upprepningar av p respektive (I-p) inom en viss sekvens,
eller, med andra ord, antal 6vergangar av typ X;—1 = X;, respektive X; 1 # X;.
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Notera &dven att 2s — 2 = v + v, och u;,v; > 0. Vi anvinder denna beteckning i
den vanstra delen av uttrycket ovan, och férenklar det :

D(s:s—1) o
(o (1 -p)") =
; zp"i (1 —p)vi dp
P Jopt (1= p) T sl —p) —vip) _
PSS ou(wi(1 = p) —vip)
— p(1—p)
1 D(s:s—1)
o;(u; (1 —p)—vip)=|v; =2(s—1) —u;| =
STy X el p) ) = =20 1)~
D(s:s—1) D(s:s—1)
1 , wu; — 2np(s — 1
—_— Z oi(u; —2sp+2p)=... = 2zt ot np(s )
p(l—p) = p(1 —p)

Skattningen av p fas siledes genom att 16sa ekvationen

D(s:s—1) D(s:s—1)
A—2np(s—1) B’
—_——— —n— =0 A= ou;; B = gi\D)-
p(1—p) b ; ; v

Notera att B ar ej beroende av o;, vilket innebdr att det inte féréndras givet
att s dr samma. Parametern A dr dock direkt beroende pa var empiriska data
— med andra ord, pa o;. Samtliga virden av o; och wu; kan en intresserad lisare
hitta i Appendix B.

Nista steg ar att rikna ut samtliga A och B. Observera att 3 av vara datama-
terial 4r av samma typ, sa vi kommer att endast ha 2 virden for parametern B.
Vi borjar med att fa fram B for bada typer av matcher. Férst riknar vi ut detta
for matcher pa barnniva: Zf:(f:s_l) gi(p) = 2(1 — p)* + 4p(1 — p)3 + 4p*(1 —
p)?+2p2(1—p) =..=2(1—-p)(p? —p+1). Derivata av B med avseende pa p
blir da —2(3p? — 4p + 2), och kvoten av B’ och B blir:

Ei(i) 3p% —4p + 2
B (1-p)p*—p+1)
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Motsvarande kvot for 4:3 matcher riknas ut pa ett liknande siitt: 32071 g, (p) =

2(1 = p)® +6p(1 —p)° +12p*(1 — p)* +12p*(1 — p)* + 6p* (1 — p)? +2p°(1 — p) =
.= 2(1 — p)(2p* — 4p® + 4p* — 2p + 1). Derivator av denna polynom blir
(—2)(10p* — 24p3 + 24p® — 12p + 3), vilket innebér att kvoten av B’ och B
ar ekvivalent med:

B’ 10p* — 24p3 +24p®> — 12p+ 3

B (1—p)(2p* —4p® +4p2 —2p+ 1)’

Utrdkning av skattningarna av p kraver att man 16ser ett antal av 3- respektive
en 5-gradsekvation. Detta gjordes med hjalp av speciella ekvationsldsare, som
finns pa internet (Se Referenser for detaljer). Vi fortsdtter med att skatta p:

Rookie-Cupen

Parametern A for detta datamaterial berdknades vara lika med 226. Var ML-
ekvation blir da foljande (n = 147):
226 — 24 2
6 588;0+147 3p 2p+ —0
p(1—p) (1-p)@*-p+1)

Férenkling av detta gav oss foljande 3-gradsekvation :

—147p3 4 226p* — 520p + 226 = 0

Det visade sig att denna ekvation har endast en reell 16sning. Denna dr lika med
p=0.5102

Folksam-Talangen

Héar dr parametern A lika med 177, och det totala antalet observationer ar lika
med 119. Vi fick att:

177 — 476 3p2 — dp+ 2
P 4419 P P+ -0 o

p(1—p) (1-p)(@P*—-p+1)

—119p® + 177p? — 415p + 177 =0

Den enda reella roten av denna ekvation ar p = 0.4966
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Samtliga matcher pa barnniva

Det totala antalet matcher dr hir 266, och A = 403. ML-ekvation blev

403 — 1064 2—4p+2
03 06p+266 3p D+ _0 o

p(1—p) (1-=p)(*—p+1)

—266p° + 403p? — 935p + 403 = 0

Precis som vi har forvantat, har denna ekvation endast en reell 16sning, och den
dr lika med p = 0.5041

Matcher pa elitniva

Var parameter A dr hir lika med 189, och n = 75. Denna typ av tavling har ett
annat s — virde (s = 4) dn de foregiende , vilket innebér att vi ska anvinda
det andra uttrycket for %. ML-ekvationen blir:

183 — 450p 10p* — 24p3 + 24p® — 12p + 3
p(1—p) (1 —p)(2p* —4p3 +4p? — 2p + 1)

Efter ett antal omskrivningar och forenklingar resulterar denna i foljande 5-
gradsekvation : —150p° + 366p* — 732p3 + 732p? — 591p + 183 = 0. Det visade
sig att denna ekvation har endast en reell rot, som &r lika med p = 0.4897.
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B Sekvenser av jimna matcher

Samiliga sekvenser avseende 4:3 samt 8:2 matcher, samt respektive u;' och antal
forekomster (o;).

Tabell 6: 3-2 matcher

Typ av sekvens | Antal forekomster
Rookie-Cupen  Folksam-Talangen Samtliga
11001 2 20 12 32
10101 0 24 24 48
10011 2 31 16 47
01101 1 22 18 40
01011 1 24 22 46
00111 3 26 27 53

Tabell 7: 4-3 matcher

Typ av sekvens | u | Antal {. || Typ av sekvens (forts.) | u | Antal f.
11100014 3 0111001 3 8
11010012 5 0110101 1 5
11001012 1 0110011 3 2
110001114 3 0100111 3 1
10001114 2 0101011 1 4
10010112 b} 0101101 1 5
100110112 2 0001111 5 5
10110012 3 0010111 3 5
10101010 4 0011011 3 3
10100112 4 0011101 3 5

OBS!: Sekvenserna i tabeller ovan &r betingade pa att spelare 1 vinner sista
set. Det paverkar dock inte resultaten av Markovmodellen, eftersom antalet
overgangar av typ (0 = 1 / 1 — 0)(respektive 0 — 0 / 1 — 1) i en match forblir
samma oavsett om man gor denna betingning eller icke.

1Se Appendix A for definition av u;
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