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Sammanfattning

Prisséttning av sakforsdkringar kan goras med en méngd olika sta-
tistiska modeller. Vi utgar fran tva olika modeller och implementerar
dem med hjilp av programmeringsspraket R och skapar prislistor - s.k.
tariffer - for fordonsforsédkringar. Arbetet ar upplagt med utgangspunkt
fran ett och samma datamaterial fran ett forsédkringsbolag. Vi baserar
den forsta tariffen pa faktorvariabler och en generaliserad linjar modell
(GLM). Dérefter anvénder vi oss av en generaliserad additiv modell
(GAM) med kurvanpassning (B-splines) for kontinuerliga variabler.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: mathidler@gmail.com. Handledare: Jan-Olov Persson.
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Abstract

Pricing of non-life insurance can be made with a variety of statistical models.
We assume two different models and implement them using the programming
language R and create price lists - so called tariffs - for vehicle insurance.
The work is organized on the basis of the same data set from an insurance
company. We base the first tariff on factor variables and a generalized linear
model (GLM). Then, we use a generalized additive model (GAM) with curve

fitting (B-splines) for continuous variables.
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1 Introduktion

Vid bestdmmande av priset for ett forsdkringsavtal &r det noédvindigt att
utfora berdkningar pa stora datamaterial. Dessa datamaterial &r skapade av
forsiikringsbolaget och innehaller bland annat information om forsdkringstag-
arna, forsidkringsobjektens egenskaper, forsikringsavtalens giltighetsperioder
och historik éver forsikringstagarnas skador och kostnader. Aven med dagens
kraftfulla datorer och serversystem kan det ta lang tid att berikna priset for
forsdkringsavtalet i den vanligt forekommande programmeringsmiljon SAS!.
I vissa fall vill man anvinda sig av teori och funktionalitet som &nnu inte
implementerats eller som finns i en senare version vilken man inte har beta-
lat licensavgift for. R &r ett annat? programmeringssprak vars huvudsakliga
anvandningsomrade — liksom SAS — &r statistisk analys. Till skillnad fran SAS
ar R gratis och bygger pa principen om att alla &r vilkomna att utveckla det
genom skapandet av tilliggsbibliotek. Det &r ddrmed ett potentiellt alternativ

for ett forsidkringsbolag som 6nskar minska sina licenskostnader.

Vi d&mnar understka om vi med framgang kan bestdmma en tariff — lista med
priser for en forsdkring — pa ett stort datamaterial fran Lansforsdkringars mo-
torforsakringsportfolj med R. Bestdmmandet av priser gér vi genom att mo-
dellera hur stor ekonomisk risk varje forsékringstagare utgor i ett kundbestand
eftersom det &r denna ekonomiska risk som ligger till grund for hur mycket vi
forvantar oss att behdva betala forsdkringstagaren. Rent teoretiskt dr det bést
att lata varje forsikringstagare betala for exakt sa stor forvintad ekonomisk risk
han eller hon utgor — varken mer eller mindre. Ty om vi later férsdkringstagaren
betala for mycket riskerar vi att forlora forsdkringstagaren till en konkur-
rent och om vi later forsdkringstagaren betala for lite forlorar vi inkomst. I
verkligheten maste man &ven ta hinsyn till annat, sasom forsikringsbolagets
omkostnader, reservséttning, marknadsldget, prisdifferentiering, vinstmal etc.
Forsdkringstagarens ekonomiska risk skattar vi genom att dela upp forsikrings-
tagare med liknande egenskaper i sa homogena celler som mgjligt, for att sedan

skatta cellens gemensamma ekonomiska risk.

I arbetsgangen, som foreslogs av Bjorn Johansson vid Lansforsdkringar, imple-
menterar vi tva modeller som dr tdnkbara vid skattning av sadana ekonomiska
risker. Var forsta tariff &r en tillimpning av en generaliserad linjar modell
(forkortat GLM). Denna modell formulerades av John Nelder och Robert Wed-

derburn pa 70-talet. Den andra modellen generaliserar en bestandsdel i en GLM

Lhttp://www.sas.com
2http:/ /www.r-project.org/
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i nadgot som kallas for en generaliserad additiv modell (GAM). Eftersom det
tar lang tid att implementera modellerna fokuserar vi pa sjilva prisséittningen

och utfoér ingen modelldiagnostik eller storre jimforelse av modellerna.
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2 Datamaterial

Till vart forfogande har vi ett datamaterial som bestar av ungefir tva miljoner
observationer. Datamaterialet kommer fran Lansforsédkringars motorforsékri-

ngsportfolj. Varje observation utgér en forsdkring med eventuella fornyelser
vilket innebér att vissa har géllt lange men &dven att olika observationer kan
vara samma kund vid olika tidpunkter. Observationerna innehaller uppgifter
om forsiikringstagarens kon och alder, fordonets tillverkare, alder, vikt och vikt
per histkraft, hur ldnge forsdkringen géllt, antal skador och total skadekostnad
for skadorna. Det dr inte ként under vilka datum dessa forsdkringskontrakt har
giillt. T tabell 1 ger vi en overblick av tillgéinglig data och i appendix (tabell 7)

ger vi ett utdrag av observationer.

Tabell 1: Overblick av datamaterialet.

Kategoriska variabler

Variabel Viarden

Koén M foér man
K for kvinna

Bilmarkeskod 001 till 151

Korstriackecell 1 = 0 till 1000 mil per ar
2 = 1000 till 1500 mil per ar
3 = 1500 till 2000 mil per ar
4 = 2000 till 2500 mil per ar
5 = 2500 eller fler mil per ar

Kontinuerliga/Diskreta variabler

Variabel Viarden

Fordonségarens alder Hela ar

Fordonets alder Hela ar

Fordonets vikt Hela kg

Fordonets vikt/effekt (kg/hk) Kg per histkraft

Antal forsikringsar Ar

Antal skador

Skadekostnad Hela kronor
Sammanfattning

Antal forsdkringar 1749 358

Antal skador 157 253

Medelvarde bland skadekostnader 20 096 kronor

Minimum bland skadekostnader 1 kronor

Maximum bland skadekostnader 395 705 kronor
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3 Generaliserad linjar modell

3.1 Allmant

Vér forsta tariff kommer att baseras pé en generaliserad linjar modell3. I detta
avsnitt beskriver vi kortfattat vad det &r for att sedan tillaimpa den pa data-

materialet.

En generaliserad linjir modell dr en generalisering av en linjar modell pa sa
vis att den tillater responsvariabeln Y; att ha en annan férdelning fran expo-
nentialfamiljen &n normalférdelningen men som vanligt med en linjér struktur
mellan de oberoende variablerna X (kallad designmatris) och vinteviirdena for
Y; enligt
ElY]=p=yg""(XP)

dér g ar den s.k. linkfunktionen och 3 ar okédnda parametrar. Allmént kan X
innehalla virden for de oberoende variablerna i varje kolonn och dummyvari-

abler om en variabel ar en faktor i modellen.

Sannolikhetsfunktionen (eller téithetsfunktionen) for Y; kan skrivas
yithi — b(0:)
¢/ w;

for nagra funktioner b(-) och ¢(+). 0; ar den s.k. kanoniska parametern och kan

Ty, (yi3 0i, ¢) = exp + c(yi, ¢, w;)

bero pa i medan dispersionsparametern ¢ > 0 dr samma for alla 7. Hir antas
att data &r given pa listform vilket innebér att i motsvaras av en rad i en
tabell med samma form som tabell 7. En rad i en sadan tabell innehaller dven

exponeringsvikten w; och responsvariabeln y;.

Vi kommer att anvénda oss av relativ Poissonférdelning, varfor vi nu ger det-
ta som exempel pa en medlem i exponentialfamiljen. Anledningen till att vi
anvéander oss av den relativa Poissonférdelningen #r att vi senare antar att

w;Y; ~ Po(w; ;).

Exempel 3.1. Relativ Poissonférdelning. Med wy € NT dér w ér en vikt, &r

tathetsfunktionen for en relativt Poissonfordelad stokastisk variabel Y

oy (wp)™Y
fy(ysp) = e ((j;), = explw(ylog(p) — p) +c(y, o, w)], >0
Med den nya parametriseringen 6 = log(u) far vi
yo — e’
fy (y;0) = exp Py c(y, ¢, w)

3P4 engelska: generalized linear model, se exempelvis [1] eller originalartikeln av Nelder
och Wedderburn pa http://www.jstor.org/stable/view/2344614.
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Detta ér alltsa en téthetsfunktion ur exponentialfamiljen med ¢ = 1 och b(0) =

el

3.2 Offset

En offset O &r en vektor med konstanter i den linjira strukturen

9(m) = XB+0

Det kan vara sa att man redan kdnner till en effekt pa g(p) fran en variabel
som man inte vill skatta parametrar fér och som inte ingar i designmatrisen
men #dnda vill inkludera den. Vi kommer att anvinda oss av offsets i senare

avsnitt.

3.3 Skattningar av parametrar

Mellan 8; och pu; géller att

b'(6:) = pi (1)
och mellan p; och B att
pi=g | Y wiiB (2)
j=1

for de m parametrarna §;. For att fa den mest sannolika skattningen av 3
(och dérmed &ven 6;), tittar vi pa logaritmen av produkten [[, P(Y; = v;) =
L fv:(v:;0;). Denna, som funktion av 6, &r log-likelihoodfunktionen

1(0;9,y) = ézwi(yiei —b(6;)) + Zc(yi, ¢, w;)

Tillsammans med sambanden (1) och (2) ovan och kedjeregeln deriverar vi
den m.a.p. §;. Vi sdtter derivatan till 0 och far da Maximum Likelihood-
ekvationerna vilket ger skattningar for 3. Resultatet ar

ol Yi — i .
— = w; l‘i‘zo, :1,2,...,m
9, 2T ) !

)

dar dven
m
|
Hi =g injﬁj
j=1

for givna x;; maste vara uppfyllt. Losningen maximerar alltsa likelihoodfunk-
tionen och riknas vanligtvis ut numeriskt med hjilp av dator. Se [1] fér en mer

detaljerad utrdkning.
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3.4 Cellindelning

Vissa variabler i datamaterialet med forsikringstagarens och fordonets upp-
gifter &r kategoriska medan andra &r antingen diskreta eller kontinuerliga. Vi
kommer att skapa s.k. faktorer av variablerna. Varje faktor har ett antal nivaer
som motsvaras av antingen vérden f6r variabeln eller intervall av virden. Kate-
goriska variabler har ofta en naturlig nivauppdelning medan 6vriga delas upp
i disjunkta méngder och varje sadan mingd motsvarar en niva. Celler som
forsakringstagare delas in i &4r en kombination av en niva fran var och en av
faktorerna och eventuellt ett virde pa var och en av 6vriga forklarande variab-
ler i modellen — alla variabler i designmatrisen behover i allmédnhet inte vara
faktorer. Olika rader i datamaterialet (som &r pa listform) med samma kom-
bination av nivaer och virden pa variabler som inte dr faktorer, slar vi ihop
till en enda cell. Antalet skador, skadebelopp och hur ldnge forsikringarna har

géallt summerar vi i och med detta.

Var modell, som kommer att baseras pa en generaliserad linjar modell enligt
foregaende avsnitt, later vi innehalla de forklarande variablerna kon-agaralder,
fordonsalder, arlig korstriacka, fordonsvikt och fordonets vikt per effekt. Kon-
dgaralder dr ett kopplat argument med en indelning i yngre mén, dldre mén,
yngre kvinnor och #ldre kvinnor. Alla dessa variabler later vi vara faktorer.
Man kan dela upp bestandet i fler celler — men vi véljer hdr fa nivaer per
faktor eftersom vi kommer att gora cellindelningen pa ett mer elegant satt i
ett senare avsnitt. Nivauppdelningen for de olika faktorerna sammanfattar vi i
tabell 2.

3.5 Nyckeltal

I ett tidigare avsnitt beskrev vi att forsékringstagare (el. observation) ¢ med
samma virden pa variablerna i designmatrisen tillhoér samma cell. Lat index ¢
beteckna aggregerad data Gver olika forsdkringstagare som tillhor samma cell.
Antalet skador i en cell ¢ dr en stokastisk variabel som vi betecknar med N;
och skadebelopp, dven det en stokastisk variabel, for enskilda forsdkringstagare
betecknar vi med X;;. Hur ldnge forsdkringarna, som tillhér samma cell, till-
sammans har géllt kallar vi for cellens sammanlagda duration och miéter denna
i forsidkringsar. Vi betecknar den med w;. Vi kommer att modellera tre storhe-
ter som vi kallar nyckeltal for cell i: skadefrekvens, medelskada och riskpremie.
Skadefrekvens S; definieras som antalet skador per forsidkringsar, medelska-

da M; som skadekostnad per skada och riskpremie R; som skadekostnad per
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Tabell 2: Faktorer och nivaer.

Faktorindex j  Faktor Niva  Nivabeskrivning

1 Kon-alder 1 Kvinnor yngre dn 30 ar
2 Kvinnor dldre &n 30 ar
3 Mén yngre dn 30 ar

4 Mén &ldre dn 30 ar

2 Fordonsalder 0-2ar
3-5ar
6 — 8 ar

9 ar eller dldre

L I R

3 Fordonsvikt 0 — 1000 kg
1000 - 1500 kg
1500 — 2000 kg

2000 kg eller mer

=W N =

4 Korstracka 0 — 1000 mil/ar

1000 — 1500 mil /ar
1500 — 2000 mil/ar
2000 — 2500 mil/ar

2500 mil/ar eller mer

T W N =

5 Fordonets
vikt /effekt

0 — 10 kg/hk

10 — 20 kg/hk

20 — 30 kg/hk

30 kg/hk eller mer

N

forsikringsar. Mellan nyckeltalen géller sambandet
R, = Sz - M;

Nér vi inte menar ett speciellt nyckeltal anvénder vi beteckningen Y;. Vi sam-
manfattar detta i tabell 3.

Vi vill skatta forvintad skadekostnad for forsikringstagare i varje cell. Den-
na skattning delar man vanligtvis upp i att forst skatta E[S;] — hur ofta vi
forvintar att en skada uppstéar — och sedan E[M;|N; = n;] — hur mycket vi
forvantar att skadan kostar. Genom att sedan multiplicera de tva far vi fram
hur mycket vi forvantar oss att forsdkringstagarna i cellen kommer att kosta

per forsékringsar. Vi har foljande sats fran [1].

Sats 3.1. Mellan E[R], E[S] och E[M] gdller sambandet
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Tabell 3: Nyckeltal.

Nyckeltal Y:

Skadefrekvens S; = 7Ar}§al skador _ IV;
uration w;

N;
E Xik
k=1

. _ Skadekostnad __
Medelskada. M; = Antal skador — N;
N;
E Xik
3 H . _ Skadekostnad __ k=1
Riskpremie R = Duration w;

Denna sats anvénder vi senare nér vi har skattat E[S] och E[M] for att fa fram
E[R].

3.6 Multiplikativ struktur for vantevarden

Vintevirdena for nyckeltal kommer fortsdttningsvis att antas ha en multipli-
kativ struktur:

ElYi] = pi = poYar = -+ Yik -+ ViK

dér ~; ar relationstal for variabel k och rad ¢ i data pa listform. For varje va-
riabel véljer vi en basniva och alla basnivaer utgor tillsammans en bascell. Det
ar lampligt att vélja basnivaer med hog exponering eftersom vi da far en stabil
skattning av bascellens véntevirde. For basnivaerna later vi v, = 1. Detta
leder senare till att modellen far en unik 16sning nér vi skattar parametrarna.
Man kan tolka po som bascellens viantevirde av nyckeltalet och relationstalen

som de procentuella avvikelserna fran det.

Viljer vi lankfunktion g(z) = log(z) far vi g~ !(x) = €® och diirmed

p = eXiP
= exj=1Bimiy
6511’1‘1 R eﬁmrim
= HoYil ... Yik ..t ViK

vilket &r sambandet mellan relationstalen, parametrarna och vintevéirdet for

observation 1.
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3.7 Fordelningar for nyckeltalen

Vi gor dven i detta skede ett par modellantaganden: Vi antar att antalet skador
och skadekostnader &r oberoende mellan olika forsdkringstagare. Vi antar dven
att de dr oberoende i tid, dvs. olika skador och skadekostnader for samma
forsdkringstagre dr oberoende. Slutligen antar vi att om tva forsdkringstagare
tillhér samma cell och har samma exponering, sa har de samma férdelning for

antalet skador och skadekostnader.

Lat N(t) beteckna antalet skador for ett forsikringskontrakt under intervallet
[0,¢] och N(0) = 0. Den stokastiska processen {N(t),t > 0} kallas for skade-
processen och med de tva sista antagandena ovan samt ett antagande om att
skador inte anhopar, kan man enligt [1] visa att skadeprocessen dr en Poisson-
process. Vi antar dérfor att antalet skador for ett forsédkringskontrakt under ett
tidsintervall &r Poissonfordelat med parameter w;u; déir w; dr tidsintervallets
lingd. Pa grund av det forsta modellantagandet ovan far vi en sammansatt
Poissonprocess om vi later tva forsikringskontrakt tillhéra samma cell och far
alltsa dven pa aggregerad niva att antalet skador d&r Poissonfordelat. Man kan
visa att skadefrekvensen i en cell ar relativt Poissonférdelad om man antar
att antalet skador i en cell dr Poissonfordelat* med parameter och vintevirde
Wy b -

I figur 1 visar vi medelskadan 6ver forsidkringstagare med minst en skada. Det
ser ut som att gammafordelningen kan vara ett lampligt alternativ. Gam-
mafordelningen har dven vissa lampliga egenskaper; den dr positiv och snedvri-
den till hoger och har en standardavvikelse proportionell mot dess vantevérde.
Det ar rimligt att anta att sma och stora skadekostnader varierar proportionellt

mot storleken péa beloppen.

38 GLMiR

Vi beskriver kortfattat hur forfarandet gar till. Innan vi far fram skattningar
maste datamaterialet forberedas for analys. Det innebér att vi definierar fakto-
rer, nivaer och nyckeltal och sétter basnivaer for faktorerna. Dérefter aggregerar
man eventuellt observationer med samma kombination av faktornivaer for att

fa farre rader och snabbare skattningar av parametrar. Man forlorar dock viss

4Vanligtvis &r variansen for antalet skador i en cell stérre &n dess vintevirde vilket inte
ar forenligt med antagandet om att antalet skador &r Poissonférdelat. Detta beror pa att
forsdkringstagarna i samma cell inte dr helt homogena. Det dr mojligt att byta ut Pois-

sonférdelningen mot éver-spridd Poisson eller negativ binomial for att fa béttre anpassning.
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Figur 1: Histogram Over medelskadan per forsdkringstagare for

forsdkringstagare med minst en skada. Skadekostnader 6ver 100 000 kro-
nor finns ej med.

information om man aggregerar data. Se [1] for en diskussion kring detta. Vi
ger ett urval av funktioner for dessa &ndamal i appendix.

Efter att man har forberett data i R ar det enkelt att f& fram skattningar i en
GLM. Det gor vi med

glm(formula, family = ..., weights = ..., ...)

dér formula skrivs pa formen

respons ~ variabell + ... + variabelN + offset(...),

family &dr vilken familj férdelningen tillhor, weights dr eventuell vikt for varje
observation och offset(...) ir en konstant (vektor) enligt tidigare avsnitt.

Nér vi &r intresserade av skattningar for skadefrekvensen sétter vi helt en-
kelt

formula = skadefrekvens ~ &gardlder + ... + fordonsviktpereffekt,

family = poisson(link = "log") och weights = duration. Man kan, ispe-
cialfallet med Poissonférdelningen, dven anvinda sig av

formula = antal skador ~ &garadlder + ... + offset(log(duration)),

10
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family = poisson(link = "log") men utan nagon vikt.

For medelskadan géller a andra sidan
formula = medelskada ~ &gardlder + ... + fordonsviktpereffekt,

family = Gammma(link = "log") och weights = antalskador.

Parameterskattningar far vi enkelt fram med coef (glm(...)). Eftersom vi
anvéander en log-link far vi relationstalen om vi exponerar parameterskatt-

ningarna med exp (coef (glm(...))).

3.9 Skattade relationstal

Sats 3.1 och antagandet om en multiplikativ struktur hos vintevardena for nyc-
keltalen ger samband mellan relationstalen och bascellernas viantevérden enligt
vt =42 M och pf = pf - pdt. Detta, tillsammans med en generaliserad
modell ger relationstalen i tabell 4. Vi ger ett exempel pa hur mycket en man

som fyllt 31 ar far betala enligt denna tariff.

Exempel 3.2. En man som fyllt 31 ar och som forséikrar ett nytt fordon, vilket
kors strax under 1500 mil per ar, med vikt kring 1400 kg och med 15 kg per

hk far riskpremien

765.1931 - 1.0000 - 1.0984 - 1.0000 - 1.0342 - 1.1337 ~ 985 kronor

Relationstalen verkar vara rimliga, exempelvis utgor yngre forsédkringstagare
storre risk én dldre och fordon som kors ldngre striackor per ar loper storre risk
att skadas oftare vilket medfor att relationstalen kar med korstriackan. Tittar
vi pa relationstalen for medelskadan ser vi att det inte dr nagon signifikant skill-
nad mellan olika korstrackenivaer forutom att de som kor allra mest utmérker
sig nagot. De relationstal som inte &r signifikant skilda fran basnivans relations-
tal sétter vi till 1. Detta &r en av fordelarna av att analysera skadefrekvens och
medelskada var for sig istéllet for riskpremien direkt: vi far ut mer informa-
tion fran analysen nér vi ser om det dr skadefrekvensen eller medelskadan som

paverkar riskpremien mest for de olika nivaerna.

Behallningen med modellen dr att den &r enkel: det dr enkelt att skatta konfi-
densintervall, ldgga till eller minska antalet variabler eller helt byta fordelning
for skadefrekvens och medelskada. Tariffen skapar dock stora glapp mellan oli-
ka celler. En manlig kund som fyller 30 ar men samtidigt inte gér nagra andra

dndringar minskar sin premiekostnad med 6ver 60 procent. Man kan ténka sig

11
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att introducera fler nivaer pa varje faktor men da riskerar man att fa celler
med for lite data vilket ger en skakig tariff. Den tredje tariffen (Avsnitt 4)
inkluderar splines for de kontinuerliga variablerna for att fa en tariff med férre

hopp i prissédttningen mellan celler.

Tabell 4: Basnivaer for varje faktor dr skrivna med fetstil. Relationstal med
kursiv text #dr icke-signifkant skilda (5 %) fran basnivan och vi siitter dem
dérfor till 1.

Tariff
Relationstal v;
Faktor Nivabeskrivning Skadefrekvens  Medelskada  Riskpremie
Kon-alder Kvinnor yngre &n 30 ar 1.4647 1.1066 1.6209
Kvinnor dldre &n eller 30 ar  1.0640 0.9824 1.0452
Mén yngre dn 30 ar 1.7360 1.2335 2.1425
Maén dldre &n eller 30 ar  1.0000 1.0000 1.0000
Fordonsalder 0 — 2 ar 1.0910 1.0000 1.0984
3 —-5ar 1.0000 1.0000 1.0000
6 -8 ar 0.9114 1.0417 0.9493
9 ar eller dldre 0.6247 0.9139 0.5714
Fordonsvikt 0 — 1000 kg 0.7233 0.8741 0.6329
1000 - 1500 kg 1.0000 1.0000 1.0000
1500 — 2000 kg 1.2098 1.2049 1.4588
2000 kg eller mer 1.3194 1.5884 2.1050
Korstréacka 0 — 1000 mil/ar 1.0000 1.0000 1.0000
1000 — 1500 mil/ar 1.0349 1.0000 1.0342
1500 — 2000 mil/ar 1.1469 1.0000 1.1466
2000 — 2500 mil/ar 1.2468 1.0000 1.2470
2500 mil/ar eller mer 1.4784 1.0730 1.5863
Fordonets 0 — 10 kg/hk 1.7027 1.5888 2.7075
vikt/effekt 10 - 20 kg/hk 1.1333 1.0000 1.1337
20 — 30 kg/hk 1.0000 1.0000 1.0000
30 kg/hk eller mer 0.5012 0.5243 0.2739
) 0.0493 15521 765
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4 Generaliserad additiv modell

4.1 Allmant

Vissa av variablerna i foregaende avsnitt dr svara och tidskrdvande att dela
upp i disjunkta mingder som motsvarar nagon niva. Nivauppdelning medfor
dessutom problemet att vilja antal nivaer; véljer man manga riskerar man for
lite data i varje cell vilket medfor osékra skattningar och véljer man for fa far
man stora hopp 1 tariffen. I tariffen fran foregaende avsnitt som baseras pa en
generaliserad linjir modell far vi exempelvis ett stort hopp i riskpremie mellan
yngre och dldre personer. Losningen i detta avsnitt dr att inféra kontinuerliga
kurvanpassningar till de kontinuerliga variablernas véntevirden. Detta &r en
generalisering av den den generaliserade linjdra modellen och kallas for gene-

raliserad additiv modell.

En generaliserad additiv modell [1, 2] har en vintevirdesstruktur enligt

g(pi) = XiB+ fi(wa) + ...+ fi(zig) .. + fr(@ig) (3)

dér g ar lankfunktion, ¢ som vanligt &r observationsnummer och rad i data
pa listform, X; &r en radvektor ur en designmatris X och 8 &r en parame-
tervektor. Funktionerna f; &r godtyckliga och i detta avsnitt vill vi anvénda
oss av splines for att anpassa en kurva for de kontinuerliga variablerna dgarens
alder, fordonets alder, fordonets vikt och fordonets vikt per effekt. De katego-
riska variablerna kon och korstricka &r fortfarande faktorer och ingar precis
som tidigare i X. Tanken &r att detta ska ge oss en jamnare tariff utan stora
glapp mellan nérliggande celler da dven relationstalen blir kontinuerliga for de

kontinuerliga variablerna.

4.2 Splines

Splines och B-splines som vi nu d&mnar definiera kan definieras pa olika sétt
[1, 2]. Foljande definitioner &r fran [1]. Vi betecknar knopar — tal i stigande

ordning — med uq, ..., U,.

Definition 4.1. Spline. En funktion pa intervallet [uq,u,| kallas for en spline
av grad j om den dr j — 1 ganger kontinuerligt deriverbar och pa varje intervall

[ug, ugs1] dr ett polynom av grad j.

Definitionen séger att en spline &dr en kurva ihopsatt av polynom definierade

pa intervall. T &ndpunkterna pa dessa intervall krdver vi att kurvan &r j — 1
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ganger kontinuerligt deriverbar. For ett polynom av grad tre behover alltsa

bade derivatan och andraderivatan vara lika i knoparna.

Exempel 4.1. Kubiska splines. Om vi definierar s(x) i intervallet [ug, u,]
som s(x) = pr(x) r © € [ug, ups1] och k =1,...,r — 1, dir pr(z) = cro +
Cr1® + ckax? + cpar® och ¢y valda sd att pj,_, (z) = pl.(x) och p}_,(z) = p{(x)

for k=2,...,r — 1 far vi en spline s(z) av grad 3.

Vi kommer dock ej att anvénda oss av definitionen av splines direkt. Satsen
nedan sédger att varje spline s(-) kan skrivas som en linjirkombination av s.k.
B-splines. B-splines har trevliga numeriska egenskaper och &r vél beprévade

inom numerisk analys.

Definition 4.2. B-splines. For k=1,...,r — 2 sétt

0(y) — 1z € uk,ups1)
B () { 0 2 ¢ [ug,ups1)

och for det sista intervallet

1 iz € [up—1,u,]
BO (z) =
r— ( ) { 0 :{E¢ [’u,rfl,ur}

For m > 0 definierar vi B-splines rekursivt genom

B (z) = %B?A(@-ﬁ-%&?(x) k=1,....r+m
k ! tk<O0VEZ>r+m

Vi later uy, = u; for k < 0 och up = u, for k > r + 1. Har betecknar m + 1

splinens grad.

B-splines bestar alltsd av tva trappfunktioner®

—varav den ena ar definierad pa
halvoppna intervall och den andra pa ett slutet intervall (det sista) — och ett
rekursivt samband mellan B-splines av grad m och m + 1. I appendix beréknar
vi Bi(z) for att ge ldsaren en kénsla for dess utseende. Nista sats séiger att

dessa B-splines agerar byggstenar at en spline s(-).

Sats 4.1. For en given mdngd av r knopar kan en spline s av grad m skrivas

som
r+m—1

sx)= Y aBp(x)
k=1

5Man kan #ven tinka indikatorfunktioner.
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Figur 2: De streckade kurvorna &r B-splines av grad 3 multiplicerade med sina
koefficienter. Summan av dessa bildar splinen, representerad av den heldragna

kurvan.

med unika konstanter ci,...,Crim—1-
Bevis. Aterfinns i [1]. I figur 2 visar vi en grafisk representation av sats 3.

Anvinder vi oss av satsen ovan pa kubiska splines far vi

r4+2

s(2) = 3 euBi(a),
k=1

med unika konstanter cq,...,c,42. Eftersom vi uteslutande anvénder oss av
kubiska splines (B-splines av grad 3) skriver vi hidanefter inte ut index m men
samtidigt borjar vi anvdnda oss av j som tidigare for att indikera variabelin-

dex.

Vi later ¢, = B och pa sa vis binder vi ihop den allménna formeln (3) for en
GAM med splines eftersom vi nu har fatt parametrar §;, som inte ingar i 8
att skatta:

9(pi) = Xip
r1+2 ri+2 ry+2
+ ) BuBuw(wa)+ ...+ Y BinBik(wig) + ...+ Y BiwBk(wis)

4.3 Andligt antal virden

Aven om en variabel ér kontinuerlig observerar vi blott ett éndligt antal viirden

av den eftersom antalet observationer &r dndligt. Av berdkningsméssiga skl
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kommer vi att approximera dessa till ndrmevirden och anpassar déirefter en
kurva till ndrmevéirdena. Vi later dessa ndrmeviirden betecknas av den mo-
notont véxande foljden (z;x)j,. Av naturliga skél later vi uj;y < zj; och
Zjm < ujr dir u;, betecknar en knop enligt tidigare. Det faller sig da na-
turligt att beteckna nyckeltal och vikter for nirmevérdena med y,,, respektive
w,,, eller om det framgar av sammanhanget vilken variabel som man menar,

bara y,, respektive w,,. Vi passar dven pa att infor beteckningen zj for det
s(zk)
s(zgr)
om splinen till en kurva for relationstal istéllet for en kurva for vantevirden.

ndrmevérde som vi véljer till basvirde och med vilket uttrycket skalar

Exempel 4.2. Ett observerat virde av vikten for ett fordon i datamaterialet
dr 1132 kg. Vi avrundar detta till sdg ndrmsta hela 50 kg av skélen ovan. Det
nya vérdet blir da 1150 kg.

4.4  Skattning av parametrar

Vi antar nu att vintevirdet p bara beror pa en kontinuerlig variabel, dvs.
g(p(z)) = E;Z? BrBr(x) med nagon linkfunktion. Vi &r i behov av ett matt
for att vélja B for en splinen pa nagot sitt. Det gors i [1, 2] genom att infora

en diskrepans med en extra ”straffterm”:

b
A(s(z: ) = D(y, o) + A / (5" (x))2da

Diskrepansen for den relativa Poissonférdelningen &r
D(y, 1) =2 w;(y;log (zl) + Qi — Yi)
. 1
7
och for gammafordelningen

D(y, ) =2 wj(log (;;) + 2
S i 1223
Bada kan ses som viktade matt pa hur langt observationerna y; ligger fran
skattningarna fi;. Om man exempelvis later fi; = y; (den méttade modellen) sa
blir bada diskrepanserna 0. Den andra termen, A f:(s”(m‘))zdm, ar ett matt pa
splinens totala acceleration i kvadrat éver intervallet [a,b]. A dr en parameter
som agerar vikt; ett stort virde pa A ger integralen — och ddrmed kurvaturen
hos grafen — storre betydelse dn diskrepansen medan ett litet varde fungerar
omvant. Vérdet for A bestdmmer man antingen subjektivt eller med nagon
metod. Vi anviinder oss av ett forfaringsséitt som kallas for approximativ kor-

svalidering som vi beskriver senare.
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Allmént har vi att

r4+2

s(x) = ZﬂkBk(x)
k=1
= BBi(x)+ ...+ Bry2Bria(2)

och darmed att

(s"(2))* = (BiBy(x) + ...+ BryaB/5(2))?
r+2 r42
= Y > BB{(z)8 B/ (x)
k=1 1=1
Vi sétter
b
ka:/ By (z) By (z)dx
och far
r+2 r+2
A(s(x; 8)) = D(y, 1) + XYY BB
k=1 1=1

Beroende pa vilken fordelning vi nu antar for y och vilken lankfunktion vi véljer
far vi olika A(s(x;3)) att minimera. Ett enklare fall &n Poisson- och gamma-
fallen &r att anta att y dr normalférdelad och vilja identitetslank. Vi visar nu
hirledningen f6r det fallet, for att visa principen. Vi deriverar A(s(z;3)) med

avseende pa B; for att fa de partiella derivatorna.

m—+2 m+2
aﬁl Qsz Yi — Z /BJB](J:'L) Bl(xi) +2A Z ﬁijl
j=1 j=1

Antag att vi har skapat ndrmevérden (zj)j, for variabeln. Da far vi

m—+2

722101 Y; — Z 5] x’L Bl(wz) -

m+2

72szk. Yz — Z 5] Zk Bl(zk)
k=1

Later vi de partiella derivatorna vara lika med noll far vi ekvationerna

m m+2 m+2
Z Z wzkﬁj Zk + A Z ﬁ] Gl = szkyszl Zk)
k=1 j=1 j=1

for I =1,...,m 4+ 2. Detta loser man vanligtvis numeriskt.

I modellen for nyckeltalens véntevéirden anvénder vi en log-link och da far vi
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inte ett linjirt ekvationssystem. I [1] visar man att man kan iterera fram en

16sning for de fallen. Skrivet pa matrisform blir ekvationsystemet.
I@(n-‘rl) — (BtW(n)B + )\Q)_lBtW(n)’y(n)

dér
Bl(zl) N BT+2(21)

Bl(zm) . Br+2(2m>

W (™) ir en diagonalmatris med omskalade vikter enligt nedan, y™ ér en vektor
med omskalade observationer och €2 &r en kvadratisk matris med z; som
element. Da Y; antas vara poissonfordelad #r vikterna w,, exp(s™(z;)) och

observationerna exp(ﬁzw — 14 5™ (2). Antas déremot Y; gammafordelad

Wz Yz

ar vikterna m

&)
och observationerna 1 — %}@ + 5 (z,).

4.5 Approximerad korsvalidering

Vi beskriver nu metoden med approximerad korsvalidering att vélja A i pa-
rameterskattningar for en spline. Lat y,, beteckna nyckeltal for observationer
med nérmevérde zp. Antag att vi tar bort z; och y,, ur datamaterialet och
dérefter anpassar en spline sﬁ(m) till resterande datapunkter. Med ett bra véirde
pa A bor vinteviirdet p(z) = s3(x) kunna ge en rimlig prediktion av det bort-
tagna nyckeltalet y,, . Detta bor gélla for alla k£ och ett matt for detta kan vara
diskrepansen
C(N) = D(y.,. 5})

Idén #r att vilja det A for vilket C(\) minimeras for £ = 1...m. Man kan visa
[1] att med
A = B(BBW™B + Q)" !Btw ™)

och omskalade vikter och observationer enligt ovan (for de olika fordelningarna)

i iteration n ar uttrycket

2
" N
n yz. S Zk:
Cmo) =3 w., ( K (ng ))
k=1 kk

1—a,

en approximation till korsvalideringen. Hir #r s() splinen for hela datamateri-
alet dér man pa nagot sitt funnit ett minimerande \. Detta anvinds till ndsta

iteration och stks sedan pa nytt.
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46 GAMIiR

Till R finns ett tilliggsbibliotek kallat fda®. Genom
basis <- create.bspline.basis(..., breaks = ..., norder = 4)

skapar vi forst ett objekt som innehaller B-splinesfunktioner. Ett av argumen-
ten, breaks, &r for att specifiera knoparna uq, . . ., u, i definitionen fér B-splines.
norder = 4 talar om att vi tdnker anvénda kubiska splines. Med plot(basis)

kan man se basfunktionerna.

For att explicit rdkna fram B anvinder vi eval.basis med objektet som vi
nyss skapade:

B <- eval.basis(evalarg = ..., basisobj = basis, ...)

dér evalarg &r i vilka punkter vi evaluerar B-splines. Man kan &ven fa fram
funktionsvirden for B-splines direkt med funktionen bsplineS. Vi vill &ven fa

fram matrisen €. Det gor vi enkelt med
Omega <- bsplinepen(basisobj = basis, ...)

Darefter skapar vi en funktion

betaSolver <— function (...) {

basis <— create.bspline.basis (..., breaks = ..., norder = 4)
B <— eval.basis(evalarg = ..., basisobj = basis)

Omega <— bsplinepen (basisobj = basis)

Beta <— innerBetaSolver (..., B, Omega, ...)

return (Beta)

dér innerBetaSolver dr en annan funktion som loser ekvationsystem i forra
avsnittet. For korsvalideringen anvinder vi 1000 férbestimda virden pa A per
iteration och variabel inom ett visst intervall som vi testar oss fram till. Vi
observerar att A kan vara stort (= 10'?) och litet (=~ 1) beroende pé vilken

variabel man arbetar med.

Vill man gora det 14tt for sig kan man anvinda ett annat tilliggspaket for R
skapat av Wood [2], kallat mgcv, for GAM. Det inkluderar en funktion bam(. . .)
speciellt framtagen for generaliserade additiva modeller pa stora dataméngder.

Med gam.plot(...) kan man dérefter rita varje spline.

SFunctional Data Analysis. Se [4].
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Tabell 5: Faktorvariabler och kontinuerliga variabler i var GAM.

Faktorindex Faktorvariabel Niva Nivabeskrivning
1 Kon 1 Kvinna
2 Man
2 Korstréicka 1 0 — 1000 mil/ar
2 1000 — 1500 mil/ar
3 1500 — 2000 mil/ar
4 2000 — 2500 mil/ar
5 2500 mil/ar eller mer

Variabelindex — Kontinuerlig variabel ~ Nérmevérden (z;j;) Knopar (u;x)

3 Agaralder Hela ar 18,19, 20, ...,99

4 Fordonsalder Hela ar 0,1,2,...,35

5 Fordonsvikt Narmsta 50 kg 600, 650, 700, ..., 3200
6 Fordonets vikt/effekt ~ Hela kg/hk 4,5,6,...,42

4.7 Skattade relationstal

Var vantevirdesstruktur ser nu ut pa foéljande sétt.

log(ni) = XiB
r3+2 r4+2
+ ) BskBsk(wis) + Y BanBuak(wia)
k=1 k=1
T5+2 r6+2
+ ) BskBsk(wis) + Y BorBok(wic)
k=1 k=1

Parametrar for kon och korstrickecell ingar i 8 medan parametrar for for-
donségarens alder, fordonets alder, fordonets vikt och fordonets vikt/effekt
ingar i respektive summa av B-splines. Ndrmevérden {z;} och knopar {u;} for

varje variabel finns i tabell 5. Skattningsforfarandet gar till enligt féljande.

1. Initiala parametrar for en variabel i taget — som ensam forklarande vari-
abel — skattar vi antingen med ML-ekvationer (faktorer) eller diskrepans
med straffterm (kontinuerliga variabler). Vi gor detta for alla variabler

utom en.

2. Nyckeltal och vikter skalar vi om enligt ett forfarande som finns beskrivet i
[1] ndr man har flera faktorer och kontinuerliga variabler i modellen, innan

vi gor skattningar for variabeln vars parametrar inte skattades i (1) . Idén
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ar att overfora skattningar pa ett fall med enbart en forklarande variabel.
Det dr samma sak som att betrakta parametrar fér 6vriga variabler som

en offset.

3. Nyckeltal och vikter skalas om pa nytt for nésta variabel (som ensam
forklarande variabel och pa samma sétt som i punkt 2). Relationstal for

den variabeln skattas nu om.

4. (3.) upprepas for alla variabler tills dess att skattningarna konvergerat
enligt nagot kriterium, exempelvis att skillnaden mellan relationstalen i

en iteration och iterationen efter &r mindre &n nagot e.

Hérledningar for hur B skattas med flera kontinuerliga variabler och faktor-

variabler fér skadefrekvens och medelskada finns alltsa beskrivet i [1].

En generaliserad additiv modell med bade faktorvariabler och kontinuerliga
variabler ger skattningar av relationstalen i tabell 6 och fér var och en av
de kontinuerliga variablerna, en spline i figurer 3 — 10 nedan. Vi noterar att
de relationstal som ligger en bit fran splinen uteslutande dr relationstal med
lag vikt men med forhallandevis manga skador eller hog skadekostnad. Det
ar framst omkring minimum och maximum foér variablerna som kurvorna blir
osdkra p.g.a. vi har fa observationer ddr. Vi ser att vi fangar intressanta fe-
nomen som man missar i tidigare tariffer. Bland annat att medelskadan for
fordonets alder till en borjan dkar stadigt (upp till 10 ar) for att sedan mins-
ka ner till ett minimum och sedan héjs anyo. Rent intuitivt borde det istéllet
vara en minskande kurva; kanske dr det sa att forsdkringsbolaget &r for fri-
kostiga med skadekrav for bilar som inte &r helt nya. I 6vrigt verkar kurvorna
rimliga. Notera att bascellens vintevirde i tabell 6 dr beroende av val av bas-
nivaer for bade faktorvariabler och kontinuerliga variabler och det &r darfor
de skiljer sig avsevirt fran forra avsnittet. Dir gav vi dven ett exempel pa
vad en forsidkringstagare med vissa egenskaper far for riskpremie. Vi tittar nu
pa en forsdkringstagare med samma egenskaper. Siffrorna i exemplet kommer

fran tabell 6 och varje spline (som vi inte redovisar explicit utom i grafisk form).

Exempel 4.3. En man som fyllt 31 ar och som forséikrar ett nytt fordon, vilket
kors strax under 1500 mil per ar, med vikt kring 1400 kg och med 15 kg per
hk far skattad skadefrekvens

0.0968 - 1.1085 - 1.0011 - 0.7380 - 0.9481 - 1.0064 - 1.0000 =~ 0.0756

och medelskada,

19327 - 1.0656 - 1.0029 - 0.7847 - 1.0177 - 0.9752 - 1.0000 ~ 16085.46
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vilket ger riskpremie
16085 - 0.0756 ~ 1217 kronor

Det betyder att denna kund férmodligen var subventionerad av andra kunder
i den tidigare tariffen (tabell 4).

I samband med forra tariffen gav vi dven ett exempel pa att en manlig kund
som precis fyllt 30 ar minskar sin riskpremie med 6ver 60 procent. I den hér
tariffen minskar han bara sina kostnader med strax éver atta procent om man
réknar fran dess att han precis fyllt 29 ar. Hér har vi dessutom alternativet
att kurvintegrera splinen och lata forsikringstagare fordndra sina kostnader

kontinuerligt.

Tabell 6: Basnivaer for varje faktor &r skrivna med fetstil.

Tariff
Relationstal
Faktor Nivabeskrivning Skadefrekvens  Medelskada  Riskpremie
Kon Kvinnor 1.0000 1.0000 1.0000
Miéin 0.9481 1.0177 0.9649
Korstricka 0 — 1000 mil/ar 1.0000 1.0000 1.0000
1000 — 1500 mil/ar 1.0064 0.9752 0.9814
1500 — 2000 mil/ar 1.1173 0.9622 1.0751
2000 — 2500 mil/ar 1.2150 0.9805 1.1913
2500 mil/ar eller mer  1.4406 1.0473 1.5087
1o 0.0968 19327 1929
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Figur 3: Kontinuerliga relationstal for skadefrekvensen for dgarens alder.

Fordonsalder (ar)

Figur 4: Kontinuerliga relationstal for skadefrekvensen for fordonets alder.
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Relationstal for skadefrekvens
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1000 1500 2000 2500 3000

Fordonsvikt (kg)

Figur 5: Kontinuerliga relationstal for skadefrekvensen for fordonets vikt.

Relationstal or skadefrekvens

05

5 10 15 20 25 30 35 a0

VikvEffekt (kg per hk)

Figur 6: Kontinuerliga relationstal for skadefrekvensen for fordonets vikt per
effekt.
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Relationstal for medelskada
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e e

Fordonsalder (ar)

Figur 8: Kontinuerliga relationstal for medelskadan for fordonets alder.
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Relationstal for medelskada

05

T T T T T
1000 1500 2000 2500 3000

Fordonsvikt (kg)

Figur 9: Kontinuerliga relationstal for medelskadan for fordonets vikt.

Relationstal for medelskads
"

VikvEffekt (kg per hk)

Figur 10: Kontinuerliga relationstal for medelskadan for fordonets vikt per ef-
fekt.
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5 Diskussion

I detta arbete utgar vi fran tva relaterade modeller och implementerar m.h.a.
programmeringsspraket R tva stora program for att berikna tariffer. Aven om
R inte har en alldeles sjalvklar syntax sa vill forfattaren dnda framfora asikten
att R har en mer intuitiv och modern syntax &n SAS. Inkluderar man &ven det
faktum att bade R och en mingd olika grafiska grinssnitt (exempelvis RStu-
dio) &r gratis sa dr R definitivt nagot man kan erséitta SAS med nér det kom-
mer till statistisk analys och implementering av egna modeller. Det finns dven
tilldggsbibiliotek till R for att speciellt kunna arbeta med stora dataméingder
for GLM och GAM (och givetvis dven den vanliga linjéra modellen) men dven
SQL varfor det lampar sig for forsikringsdata. Med vart egenhéndigt program-
merade GAM-program tar det mindre &n tio minuter att fa fram splines och
relationstal for alla variabler vilket kan anses acceptabelt. A andra sidan tar

det mindre &n tio sekunder med tilldggsbiblioteket mgcv.

Den generaliserade additiva modellen med splines anvénder vi nér vi vill anvinda
oss av kontinuerliga variabler och inte enbart faktorvariabler. Anledningarna
var dels att man kan misstédnka att vissa av dem har en underliggande kontinu-
erlig kurva for nyckeltalen, dels att fa en mer konkurrenskraftig tariff. Figurerna
i foregaende avsnitt ger oss dven ett par outliers som kan vara intressanta att
undersoka vidare, bland annat relationstalen for vissa fordonsvikter och fordon-
seffekter. Dessa skulle vi mojligtvis ha missat i tariffen baserad pa en vanlig
GLM. En del naturliga fragestéllningar dyker &ven upp. Hur mycket bér man
lita pa kurvorna i borjan och slutet av variablernas definitionsméngder? Hér ha-
de det varit bra med konfidensomraden (nagot som &dr enkelt att fa med Woods
[2] tilldggsbibiliotek). Kan man kurvintegrera B-splines pa ett enkelt sétt for
att fa en riskpremie som dndras pa ett "naturligt” satt for en forsdkringstagare

under giltighetstiden?

Det finns hur mycket som helst att underscka och inkludera i dessa modeller.
Vi har inte tagit med konfidensintervall for relationstalen eller testat om varje
faktor ska inga eller ¢j i modellerna. Vi har ej heller gjort nagon modelldia-
gnostik. Man kan dven ténka sig att inkludera samspel mellan faktorerna och
kredibilitet i en GAM. Fran borjan inkluderade vi dven en tredje modell med
kredibilitetsskattningar for olika bilmérken. Pa grund av tidsbrist hann vi dock
ej inkludera denna i texten. Diremot har vi jamfort (figur 11) parameterskatt-
ningar och grafer med de man far m.h.a. tilliggspaketet i R for GAM skapat

av Simon N. Wood [2] — och de stdmmer bra verens!
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Relationstal for medelskada s(x)

nstal for medelskada s(x)

Figur 11: Kontinuerliga relationstal med konfidensintervall for medelskadan
skapade med tilldggsbiblioteket mgev for GAM av Wood [2].
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6 Appendix

6.1 Datamaterial

Tabell 7: Utdrag ur datamaterialet.

) Koén Agaralder Fordonets alder Tillverkare
1 K 18 1 74

2 K 18 3 1

3 K 18 5 21

4 K 18 5 65

5 K 18 7 2

i Korstriackecell — Fordonsvikt  Fordonets vikt per effekt

1 1 1104 16.5
2 1 1602 14.2
3 1 1533 20.0
4 3 1115 10.7
5 1 1060 19.3
) Duration Antal skador Kostnad
1 0.25000 0 0

2 0.45000 0 0

3 0.03611 0 0

4 0.69166 1 24872
5 0.21667 0 0

I tabellen ovan ger vi de fem forsta raderna ur datamaterialet. Man kan lata en
variabel vara en faktor med olika nivaer (beroende pa val av modell). I saidant
fall transformeras virdena for variabeln om till nivabeteckningen i tabellen och

faktorn far ett antal dummy-variabler i designmatrisen X.

Ett enkelt sétt att snabba upp berdkningar ar att lagga rader med skadekost-
nader i en separat tabell och skatta parametrar for medelskadan fran den och

att ha separata program for de tva nyckeltalen.
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6.2 Diverse funktioner i R

Vi ger hir ett urval av anvindbara funktioner i R i alfabetisk ordning som vi

anvéander i programmeringen for att berikna tarifferna.

Funktion

Funktionsbeskrivning

aggregate(...)
as.factor(...)
cbind(...)
count(...)
cut(...)
ddply(...)
fitted.values(...)
glm(...)
ifelse(...)

merge(...)

relevel(...)

subset(...)
with(...)
within(...)

Aggregerar data enligt nagon funktion. Exempelvis summation.
Andrar typ till faktor for ett objekt.

Sétter ihop tva objekt pa bredden. Exempelvis tva kolonner i en
matris eller data frame.

Raknar unika viarden av en variabel och skapar en data frame med
antalet forekomster av dessa virden. Tillhor paketet plyr.

Delar upp en numerisk variabel i intervall och gor en faktor med
nivaer som motsvarar var och ett av intervallen.

Applicerar en funktion for varje delmingd av en data frame och
kombinerar resultatet i en data frame. Fér exempelvis beridkning av
funktionsvirden nér data &r pa listform. Tillhor paketet plyr.

Ger predikterade virden.

Ger ett objekt av typen GLM. Bland attributen for objektet finns
parameterskattningar, predikterade virden och konfidensintervall.
Istéllet for att behdva skriva en if- och else-sats.

Slar ihop tva data frames.

Sétter basniva.

Ger en delméngd av ett objekt. Exempelvis en data frame.
Arbetar i en miljo, exempelvis en data frame och modifierar denna

eventuellt.
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6.3 B-splines av grad 3

BR(z)
7
Bi(x)
Bi(x) Bg_l(x)
7 7
B}(x) Bi_y(x)
3271(76) 3272($)
iy
Bi_Q(x)
-
Bg_s(z)

Vi visar resultatet men uteldmnar stegen i utrikningen av B-splines av grad
3. Enligt Cox-de Boors formel ger varje B-spline upphov till tva nya B-splines

men av ldgre grad som i diagrammet ovan. Tredjegradspolynomet blir

T — Uk—3 T — Uk—3 T — Uk—3
B3 _ BO
) = k—3(@)
U — Up—3 Uk—1 — Uk—3 Uk—2 — Uk_—3

L —Ug-3 T — Ug-3 Ug—1 — T 0
+ Bj_o()
U — Ug—3 Up—1 — Uk—3 Uk—1 — Uk—2
X — Uk—3 U — T T — Uk—2 0
+ Bj_s(z)
Uk — Ug—3 Uk — Ug—2 Uk—1 — Uk—2
Ug—1 — T T —Ug-2 T — Ug-2 0
+ Bj_s(z)
Uk+1 — Ug—2 Up — Uk—2 Uk—1 — Uk—2
r — Uk—3 U — T U — & 0
+ Bi_i(z)
Uk — Ug—3 Uk — Ug—2 Uk — Uk—1

+ Uf—1 — T T — Up—2 U — & Bgfl(.’t)
Uk+1 — Ug—2 U — Ug—2 UL — Uk—1

Uk4+1 — T U4+l — T T — Ug—1 B,g_l(x)
Uk+1 — Ug—2 Uk+1 — Ug—1 Uk — Uk—1

Uk4+1 — T Uk4+1 — T Uk+1—z Bg(z)
Uk+1 — Ug—2 Uk+1 — Ug—1 Uk+1 — Uk

+

Utanfér de fyra intervallen [ug_s, ug—2), [ur—2, uk—1), [Ug—1,ur) och [ug, ugt1)

r B (x) lika med 0. Vi ser att varje intervall har ett eget polynom pga. trapp-
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funktionerna B°(z). Situationen kompliceras dock av att sjilva splinen s(z) &r

en summa av B-splines (med tillhérande koefficienter).
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