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Sammanfattning

Hér beskrivs fran den forsta enklaste slumpgrafmodellen till mer
avancerade och realistiska modeller for sociala nidtverk som anvinds
idag. De viktigaste modellerna for sociala nidtverk definieras och model-
lernas egenskaper lyfts fram. Forst dgnas en stor del at att beskriva de
viktigaste egenskaperna som olika slags ndtverk genom olika empiris-
ka studier har visat sig ha: tungsvansad gradférdelning, hég klustring
och litet medelnodavstand. Hur bra en modell dr gar hand i hand med
hur val den lyckas avbilda dessa egenskaper. Senare vid genomgéang-
en av sjilva modellerna (Erdos-Rényi modellen, Smallworld-modeller,
Bipartita modeller, Preferential attachment modeller) framhalls hur
val respektive egenskap uppfylls och darmed ocksa indirekt hela mo-
dellens lamplighet. Det visar sig att Erdos-Rényi modellen endast har
medelnodavstandet som en godtagbar egenskap. Small-world-modeller
uppfyller ocksé medelnodavsténdet, och dessutom ocksa klustringen.
Bland bipartita modeller finns en stor variation. En bipartit modell
deVnerad i kapitel 5.3 uppfyller bade gradférdelningen och klustringen,
men nagot resultat for medelnodavstandet finns inte tillgdngligt. Pre-
ferential attachment modeller uppfyller medelnodavstandet och grad-
fordelningen.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige. E-post:
grcz7733@student.su.se. Handledare: Maria Deijfen.






Abstract

This report provides an overview of social network modelling. The most common
models of social netoworks are defined and the properties of the models are high-
lighted. The most important empirical properties of real networks are described:
heavy-tailed degree distribution, large clustering and small average path length. It is
then investigated how the proposed models succeed in capturing these properties.
The models that are described are the Erd6s-Rényi graph, small-world models,
models based on bipartite graphs and preferential attachment models. As for the
Erdés-Rényi graph, it captures the small average path length but is not realistic when
it comes to the degree distribution and the clustering. The small-world models cap-
ture the small average path length and the clustering, but not the degree distribution.
As for the bipartite models, there is a large variation. A particualar bipartite model
that is described turns out to capture both the degree distribution and the clustering,
but no results for the average path length are yet available. Preferential attachment
models gives rise to realistic degree distributions and has small average path length.
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1 Introduktion

Syftet med denna rapport dr att beskriva ett antal modeller for sociala ndtverk samt
kommentera deras lamplighet.

Studier av néitverk har vuxit fram efter att man inom olika &mnesomréaden intresser-
at sig for sociala néatverk. Ett socialt natverk bestar av individer och deras relationer
till varandra. Det &r just relationer som definierar ett socialt natverk.

Studier av komplexa natverk startade i slutet av 1990-talet i och med att mer kraft-
fulla datorer gjorde det mojligt att studera stora verkliga natverk empiriskt och
undersoka deras egenskaper. Att natverken ar komplexa syftar pa att de ar stora
samt att deras struktur ar varken helt regelbunden eller helt oregelbunden. De flesta
natverk som studeras idag ar komplexa och brukar delas in i huvudgrupperna so-
ciala natverk, informationsnatverk samt teknologiska och biologiska natverk.

Vad som framkommit av studier &r att manga olika natverk har likartade egenskaper,
trots att de inte tillhér samma grupp, utan kan till och med komma fran mycket oli-
ka &mnesomraden. Dessa likheter har 6kat intresset for natverk da forskningen kan
finna en storre tillampbarhet. Att nétverken pa sa satt skulle ha en gemensam ga-
ta att 10sa motiverar den stora mangd teoretiska forskning vars mal ar att kunna
formulera modeller for att generera natverk dar man har kontroll 6ver dessa egen-
skaper. Egenskaper som har studerats séarskilt mycket ar till exempel gradférdelning,
klustring och avstand mellan noder (individer i sociala natverk).

En grupp av natverk som studerats mycket, och som ar det huvudsakliga féremalet
for denna rapport, ar sociala néatverk. Dessa natverk ar intressanta av manga olika
skal, bland annat darfor att sociala relationer paverkar beteendet hos processer som
ager rum pa natverket och som i sin tur paverkar oss individer. Exempel pa sddana
processer kan vara spridning av smitta eller information. Vill man kunna studera och
forutsdga beteendet hos sadana processer ar det intressant att ha en modell som kan
generera ett natverk med egenskaper som paminner om egenskaperna hos ett verk-
ligt socialt natverk. Detta ar en svar uppgift eftersom de natverk man ar intresserad
av ar typiskt sett mycket stora och omoijliga att skaffa sig en exakt bild av — de ar
komplexa.

For att modellera ett natverk anvands naturligen en graf och den oregelbundna stuk-
turen hos ett socialt natverk antyder att en slumpgraf (det vill sidga en graf vars
konstruktion involverar nagon typ av slumpmekanism) &r att féredra framfor en
helt regelbunden graf. Natverk har studerats langt innan man borjade inse nyttan av
sannolikhetsteorin inom omradet. Det var forst efter att Paul Erd6s och Alfréd Rényi
definierade slumpgrafen ar 1959 som sannolikhetsteorin fick, och annu till idag har,
en sjalvklar plats i studier av natverksmodellering. Att en slumpmekanism anvands
i modelleringen medfor att man far resonera ur ett sannolikhetsteoretiskt perspektiv
for att forutsaga modellens egenskaper.



Begransningarna med nétverksmodellering &r att modellerna inte far bli for kom-
plicerade, att de maste vara realistiska samt att natverken som man vill aterskapa ar
svara att fa en exakt bild av.

Rapporten skulle kunna delas upp i tva delar, dar det forst kommer en “studiedel”
och sedan en “modelleringsdel”. Den forsta delen skulle vara det nastfoljande kapi-
tel 2 som beskriver verkliga nétverk och deras egenskaper, och den andra delen de
resterande kapitlen som beskriver modellerna, som man forsoker definiera pa ett
sadant satt att de som sagt ska kunna generera ett simulerat natverk som uppvisar
liknande egenskaper som de verkliga natverken.



2 Natverk och grafer

Olika typer av natverk, daribland sociala natverk, kan modelleras med grafer. Genom
empiriska studier av verkliga natverk har det visat sig att att manga olika typer av
natverk inte skiljer sig at alltfér mycket, tvirtom har man sett att de olika nétverken
faktiskt har flera gemensamma egenskaper. Detta har lett till att man borjat tro att
det kan finnas ett generellt svar pa vilka egenskaper ett natverk har. I denna rapport
om sociala natverk ar darfor mycket av det som &r sant om sociala natverk ocksa
sant for andra typer av natverk, och vice versa. Detta samband ar anledningen till
att ocksa de tas upp. Viktigt att komma ihag ar att i hela detta kapitel beskrivs en-
dast verkliga néatverk, det vill sdga natverk som tillkommit genom att man samlat in
och analyserat information fran natverk som finns omkring oss, se kapitel 2.3 for ex-
empel pa sddana verkliga natverk. De resultat som man erhallit ur dessa empiriska
studier tar man fasta pa nar man sedan forsoker sig pa att skapa modeller for de
verkliga natverken; man maste ju veta vad man vill aterskapa. Detta innebar att den
béasta modellen ar just den som bast stimmer 6verens med de empiriska resultaten.

Grafen som ska modellera ett nitverk ar sjalva grunden i nétverksteorin och har
darfor en stor betydelse. I kapitel 2.1 beskrivs vad som menas med en graf ur ett
rent matematiskt perspektiv, eftersom grafen kan ses som ett matematiskt verktyg
i studier av natverk. I kapitel 2.2 beskrivs sjidlva modelleringen, det vill sdga hur
man ténker sig att grafer ska kunna representera natverk. Har tas kan man siaga
sjalva grundidén upp till hela natverksmodelleringen. Kapitel 2.3 later oss ta del av
natverksteorins mangfald da det ges exempel pa olika typer av natverk som har stud-
erats. Kapitel 2.4 handlar om den samlade information som man genom manga olika
studier har byggt upp om nétverkens egenskaper och som man sedan i de 6vriga
kommande kapitlen bygger modeller utifran. Till sist i kapitel 2.5, d& man redan vid
det stadiet vet en hel del om nétverk, ges en liten djupdykning i tva sociala néatverk
som studerats mycket.

2.1 Grafteori

Grafer studeras inom grafteorin, en gren inom matematiken som utvecklades langt
innan grafen fann sin tilldimpning inom nuvarande nétverksteori. Det hela borjade
med att Leonhard Eulers, en av alla tiders mest produktiva matematiker, visade ar
1736 i en artikel att det klassiska matematiska problemet Kénigsbergs sju broar var
olosligt. Detta anses vara det forsta resultatet inom grafteorin och sedan dess har
omradet vuxit kraftigt.

En graf byggs upp av tva olika slags bestandsdelar, noder och kanter. Noder illus-
treras som punkter och kanter som linjer som sammanbinder noderna, se figur 1
nedan. En nod i en graf kan vara allt fran helt isolerad, det vill sdga inte vara sam-
manbunden med nagon annan nod, till sammanbunden med samtliga andra noder
i grafen — totalt NV — 1 stycken andra noder om grafen bestar av totalt NV stycken
noder. Om alla noder pa detta satt ar sammanbundna med samtliga andra N — 1
noder, fas en graf dar det gar en kant mellan samtliga nodpar och grafen far det



maximala antalet kanter som den kan ha, vilket ar (N (N — 1))/2.

En graf skrivs formellt som G = {V, E}, dar V ar nodmdngden och E ar kantmdngden.
Saledes ar V en mangd av NV noder, V={ V4, V..., V}, och E dr en mangd av kanter
som visar hur kanterna sammanbinder noderna.

3

Figur 1. Exempel pa en graf. En grat G = {V, E} bestar av
de tva mangderna V och E. Grafen ovan har N = 5 och
kan skrivas som G={{1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 5}}}.

Man inser att en och samma graf kan representeras grafiskt pa flera olika satt och
detta visar pa att det som egentligen definierar en viss graf &r endast antalet noder
och hur de sammanbinds genom kanterna, och allt detta framgar i notationen. Men
en grafisk representation av en graf fyller &nda sin funktion och &r anvandbar om
inte grafen ar alltfor stor. En stor graf ar svarare att ta till sig och da férsoker man
kvantifiera istéllet, det vill siga berdkna nyckeltal fran datat som bygger upp grafen.

Grafen ovan ar endast det enklaste exemplet pa en graf. Det finns dock méanga olika
typer av grafer, samt ocksa nagra speciella nyckeltal som man ofta raknar fram fran
grafer. Nedan foljer en lista pA manga vanligt forekommande graftermer, se figur 2
for en illustrering av nagra av termerna.

Termer inom grafteorin

Nod : Punkt i grafen. Kallas ocksa hérn.
— Kant : Linje mellan tva punkter i grafen. Kallas ocksa bdge.
— Granne : Tva noder ar grannar om de sammanbinds med en kant.

— Oriktad graf : Kanterna har ingen speciell riktning utan kopplar helt
enkelt ihop tva noder.

— Riktad graf: Kanterna pekar i en viss riktning, vilket markeras med pilar.

— Stig : Ett satt att ga mellan tva noder genom att folja kanterna fran nod
till nod. Samma kant far inte anvdndas tva ganger. I en riktad graf far
man bara ga i pilens riktning.



— Cykel : En stig som borjar och slutar i ssamma nod och som passerar andra
noder hogst en gang.

— Avstand mellan tva noder : Langden av den kortaste stigen genom grafen
fran en av noden till den andra. Det kan finnas och ofta ocksa finns fler an
en stig mellan tva noder. Hur lang den kortaste stigen mellan tva noder
ar definieras som det antalet kanter som finns langs den kortaste vagen
som férenar noderna.

— Grad : Antal kanter som en nod har. For riktade grafer anvénds in-grad
och ut-grad for varje nod, vilka ar antalet inkommande respektive ut-
gaende kanter.

— Komponent : Om det finns en stig mellan tva noder tillhér noderna sam-
ma komponent. En komponent ar saledes en mangd av noder dar varje
nod kan nas fran varje annan nod.

— Diameter : Diametern av en graf ar langden (raknat i antal kanter) av det
langsta avstandet mellan tva noder i grafen.

— Densitet : Anger tatheten av kanter i en graf. Densiteten berdknas som
kvoten mellan antalet kanter i grafen och det storsta mojliga antalet kan-
ter i grafen

antal kanter i grafen

N(N—1)
2

densitet =

— Viktad graf: Om kanterna har vikter, det vill siga positiva reella tal tillde-
lade. En viktad graf illustreras till expemel genom att kanterna far en
siffra eller olika tjocklekar.

— Enkel graf: En graf som &r oriktad, oviktad och utan loopar (kanter som
gar fran en nod tillbaka till sig sjalv) och utan multipla kanter (tva eller
fler kanter som sammanbinder ett nodpar).

— Komplett graf / fullstindig graf : En oriktad graf dar det finns en kant
mellan varje par av noder.

— Bipartit graf : Graf med tva olika typer av noder och dér kanterna gar
endast mellan de olika nodtyperna.

— Delgraf : En delgraf till grafen G = {V, E} bestar av en delmangd F; av
kanterna och en delméngd V) av noderna (som maste innehéalla alla hérn
som ingar i nagon av kanterna i ).



d)

Figur 2. Variationer pa grafer. a) en komplett graf . b) en
riktad graf . c) en viktad graf med tre olika vikter. d) en
bipartit graf. Den hogsta grad som graf c) har ar tva, vidare
har den ocksa endast en komponent.

2.2 Modellering av nitverk med grafer

I detta avsnitt beskrivs hur modelleringen av natverk med grafer ar tiankt. Detta kan
ses som en allmén idé och som ér till hjalp for att férsta modellerna som beskrivs i
de kommande kapitlen.

Grafer kan anvéandas till att representera olika typer av natverk som kan delas in i
huvudgrupperna informationsnatverk, teknologiska nétverk, biologiska natverk men
ocksa inte minst sociala natverk — som ju ar féremal for denna rapport. Studier av
sociala natverk handlar om individer och deras relationer med varandra. Exempel pa
sociala natverk inkluderar bland annat vanskapsband mellan individer, foretagsre-
lationer mellan foretag och blandéktenskap mellan familjer (se kapitel 2.3 for fler
exempel).

En sadan graf som illustreras i figur 1 skulle kunna beskriva ett mindre socialt
natverk genom att lata varje nod vara en individ och kanterna mellan dem skulle
innebédra intereaktioner eller kopplingar mellan individerna i néatverket i form av
till exempel véanskapsband, sldktskap, professionella bekantskaper eller geografisk
narhet. Oftast anviands mycket storre grafer eftersom natverken som studeras ofta ar
stora. Se Tabell 1 under kolumnen NV for exempel pa storlekar av studerade natverk.
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Syftet med grafen ar att forsoka avbilda ett verkligt socialt nétverk och da kan man
kanske finna inte bara en storre, utan ocksa en nagot mer anvancerad graf dn den
som visas ovan i figur 1 vara mer ldmplig. Grafen i figur 1 ar den enklast mojliga
men har tyvérr endast begransade mojligheter. En lite mer avancerad graf fas om
man istallet later olika noder ha olika egenskaper, som den bipartita grafen i figur
2 d) med tva olika nodtyper. Denna graf ar lamplig fér modellering av till exempel
mén och kvinnor som da representeras av de olika nodtyperna, da man tanker sig
att méan och kvinnor har olika egenskaper. En annan vanlig modifiering &r att ock-
sa lata olika kanter ha olika egenskaper. Ett exempel ar en viktad graf (figur 2 c))
dar kanternas vikter skulle kunna representera hur vl individerna kénner varann.
En tjockare kant, en kant med en storre vikt, skulle kunna representera att dem tva
individer som kanten sammanbinder kanner varandra battre &n tva individer som
sammanbinds med en tunnare kant. Vidare kan kanter vara riktade at endast ett hall
nar kanten har en pil at en viss riktning (figur 2 b)). Grafen &r i sa fall en riktad
graf och anvands till exempel nar man modellerar natverk over telefonsamtal eller
e-posttraffik.

Nedan foljer exempel som belyser lite mer i detalj nagra specifika natverk och hur
de representerats av grafer. Det framsta syftet ar att bekanta sig med tankegangarna.

I figur 3 a) visas en illustrativ bild som helt enkelt visar hur natverket 6ver samar-
beten mellan forskare skulle kunna se ut. Varje nod &r en forskare och varje kant
visar ett samarbete mellan tva individer. Ett samarbete foreligger om forskarna sam-
forfattat en artikel. Noder i mitten av grafen representerar individer som samforfat-
tat artiklar med manga forskare, medan noder langst ut representerar individer som
ofta endast samforfattat en artikel. Ett sadant kant och mycket studerat samforfat-
tarnatverk ar samforfattandet av artiklar inom matematiken (kapitel 2.5.1 Erdéstal).

Figur 3. a) En illustrativ bild [8] pa hur natverket 6ver sam-
forfattandet av vetenskapliga artiklar skulle kunna se ut.
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I figur 3 b) visas ocksd samarbete mellan forskare. Aven har representerar noder
forskare och kanter visar ett samarbete mellan tva individer. Men nu representeras
forskarna med inte mindre &n sju olika nodtyper, med olika egenskaper. Nodtype-
rna delar upp individerna i grafen efter inom vilket amnesomrade som individen i
fraga ar verksam. Samtliga nodtyper verkar ha en egenskap gemensam, och det ar
att de mycket oftare sammanbinds med noder av samma typ. Detta har sin naturliga
forklaring i att forskare samarbetar i en mindre utstrackning 6ver sitt &mnesomrade
an inom. Man véljer en grafs utseende beroende pa vad man vill lyfta fram. Har
forvantade man sig en sadan uppdelning och valde dérfor att representera grafen
med olika nodtyper for att béttre kunna se denna uppdelning rent grafiskt. Dessu-
tom buntade man ihop noder av samma typ. Om grafen endast skulle ha en nodtyp
och om noderna inte skulle vara ihopbuntade skulle man sakerligen inte uppticka
denna starka uppdelning som man nu ser. En del studier av natverk handlar om att
med datorer forsoka identifiera just sadana uppdelningar. Mellan nodtyperna kan
formagan att binda till andra noder variera, bade till noder av samma typ och till
andra typer. Till exempel binder endast en nodtyp till sa manga som tre olika nod-

typer.

Figur 3. b) Graf [9] over samforfattarskap av artiklar mel-
lan olika @mnesomraden. De olika fargerna representer-
ar skilda amnesomraden. Samforfattarskap over &mnesom-
raderna dr mindre forekommande &n inom samma &dmne-
somrade och gruppstrukturer (kapitel 2.4.4.4) framkommer
tydligt. Grafen visar den storsta komponenten i Santa Fe
Institutets samarbetsnatverk.
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I figur 3 c) finns en bipartit graf som skulle kunna illustrera ett dejtingnatverk pa ett
gymnasium. Noder &r individer och kanter visar dejtingrelationer mellan individ-
par. De tva olika nodtyperna representerar kon och nodernas uppenbara egenskap
ar i detta fall att de endast kan sammanbindas mellan olika nodtyper. En annan
egenskap skulle kunna vara skillnader i formagan att sammanbinda till noder, det
vill sdga att individer av det ena konet 6verlag skulle ha haft fler dejtingrelationer
pa gymnasiet 4n det andra. Om grafen skulle vara viktad, kunde de olika vikterna
representera hur lange dejtingrelationen varade.
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Figur 3. ¢) En bipartit graf [9] som skulle kunna illustrera
ett dejtingnatverk pa ett gymnasium.

Som niamns i inledningen till detta kapitel anvands vid skapadet av grafmodeller for
sociala, liksom andra typer av nitverk, resultat fran empiriska studier dar man tit-
tat pa vilka egenskaper som ett natverk har i verkligheten. Dessa resultat anvands
sedan vid skapandet av en modell som férhoppningsvis fangar upp dessa egenskaper.
Vid modellering av nétverk anvands en slumpgraf. Anledningen till detta &r att ett
natverk har en komplex struktur som beskrivs battre av en graf vars konstruktion in-
volverar nagon typ av slumpmekanism, dn av en deterministisk graf. Alla modeller
i denna rapport ar slumpgrafer. Vid skapandet av en modell (slumpmodell) handlar
det om att definiera grundlaggande lokala egenskaper i modellen, som till exempel
sannolikheten att en kant dyker upp mellan tva noder, som man sedan bygger hela
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grafen efter. Man bygger alltsa en stor graf genom att forst definiera lokala egen-
skaper.

Hur ett visst natverk ser ut i verkligheten beror pa olika faktorer. Man ar forstas
intresserad av att fa kdinnedom om dessa faktorer som paverkar natverkets struktur
for att finna stod vid definierandet av de lokala egenskaper hos en graf. En lokal
egenskap 4r i stort sett en mekanism som bestimmer séttet pa vilket grafen byggs
upp. En lokal egenskap tillskrivs ett visst fenomen i verkligheten.

Fran borjan studerade man sma regelbundna grafer och hade fragestallningar kring
dem. Man kunde fraga sig vem som var den viktigaste personen i ett socialt natverk,
da en individ i ett litet ndtverk kunde vara betydelsefull for hela natverket. Nufor-
tiden studerar man stora grafer och fragestallningarna ar mer av statistisk karaktar.
Nu vill man till exempel ta reda pa hur stor andel av kanterna maste tas bort for
att dela upp grafen i minst tva komponenter. Man kvantifierar datat med hjalp av
sammanfattande nyckeltal (kapitel 2.4) da graferna blivit sa stora att det blivit svart
att ta till sig dem pa nagot annat sétt. Datorutvecklingen har sjélvklart bidragit till
att analysen av stort datamaterial och simuleringar av grafer blivit enklare.

Datainsamlingen fran sociala natverk ar inte alltid sa tillforlitlig, utan det ar van-
ligt att insamlingen har problem med felaktigheter, att subjektivitet kan infinna sig
och att urvalet inte ar tillrackligt stort. Med undantag for ett fatal fyndiga indirek-
ta studier som Milgrams experiment (kapitel 2.4.1) sker datainsamlingen vanligtvis
genom att fraga deltagarna direkt via frageformulér eller genom intervjuer. Sadana
metoder kraver mycket arbete och som en f6ljd av detta blir storleken pa natverket
som kan studeras begransat. Datamaterialet som man anvénder sig av blir kanske
inte heller objektivt besvarat, vilket beror pa att det till exempel kan skilja sig mellan
svaranden nar det giller definitionen av en van.

Aven om man gor stora anstrangningar for att eliminera felkallor av den typen ar det
allmént accepterat att det finns stora och okontrollerade fel i de flesta av dessa sociala
studier. Daremot kan man fa mycket mer tillforlitlig information i de fall dar olika
typer av databaser finns tillgiangliga. Exempel pa nétverk som skapats ur en databas
ar natverk over filmskadespelare (kapitel 2.5.2 Bacontal), dar tva skadespelare sam-
manbinds om dem medverkat i samma film. Information 6ver skadespelare och film
ar noggrannt dokumenterat i filmdatabasen Internet Movie Database

http://www.imdb.com/

Liknande datamaterial kan hittas for att skapa natverk 6ver samforfattarskap bland
forskare, dar tva forskare sammanbinds om dem har skrivit en eller flera artiklar
tillsammans, samt natverk 6ver bolagsdirektorer, dar tva direktorer sammanbinds
om dem sitter i samma styrelse.
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2.3 Olika typer av verkliga nitverk

Det ar som bekant mojligt att studera flera olika nitverk med nétverksteori. Nedan
listas exempel pa vanliga natverk som man studerat samt till vilken grupp de tillhor.
Vissa av natverken &r riktade eller bipartita. Datamaterialen for vissa av natverken
ar ocksa mer tillforlitliga an for andra, dar natverk byggda pa komplett registerdata
som till exempel natverk 6ver filmskadespelare, skadespelarnatverket, maste hora till
de mest tillforlitliga. Kanske &r detta anledningen till att de tva mest studerade infor-
mationsnatverk ar citationsndtverk och webben. De flesta natverk véixer ocksa hela
tiden, eller atminstone sa byts noderna och kanterna ut eller ocksa sa foérsvinner de.
Detta &r ytterligare en egenskap som noder och kanter kan ha i slumpgrafsmodeller.

Verkliga niatverk

— Samforfattarskap : Noder ar forskare och kanter sammanbinder tva forsk-
are om dem har skrivit en artikel i samarbete. Natverket ar ett oriktat
socialt natverk.

— Skadespelare : Noder ar filmskadespelare och kanter sammanbinder tva
filmskadespelare om dem har medverkat i samma film. Natverket ar ett
oriktat socialt natverk.

— Telefonsamtal : Noder &r telefonnummer och avslutade telefonsamtal &r
kanter, riktade fran den som ringer till den som svarar. Natverket ar ett
riktat socialt natverk.

— Webben (World Wide Web) : Noder &r internetsidor och kanter ar hyper-
lankar. Vissa studier ar gjorda pa sajtniva dar internetsidor som tillhor
samma sajt representeras av en och samma nod. Natverket ar riktat och
foljer hyperlankarna, men i vissa fall har man anvént natverk med kanter
som inte ar riktade. Natverket ar ett informationsnatverk.

— Citationsndtverk : Noder ar publicerade artiklar och riktade kanter ar
referenser till tidigare publicerade artiklar. Natverket &r ett riktat infor-
mationsnatverk.

— Lingvistik : Olika natverk kan skapas. Noder kan vara ord och kanter
sammanbinder tva ord om dem finns brevid eller ett ord fran varandra i
en mening. Man kan ocksa fa ett natverk 6ver synonymer om noder ar
ord och kanter sammanbinder tva ord om dem &ar synonymer. Néatverken
ar oriktade informationsnatverk.

— Internet : Man kan studera internet pa tva nivaer. Noder kan vara routrar
och datorer och kanter ar fysiska ldnkar mellan dem, eller s kan noder
vara domaner, dér varje domén innehaller hundratals routrar och dator-
er, och kanterna sammanbinder tvd domaner om det atminstone finns en
router som forbinder dem. Natverket &r ett teknologiskt natverk.

— Kraftndt : Noder ar generatorer, transformatorer och transformatorsta-
tioner och kanter ar hogspanningstransmissionsledningar. Natverket ar
ett oriktat teknologiskt néatverk.
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— Ekologiska ndtverk : Noder ar olika arter och kanter ar predator-byte
relationer mellan dem. Natverket anvands av ekologerna for att kvanti-
fiera interaktionerna mellan olika arter. Néatverket ar ett riktat biologiskt
natverk.

— Neurala ndtverk : Noder kan vara neuroner, och kanter kan vara synap-
tiska forbindelser. Natverket ar ett biologiskt natverk.

— Metaboliska reaktionsvigar : Noder ar substrar och produkter, och kan-
ter sammanbinder ett visst substrat med en viss produkt om det finns
en kand metabolisk reaktion som omvandlar substratet till produkten.
Natverket ar ett oriktat biologiskt nétverk.

— Proteinveckning : Noder &r olika tillstind, konformationer, av ett pro-
tein, kanter sammanbinder konformationerna om dem kan erhéallas fran
varandra genom en elementér forflyttning. Natverket &ar ett biologiskt
natverk.

2.4 Egenskaper hos sociala niatverk

I detta avsnitt foljer olika empiriska resultat fran studier av verkliga natverk. Dessa
resultat ar viktiga eftersom de ligger till grund nér man borjar arbeta med att ta fram
slumpgrafmodeller. Som redan papekats har det observerats att manga olika typer
av natverk tenderar att ha likartade egenskaper, vilket innebér att mycket av det som
beskrivs galler &ven for andra typer av natverk. Nedan f6ljer en kort forklaring av de
viktigaste och mest studerade egenskaperna som man sett att verkliga natverk har,
innan en langre forklaring ges langre fram. Avsnittet avslutas med ytterligare nagra
vanligt forekommande egenskaper.

Viktigaste egenskaper hos sociala nitverk

- “Virlden dr liten”-fenomenet : Det faktum att det genomsnittliga avstan-
det mellan noder tenderar att vara litet i forhallande till nitverkets stor-

lek.

- Klustring : Att det finns manga trianglar i natverket. Klustringskoeffi-
cienten C' € [0,1] ar ett matt pa forekomsten av triangelstrukturer i
natverket. Sociala natverk har en stor forekomst av trianglar, vilket ger
en relativt hog klustringskoefficient.

- Tungsvansad gradfordelning : En grafs gradférdelning {py } anger sanno-
likhetsfordelningen fér nodgraderna. Verkliga natverkens gradfoérdelning
foljer en potenslag py, ~ k=7, dar véardet pa -y brukar vara 2 <~ < 3.
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2.4.1 Medelnodavstand och “virlden ir liten”-fenomenet

Man har upptéckt vid studier av sociala natverk, liksom vid andra typer av nétverk,
att den kortaste vagen mellan de flesta nodpar i ett natverk verkar besta endast av
ett fatal kanter, trots att natverket sjalvt kan vara mycket stort, och det ar detta som
ar kant som “vdrlden dr liten™-fenomenet, pa engelska “small-world effect’.

Hela idén bakom “virlden é&r liten”-fenomenet introducerades forst av Stanley Mil-
gram ar 1967 efter att han utforde ett experiment vars syfte var att undersoka medel-
avstandet mellan tva individer i en population. Experimentet genomfordes genom att
Milgram valde individer i USA i stader som Omaha, Nebraska, Wichita och Kansas
och gav dem till uppgift att skicka brev till en viss férbestimd malperson. Om de inte
kénde denna person direkt skulle de sdnda brevet vidare till en av sina bekanta som
de bedomde skulle ha storst mojlighet att vidarebefordra brevet till malpersonen pa
snabbast mojliga satt, det vill saga pa ett satt med sa fa mellanleder som mojligt.
Ungefir en fjardedel av breven nadde fram och de hade da passerat i genomsnitt sex
personer. Experimentet har sedan gett upphov till begreppet “sex grader av atskill-
nad”, pa engelska “six degrees of separation”, som ar en hypotes om att alla pa jorden
ar sammanlankade med varandra med som hogst fem personer som mellanled.

Ett konkret exempel pa ett natverk som uppvisar ett “vérlden ar liten”-fenomen ges
i en studie [5] gjort 6ver samforfattarskap av artiklar inom neurologi publicerade
mellan 1991 och 1998. Natverket har ett medelnodavstandet pa [ = 6. Ett annat ex-
empel ar webben. Natverket ar mycket stort och ett delnétverk pa 325 729 noder har
studerats [4] dar det visade sig att medelnodavstandet var [ = 11.2.

Numera har “vérlden &r liten”-fenomenet studerats och verifierats direkt i ett stort
antal olika natverk. “Varlden ar liten”-fenomenet innebar bland annat att det ocksa
gar fort att ta sig mellan noderna i manga riktiga natverk, eftersom det gar fortare
att hoppa ett fatal steg, vilket blir fallet med fenomenet, an kanske 100 steg. Allmant
beraknas medelnodavstandet [ mellan nodpar i ett natverk som [10]

1
= o S (1)
IN(N+1) ; !
dar d;; ar avstandet mellan nod i och j, och dér d;; = 0. Definitionen av (1) ar prob-
lematisk om nétverket har fler an en komponent, for i sidana fall finns det nodpar
som inte har ndgon sammanbindande vég alls. Man brukar tilldela odndliga avstand
till sidana par, men da blir ocksa vérdet pa [ odndligt stort. For att undvika detta
definieras vanligtvis [ i sadana néatverk som medelnodavstand mellan alla par som
har en forbindelse. Par av noder dar noderna inte tillhr samma komponent riaknas
alltsa helt enkelt inte in i medelvardet.

Matematiskt definieras “vérlden &r liten”-fenomen ofta som att avstinden mellan
noderna vaxer hogst logaritmiskt med antalet noder /V. Det ar naturligt att tanka
sig att avstanden mellan noderna &r storre i en stor population &n i en liten, men
som beskrivits ovan dr 6kningen i praktiken ganska langsam, och In N &r en funk-
tion som okar relativt langsamt med N. Mattet (1) pa avstand mellan noder &r ett
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empiriskt matt, det vill sdga ett matt pa observerat data. I en stokastisk modell ar
avstanden mellan noderna forstés stokastiska. Lat Hp beteckna avstandet mellan
tva noder som véljs slumpmaéssigt ur alla par av noder som ar sammanldnkade med
en stig. Modellen ségs ha “vérlden &r liten”-egenskapen om

A}im P(Hy <clnN)=1 (2)
for nagon konstant c, det vill saga om NV ar stort sa kan man med stor sannolikhet
ta sig mellan tva noder i hogst cln N steg.

2.4.2 Gradfordelning

Ett natverk bestar oftast av noder med olika grader. Den lagsta grad en nod kan
ha &r ju noll och innebar att noden &r helt isolerad. Den hogsta grad en nod kan ha
det ar nar den har en kant till samtliga andra noder i grafen, vilket ar NV — 1.

Man kan gora ett histogram 6ver ett natverk dar man delat in noderna efter grader.
Sedan kan man lata p;, beteckna den andelen noder i néitverket som har graden k.
Detta definierar en sannolikhetsfordelning {p;} med £ =0, 1,2, ..., N — 1, och dér
pi. ar sannolikheten att en slumpmassigt vald nod har graden k.

De flesta verkliga natverk har en gradférdelning med en relativ lang hogersvans
med varden som ar langt ifran medelvérdet. En sddan skev gradférdelning fas om en
stor majoritet av noderna har en lag grad men ett litet antal noder har en hog grad.
En fordelning med en liknande lang hogersvans som man funnit anvandbar nar man
forsokt modellera gradférdelningen ar potenslagen, som ges av

pe~ k7 (3)

dar «y 4r en konstant. Ekvationen innebér att py/k~" konvergerar mot en positiv
konstant da £ gar mot oandligheten. Ett typiskt varde pa v i modelleringar av verk-
liga natverk ar 2 < v < 3, se tabell 1.

Ett konkret exempel pa ett natverk vars gradfordelning foljer en potenslag ar ett
natverk 6ver telefonsamtal. Natverket ar riktat och har tva stycken gradfordelningar,
en for in-grad och en for ut-grad. Langdistanta telefonsamtal ringda under en en-
da dag studerades [1] och det visade sig att gradfordelningen for in-grad respektive
ut-grad f6ljde en potenslag med exponenten 7, = ¥, = 2.1. Ett annat exempel pa
ett natverk som foljer en potensférdelning ar aterigen webben [4]. Delnétverket av
webben som studerades gav att v, = 2.1 och 7, = 2.45.

Natverk som f6ljer en potenslag kallas ibland for skalfria ndtverk.
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Potenslagen f(k)=k"(-3) In(f(k))=In(k”(-=3))
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Figur 4. Till vinster : exempel pa potenslagen som verkliga
néatverk foljer. I detta fall ar v = 3. Till hoger : samma
potenslag i logaritmisk skala. Linjens lutning ar —3.

Det absolut vanligaste séttet att grafiskt uppticka en potenslagfordelning ur sitt data
ar med hjalp av en In-In plot (se hogra bilden i figur 4). Det vill siga man plottar an-
delen noder p; med grad k£ mot £, och logaritmerar bada axlarna. Ser man da en rat
linje tyder det pa att gradfordelningen foljer en potenslag och linjens lutning anger
exponenten.

Det ar svart att méata en fordelning med sadan lang hogersvans som de verkliga
natverken uppvisar. Men for att forsoka gora det skulle man kunna tanka sig att
gora som beskrivits ovan och gora ett histogram 6ver nétverkets noder, men detta
brukar resultera i att man far forlite data i svansen for att statistiken ska vara tillfor-
litlig. Men det finns tva accepterade satt att ta sig runt problemet. Det ena sattet ar
att konstruera ett histogram dar de olika intervallingderna 6kar exponentiellt med
graden. Man skulle kunna ha ett histogram med intervallangder som delar in noder-
na efter graderna 1,2-3,4-7,8-15 och sa vidare. Sedan delas det observerade datat i
varje intervall med intervallets langd for att normalisera métningarna. Detta ar ett
lampligt satta att konstruera ett histogram pa ifall histogrammet ska plottas med
en logaritmisk skala for grad, for att da forefaller bredden pa intervallen vara lika
breda. Intervallen blir bredare ju langre ut i svansen man gar och detta medfor att
problemet med forlite data i svansen minskar. Det andra séttet att presentera grader
pa ar genom att plotta den kumulativ férdelningsfunktion

P, = Zp;g (4)
k'=k

som ar sannolikheten att graden ar storre eller lika med k. Nar man gor ett histogram
genom att dela in vdrden i olika intervall tar man samtidigt bort alla skillnader
mellan datapunkter som hamnar i samma klass. Den kumulativ férdelningsfunktion
har inte detta problem utan all ursprunglig data kan representeras. Detta ar en fordel
med en sddan plot, dessutom reducerar den bruset i svansen. Men en av nackdelarna
ar att plotten inte ger en direkt visualisering av sjilva graden.
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2.4.3 Klustring

Klustring innebér att det ar en hog sannolikhet att tva olika noder som har en gemen-
sam granne ocksa sjidlva &r sammanbundna, och om sa ar fallet far man en triangel-
struktur. I verkligheten ar sociala natverk, liksom manga andra typer av natverk,
klustrade, vilket innebar att natverket har en relativ hog tdthet av trianglar. I ett
natverk som beskriver vianskapsband kan detta férklaras med att det &r en hog san-
nolikhet att din véns vén ocksa ar din van.

Man kan kvantifiera graden av klustring i ett natverk med klustringskoefficienten
C, 0 < C <1, som mater tiatheten av trianglar i ett natverk. Klustringskoefficienten
kan definieras pa tva olika satt. Ett satt att kvantifiera klustringskoefficienten ar som
[10]

3 x antal trianglar i natverket

¢= (5)

antal ssmmanbundna tripplar av noder

dér en trippel 4r en méngd av tre noder. I sjalva verket sa méter C' andelen av tripplar

som har den tredje kanten som saknas ifylld och darmed bildar en triangel. Man

kan sdga att C' ar medelsannolikheten att tva olika noder med en gemensam granne

ocksa sjalva ar sammanbundna. Den alternativa definition av klustringskoefficienten

kommer fran Watts och Strogatz som foreslog en definition av ett lokalt viarde som
10

ol C, = antal trianglar kopplade till nod ¢ ©)

antal tripplar centrerade pa nod ¢

For noder med grad 0 eller 1 satts C; = 0. Sedan blir klustringskoefficienten f6r hela
natverket [10]

1
CZNZQ‘ (7)

Definition (7) tenderar att ge mer vikt at noder med lag grad, eftersom sadana noder
har en liten ndmnare i ekvationen och ger darfér annorlunda resultat fran definition
(5). Skillnaden mellan de tva illustreras nedan i figur 5 nedan.

De bada olika definitionerna av klustringskoefficienten ovan ar empiriska matt. For
att berakna klustringskoefficienten for en slumpgraf kan man anvénda motsvarande
vantevarden. Alternativt kan man berdkna den betingade sannolikheten att tva noder
ar ssmmanbundna med en kant givet att de har en gemensam granne, och anvanda
detta som matt pa klustring.

Ett konkret exempel pa ett natverk med en hog klustring visas aterigen i studien [5]
gjort 6ver samforfattarskap av artiklar inom neurologi publicerade mellan 1991 och
1998, som gav en klustringskoefficient (definierat enligt ekvation (7)) pa C' = 0.76.

Klustringskoefficienten mater titheten av trianglar av ett natverk. En uppenbar gen-

eralisering skulle vara att studera tatheten av cykler med fyra eller fler noder, istéllet
for tre, men tyvérr ar denna teori dnnu inte sa valutvecklad.
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Figur 5. Illustrering av hur C berdknas. Grafen har en
triangel samt atta sammanbundna tripplar av noder. En-
ligt ekvation (5) far man en klustringskoefficient C' =
(3 x 1)/8 = 3/8. Enligt ekvation (6) far noderna de lokala
klustringskoefficienterna: 1, 1, 1/6, 0, 0. Medelvardet enligt
ekvation (7) blir C' = 13/30.

Nedan foljer en tabell [10] 6ver olika nyckeldata som beskrivits i detta kapitel, foru-
tom gradkorrelationskoefficienten som beskrivs senare (kapitel 2.4.4.2).

Nitverk N m 2 l ~ C' C? r
Samforfattarskap 253 339 496 489 392 7.57 - 015 0.34 0.120
Filmskadespelare 449 913 25516 482 113.43  3.48 23 020 0.78 0.208
Citationsnétverk 783 339 6 716 198 8.57 3.0/-

WWW Altavista 203 549 046 2 130 000 000 10.46 16.18 2.1/2.7

Internet 10 697 31992 5.98 3.31 2.5 0.035 0.39 -0.189
Kraftnat 4941 6 594 2.67 18.99 - 0.10 0.080 -0.003
Neuralt natverk 307 2 359 7.68  3.97 - 0.18 0.28 -0.226

Tabell 1. Nyckeldata for olika natverk. Storheterna &r :

N = totala antalet noder.

m = totala antalet kanter.

z = medelgrad.

| = medelnodavstand.

Exponent v for gradférdelningen om gradférdelningen
foljer en potenslag (eller “-” om ej, in/ut-grad ges om
grafen ar riktad).

C! = Klustringskoefficient fran ekvation (5).

C? = klustringskoefficient fran ekvation (7).

r = gradkorrelationskoefficient.

Tomma rutor innebar att data saknas.
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2.4.4 Andra egenskaper

De tre ovanstande egenskaperna ar som sagt de viktigaste och som aterkommer i
de kommande kapitlen. Men for fullstindighetens skull beskrivs i detta avsnitt yt-
terligare nagra egenskaper som observerats i verkliga natverk och som é&r vanligt
forekommande i litteraturen.

2.4.4.1 Assortativ blandning

Ett fenomen som kan ses i natverk som bestar av flera olika nodtyper ar att san-
nolikheten att en kant sammanbinder tva olika noder beror pa deras nodtyper. I
sociala natverk kallas den har typen av selektiva forbindelser for assortativ bland-
ning. Assortativitet 4r saledes en nods formaga att binda till andra noder som har
samma eller andra egenskaper. Ett sddant fenomen finns i till exempel ekologiska
natverk. Ett ekologiskt natverk kan besta av olika arter som indelats i tre olika nod-
typer beroende pa om de ar vaxter, vaxtitare och kottétare, och dar kanterna rep-
resenterar predator-byte relationer. Da ser man att manga kanter forbinder vaxter
med vaxtatare, liksom vixtatare med kottatare, medan det ar endast fa kanter som
forbinder kottatare med kottétare eller vaxter med kottétare.

Ett ként exempel pa assortativ blandning ar blandning av ras [10]. I en studie ingick
det 1 958 par fran staden San Francisco i Kalifornien. I studien dataférdes av vilken
ras samtliga individer var. Enligt tabell 2 som visar antalet par verkar individerna i
studien foretradesvis valja sina partners fran samma ras. Detta anses vara ett vanligt
fenomen i manga sociala natverk — att man tenderar att umgas foretradesvis med
ménniskor som liknar oss sjalva pa nagot satt. Om raserna skulle representeras av
fyra olika nodtyper skulle néstan varje nod ha den storsta sannolikheten att binda
till en nod av samma typ. Om man vidare delar upp nodtyperna ocksa pa kon kan
man kanske sedan gora dnnu mer realistiska definitioner av de lokala egenskaperna.

Kvinnor
Svart Latinamerikan Vit Annat
Man Svart 506 32 69 26
Latinamerikan 23 308 114
Vit 26 46 599
Annat 10

Tabell 2. Par i studien sorterade efter individens ras. Ru-
tor med samma farg visar siffror som jamfor varden for
mén och kvinnor inom samma ras. Nastan lika manga méan
som kvinnor av samma ras ingick i studien; kvoten mellan
man och kvinnor ar 1.1, 1.2, 0.9 och 0.6 for svarta, lati-
namerikaner, vita respektive annat.
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2.4.4.2 Gradkorrelation

Verkliga natverk uppvisar gradkorrelation som innebéar att det finns korrelationer
mellan sammanbundna noders grader. Detta kan ses som ett specialfall av assorta-
tiv blandning dér sannolikheten att tva noder sammanbinds beror pa vilken grad de
har. Fenomenet kallas assortativ blandning, eller assortativitet, ifall noder med en
hog grad oftare binder till andra noder med hog grad. I det andra fallet, om noder
med en hog grad istallet oftare binder till noder med en lag grad, kallas detta for
disassortativ blandning, eller dissortativitet,

Korrelationen kan anges genom att berakna korrelationskoeffcienten f6r nodernas
grader i bada dndarna av en kant. Korrelationskoeffcienten bor vara positivt for as-
sortativt blandade nétverk och negativa for disassortativa sadana. Verkliga nétverk
har bade assortativa och disassortativa blandningar, men det finns en intressant up-
pdelning efter natverkstyp. Det dr ndmligen sa att sociala natverk tycks vara as-
sortativa, medan de andra grupperna av natverk (informationsnatverk, teknologiska
natverk, biologiska natverk) verkar vara disassortativa. Detta kan ses i tabell 1 pa
korrelationskoeffcientens tecken.

2.4.4.3 Robusthet

En egenskap som kan vara av intresse ar natverkets robusthet, motstandskraft, vid
borttagning av noder. Nar noder tas bort kar avstandet mellan noderna, och om till-
rackligt manga noder tas bort borjar stigarna mellan noderna i natverket att forsvin-
na och natverkets struktur sonderfaller allt mer. Nar man talar om ett nitverks ro-
busthet menar man hur fort niatverket sénderfaller om man later noder tas bort fran
natverket.

Hur robust ett natverk ar beror inte bara pa natverkets struktur, utan ocksa pa vilket
satt noderna tas bort pa. Det enklaste sattet som noderna kan tas bort pa ar att helt
enkelt ta bort noder helt slumpmassigt ur hela grafen. Ett annat satt ar att inrikta sig
pa att ta bort noder av endast en viss typ, kanske alla de med den hogsta graden. For
de flesta natverk galler det att nér hela tiden endast noder med den hogsta graden
tas bort, bryts natverket ned snabbare 4n om noderna tas bort slumpmassigt. Detta
beror pa att nar noderna med de hogsta graderna tas bort, sa tas samtidigt ocksa bort
flest kanter.

For sociala liksom andra typer av natverk med en tungsvansad gradférdelning har
numeriska simuleringar visat att natverken dr motsandskraftiga mot borttagning av
noder om detta sker pa det helt slumpmaéssiga séttet, men att de daremot ar latta
att bryta ned om man istillet hela tiden tar bort noder med den hogsta graden. I
sadana nétverk har de flesta noder en lag grad, och endast en lite del av noder har en
hog grad. Nar noderna tas bort helt slumpmaéssigt sa ar det en storre sannolikhet att
noder med en lag grad tas bort — vilket ju inte paverkar natverket speciellt mycket.
Om endast noder med den hogsta graden tas bort forsvinner som sagt manga kanter
med varje nod och nétverket tappar fort sin struktur.
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Ett natverks robusthet ar sérskilt viktigt inom epidemiologin, dar borttagning av en
nod i ett kontaktnatverk kan innebéra att individen i fraga far en vaccination. Denna
individ kan sedan tas bort fran natverket eftersom den inte langre kan fa sjukdomen,
men inte heller sprida den vidare. Pa sa sétt skulle olika vaccinationsstrategier kunna
ge olika effekter pa smittspridningen.

2.4.4.4 Gruppstruktur

Ytterligare ett fenomen som de flesta sociala néatverk visar ar gruppstrukturer. Detta
innebér att i natverket finns en uppdelnig av noder pa grupper. Noder inom grupper-
na har en hog tathet av kanter inom gruppen, medan titheten av kanterna mellan
grupper ar lagre. Det kan vara sa att manniskor delar in sig i grupper efter intresse,
yrke, alder och sa vidare, dar man har manga bekanta, medan endast en liten del
av individerna i gruppen har bekanta 6ver gruppgranser. Det ar inte alltid latt att
hitta sadana gruppstrukturer. Men man skulle kunna ténka sig att man skulle kunna
upptacka gruppstrukturer i ett citationsnétverk, dar grupperna ar olika forskning-
somraden (se figur 3 b)). Pa samman satt skulle ekologiska natverk kunna delas in i
delsystem inom ett ekosystem.

2.5 Kianda studerade verkliga sociala niatverk
2.5.1 Erdéstal

Ett kint natverk som studerats mycket ar natverket 6ver samforfattandet av veten-
skapliga artiklar bland matematiker. I detta natverk dr noderna matematiker och
tva matematiker sammanbinds med en kant om de har samforfattat en artikel. Vid
studier av detta nitverk har man definierat Erddstalet for en matematiker som ar det
antalet artiklar som en matematiker ar frdn matematikern Paul Erdds, som var en
mycket produktiv matematiker som skrev ungefar 1500 artiklar och har 511 medfor-
fattare. Erdéstalet anger saledes ett samarbetsavstand fran en matematiker till Erdés.

For att tilldelas ett Erdéstal maste man samforfatta en artikel med en forfattare som
sjalv har ett Erdéstal. Erdés sjalv har Erdéstalet 0. Han var som sagt mycket produk-
tiv och har totalt 511 samforfattare, och alla dessa far Erd6stalet 1 (se tabell 3 nedan).
Dessa medforfattare med Erddstalet 1 ger ett Erdéstal 2 till andra forfattare genom
att samforfatta en artikel med dessa (savida de inte redan har ett lagre Erdéstal, i
detta fall 1). Pa sa satt sprids Erdéstalet vidare till nya forfattare. En person utan
nagon som helst koppling till Erdés far ett odndligt, eller ett odefinierat, Erddstal.
Pa lanken nedan kan man testa enskilda matematiker for att se hur langt de ar fran
Erdés. Det ar ocksa mojligt att se avstandet mellan tva matematiker.

http://www.ams.org/msnmain/cgd/index.html

Natverket har ungefir 401 000 forfattare och ungefiar 1.9 miljoner forfattade artik-
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lar (juli 2004). De allra flesta av artiklarna har en eller ett fatal forfattare. Ungefar
62.4% av artiklarna ar forfattade av endast en forfattare, och 27.4% av artiklarna ar
forfattade av tva forfattare. Detta gor att nastan 90 % av artiklarna ar forfattade av
farre &n tre forfattare. Vidare géller det att 8.0% av artiklarna ar forfattade av tre
forfattare, 1.7% av fyra forfattare, 0.4% av fem forfattare, och 0.1% av sex eller fler
forfattare. Med tiden har antalet artiklar forfattade av endast en forfattare minskat
stadigt 6ver tiden. Pa 1940-talet var 6ver 90% av artiklarna forfattade av endast en
forfattare. For narvarande ar motsvarande siffra under 50%. Hela grafen har ungefar
676 000 kanter, sa det genomsnittliga antalet av medforfattare per person ar 3.36.

http://www.oakland.edu/enp

Erdéstal Antal matematiker

0 1

1 511
2 8162
3 33605
4 83642
5 87760
6 40014
7 11591
8 3146
9 819
10 244
11 68
12 23
13 5

Tabell 3. Tabell 6ver Erdéstal.
2.5.2 Bacontal

I en intervju med filmskadespelaren Kevin Bacon kommenterade han att han har
arbetat med alla i Hollywood, direkt eller via endast en skadespelare som lank. Det-
ta medforde att man fick upp 6gonen for vem som kunde vara den mest centrala
skadespelaren i Hollywood, och begreppet Bacontal grundades. P4 samma sétt som
man formulerat Erddstalet i natverket som beskrivits ovan formulerar man har ett
Bacontal, vilket innebér att Bacontalet anger hur langt man ar fran Kevin Bacon i
natverket. Precis som for Erddstalet galler att endast Kevin Bacon sjalv har ett Ba-
contal pa 0, och fran detta utgar man nar man berdknar Bacontal for 6vriga skade-
spelare.
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Kevin Bacontal Antal skadespelare
0 1
2251
225506
719767
178784
12205
1040
165
17

X O U WD

Tabell 4. Tabellen [7] visar Kevin Bacontal for samtliga
skadespelare i natverket.

I tabellen kan man se att pa avstandet 0 fran Kevin Bacon finns endast en skade-
spelare och det &r Kevin Bacon sjélv. Pa avstandet 1 finns det 2251 skadespelare, alla
de som medverkat i samma film som Kevin Bacon. P4 avstandet 2 finns det 225506
skadespelare, alla de som medverkat i en film tillsammans med en skadespelare som
medverkat i en film med Kevin Bacon. Hur central en skadespelare ar mats med
den genomsnittliga graden av atskillnad (se kapitel 2.4.1), dér en skadespelare ar mer
central ju lagre varde. Det genomsnittliga Kevin Bacontalet ar 2.951023 och innebar
att han inte ar den mest centrala skadespelaren i Hollywood, utan kommer forst pa
plats 507, men med tanke pa natverkets storlek pa 1.6 miljoner ar han dnda mycket
mer central 4n de allra flesta skadespelare.

Mer information om detta projekt, dar man listar de 1000 mest centrala skadespelar-
na (dndras med tiden), anger Bacontal samt avstand mellan skadespelare, finns pa
lanken

http://www.cs.virginia.edu/oracle/

Projektet har den mycket ambitiosa filmdatabasen Internet Movie Database
http://www.imdb.com/

att tillga.
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3 Erdds-Rényi modellen

Detta kapitel och de som f6ljer handlar nu om slumpgratmodeller foér natverk. Har
inriktar man sig pa att forsoka skapa modeller for verkliga nitverk som kan an-
véandas for att generera natverk som sa mycket som mojligt liknar verkliga natverk.
Detta till skillnad fran kapitel 2 som handlade om vilka egenskaper verkliga natverk
genom empiriska studier har visat sig ha. De viktigaste egenskaperna hos ett natverk
ar som beskrivits i foregdende kapitel en tungsvansad gradfordelning, korta avstand
mellan noderna, och en hog klustring. Detta &r egenskaper som har observerats i
sociala natverk, men ocksa i de andra typerna av nétverken.

Nu &r malet alltsa att formulera en modell som kan generera grafer med dessa egen-
skaper. Vissa av modellerna som beskrivs kommer att visa sig vara battre lampade
an andra. En del modeller kanske har nagra egenskaper som stimmer 6verens med
de verkliga natverkens men brister nér det géller de andra egenskaperna, och bland
modellerna kan det forhalla sig pa sa satt att dar den ena modellen brister dar ar
den andra modellen lamplig, men dér den ena modellen var lamplig ar den andra
modellen nu olamplig. Det ska ocksa ndmnas att det finns modeller som fangar upp
alla de viktigaste egenskaperna, men tyvarr 4nda genererar orealistiska grafer.

Aven om modellerna forst kommer att beskrivas finns redan hiar en sammanfat-
tande tabell som visar vilka egenskaper hos respektive modell som dverensstimmer
med de verkliga natverkens. Vad galler bipartita modeller 4r det svart att siga nagot
generellt om deras egenskaper eftersom de finns i en stor variation. Men en bipar-
tit modell definerad i kapitel 5.3 uppfyller bade gradfordelningen och klustringen,
men nagot resultat for medelnodavstandet finns inte tillgéngligt. Tabellen &r tankt
att fungera som en snabb sammanfattning som &r enkel att hitta.

Modell Gradfordelning Medelnodavstand Klustring
Erdés-Rényi Nej Nej
Small-world Nej

Preferential attachment Nej

Tabell 5. En sammanfattande tabell 6ver slumpgrafmod-
eller och vilka av deras egenskaper som stimmer 6verens
med de verkliga natverkens. Bipartita modeller finns inte
med eftersom det ar svart att sdga nagot generellt om deras
egenskaper.

Det som beskrivs i detta kapitel ar den enklaste slumpgrafmodellen for verkliga
natverk och dess egenskaper, men ocksa varfor den inte duger sa bra som natverks-
modell, vilket kanske ar typfallet nir man gér avkall pa komplexiteten. Aven om
denna modell kan betraktas som alltfér enkel 4r den &dnda viktig eftersom att den
har viktiga egenskaper som dessutom kan berdknas exakt. Den ar ocksa den forsta
slumpgrafmodellen, en klassiker alltsa.
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3.1 Erd6s-Rényi grafen

Den forsta modellen for natverk med en slumpmekanism definierades av Paul Erdés
och Alfréd Rényi ar 1959, efter att ErdGs upptackte att probabilistiska metoder ofta
var anvandbara vid l6sandet av problem inom grafteorin. Modellen kallas for Erdds-
Rényi grafen eller Poisson grafen.

Det som i allménhet karaktariserar en slumpgraf ar att den involverar nagon typ av
slumpmekanism. Erd6s-Rényi grafen skapas genom att noderna ar utsatta i forvag
och kanterna laggs sedan till helt slumpmaéssigt, och oberoende av varandra, mellan
noderna. Grafen betecknas G, ddr [V ar ett fixt antal noder och p ar sannolikheten
med vilken en kant uppstar mellan ett nodpar. Sannolikheten p &r hela tiden konstant
och samtliga kombinationer av nodpar testas innan grafen &r klar. Hur manga kan-
ter som grafen far for ett visst IV, det vill sdga vad grafen far for kanttathet beror pa
vardet pa p. En grafs kanttithet, eller dess densitet kan anges med ett densitetsmatt
som antar varden mellan 0 och 1 (se kapitel 2.1 f6r definitionen). Om p = 0 fas en
graf med samtliga noder isolerade, och om p = 1 finns det en kant mellan samtliga
nodpar. For 0 < p < 1 fas ett resultat mellan dessa extremer, se figur 6 nedan for en
illustrering av grafer som utvecklats med olika varden pa p. Lagre varden pa p ger
en gles graf och hogre varden pa ger en tt graf.

p=0.2 p=0.3

Figur 6. Illustrering av hur olika vérden pa p paverkar
Erdés-Rényi grafen utseende. N = 10 for samtliga grafer.
Eftersom slumpen medfor att &ven mer eller mindre osan-
nolika utfall kan intraffa illustreras har endast de forvan-
tade utfallen, det vill sdga grafernas forvantade antal kan-
ter Mp (se kapitel 3.2 nedan).



3.2 Erd6s-Rényi grafens egenskaper
3.2.1 Gradfordelning

Av den ovan beskrivna processen med vilken grafen bildas inses att utvecklingen av
en graf kan ses som ett slumpmassigt binomialférsok. Antalet kanter i hela grafen
blir en stokastisk variabel som &r Bin(M, p), dar M &r det totala maximala antalet
kanter som man kan fa i grafen, som man far om det gar en kant mellan samtliga
nodpar,

N (N2 1) @®)
Det forvintade antalet kanter i hela grafen foljer av véantevardet for en binomi-
alférdelning och ar Mp.

M =

Vilken grad en nod far blir ocksa en binomialférdelad stokastisk variabel. Alltefter-
som noden testas med samtliga andra noder blir den hégsta mojliga grad som den
kan f4 N —1 och den lagsta 0. En nods grad &r binomialférdelad som Bin(N —1, p),
och har véntevérdet p(N — 1).

Sedan man bérjat studera slumpgrafer har manga egenskaper blivit exakt bestamda
nér antalet noder i grafen gar mot oandligheten, det vill sdiga man har erhallit asymp-
totiska resultat nir N — oo. En av dessa egenskaper ar just gradfordelningen. Nar
man berdknar gransvardet nar NV blir stort vill man att den forvantade graden for
varje nod A = p(N — 1) ska vara konstant. Detta gor man for att man inte vill att
den forvantade graden ska oka bara for att man betraktar en storre graf. Det skulle
vara att dndra pa de lokala egenskaperna som man sett empiriskt att natverket har
och som man nu ocksa vill fanga upp i modellen. Att man vill behalla en konstant
forvantad grad kan forklaras till exempel genom att betrakta ett socialt natverk dar
kanterna ar bekantskapsband mellan individer. Om man inte skulle hélla den férvan-
tade graden konstant innebar detta att individerna i natverket skulle ha fler bekanta
bara for att de finns i en storre population, vilket inte &r fallet eftersom man har
inte fler bekanta bara for att man till exempel bor i ett land med en storre befolkn-
ingsméngd. Nér pa detta satt N — oo innebar det att p = A\ /(N — 1) s& smaningom
blir mycket litet. Detta leder till att en nods grad som &r binomialférdelad istillet kan
approximeras med en Poissonfoérdelning. Den asymptotiska sannolikheten pj, att en
slumpmassigt vald nod har grad & fas alltsa som

k_—X\
(N)p’“(l —p)N T — e Dk 9)

k k!

vilket ar anledningen till att Erdés-Rényi grafer ibland kallas for Poissongrafer.

Att nodernas grader dr Poissonfordelade innebér att de inte varierar sa mycket efter-
som Poissonfordelningens spridning inte ar sa stor. Detta ar ocksa en av Erds-Rényi
grafens nackdelar da manga stora verkliga natverk har en stor spridning av graderna,
mycket storre dn Poissonférdelningens. Som beskrivits i kapitel 2 f6ljer gradfordel-
ningen hos nitverken ofta en potenslag med en lang hogersvans, langre an Poisson-
fordelningens. Erd6s-Rényi grafens gradfordelning staimmer alltsa inte 6verens med
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de verkliga natverkens gradfoérdelning och bor darfor inte heller anvandas till att
forsoka modellera verkliga natverks tungsvansade gradférdelning. Anledningen till
att grafen 4nda ar intressant ar att den har andra viktiga egenskaper som dessutom
kan berdknas exakt.

3.2.2 Klustring

Inte heller nar det galler klustring lyckas Erd6s-Rényi grafen sarskilt bra med att
avbilda verkliga nétverk, eftersom den har en for lag klustring. Klustring innebar att
det forekommer ovanligt manga trianglar i grafen, vilket har sin grund i att det ar
en forhojd sannolikhet att tva noder som sammanbinds till en gemensam nod ocksa
sjalva dr sammanbundna. Men i definitionen av hur Erd6s-Rényi grafen skapas ar
p = A/(N — 1) konstant och kanterna adderas oberoende, vilket innebéar att san-
nolikheten att tvd noder som sammanbinds till en gemensam nod ocksa sjilva ar
sammanbundna ocksa ar p, det vill sdga det forekommer ingen forhojd kantsanno-
likhet i modellen. Vidare géller det ocksa att klustringen gar mot 0 nar natverket blir
stort.

3.2.3 Erd6s-Rényi grafens fasovergang

En egenskap som Erdés-Rényi grafen har ar en fasévergdng. Som namnet antyder
sa sker det en forandring av nagot slag. Det ar den realiserade grafens struktur som
forandras med vardet pa A. Kantsannolikheten p styr som ovan beskrivits grafens
kanttathet, dar ett litet \ skapar en gles graf och ett stort A skapar en tétare graf.
Men dartill styr A ocksa grafen struktur, och beroende pa om A &r stort eller litet
skapas en graf som tillhor en av de tva mojliga faserna.

Vid ett litet A skapas en graf med ett fatal kanter och dar alla komponenter ar sma
med en exponentiell storleksférdelning och en andlig férvantad storlek. Den storsta
komponenten blir i detta fall av ordningen In V. I det andra fallet nar \ ar stort far
grafen en struktur dér de flesta noder tillhor en och samma jattestora, gigantiska
komponent, som ar en komponent av samma storleksordning som hela grafen. De
noder som inte ingar i den gigantiska komponenten bildar sma komponenter med
precis som tidigare en exponentiell storleksfordelning och med en andlig férvantad
storlek (se figur 7 och 8). Denna fasévergangen intraffar nar A = 1.

Den forvantade storleken av den gigantiska komponenten, som uppstar nar A > 1,
kan berdknas med en formel (ekvation (11)) som kan harledas via féljande heuris-
tiska resonemang. Om u ar andelen av noderna som inte tillhor den gigantiska kom-
ponenten, kan u ocksa tolkas som den sannolikhet att en slumpmaésigt vald nod ur
grafen inte tillhor den gigantiska komponenten. Denna sannolikhet d4r densamma
for alla noder som inte tillhor den gigantiska komponenten. Detta innebér att om en
nod har & grannar blir sannolikheten att ingen av dem tillhor den gigantiska kom-
ponenten u*. Om man viktar detta uttryck med sannolikhetsférdelningen for k, se
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ekvation (9) ovan, far man féljande relation for « nar N — oo [10]

w— i Uk = e f: (Au)* — A1) (10)
k=0 k=0

Lat S vara andelen av noderna som tillhor den gigantiska komponenten, vilket ocksa
ar sannolikheten att en slumpmassigt vald nod tillhér den gigantiska komponenten.
Detta innebar att S = 1 — u och .S &r 16sningen till [10]

S=1—e (11)

Fran ekvation (11) kan man se att om A < 1 ar ekvationens enda icke-negativa
16sning S = 0. For A > 1 finns det ocksa en icke-negativa l6sning, som ar just den
gigantiska komponentens storlek.

N =100, p = 1/200, A = 0.459 N =100, p = 3/200, A = 1.485

— —

Figur 7. Illustrering av hur olika varden pa p ger olika
grafer. Endast forviantade utfall illustreras. Till vdnster :
eftersom A = 0.459 < 1 finns ingen gigantisk kom-
ponent och alla andra komponenter &r sma. Till héger :
A = 1.485 > 1 och man kan se en gigantisk komponent
och @ven hér &r alla andra komponenter sma.
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Gradfordelning, N = 100, p = 1/200 Gradférdelning, N = 100, p = 3/200
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Figur 8. Gradférdelningen for graferna i figur 7. Till véin-
ster : gradfordelningen for grafen utan den gigantiska kom-
ponenten. Till hoger : gradfordelningen for grafen med den
gigantiska komponenten. Kanske kan man ocksa se i his-
togrammen att gradfordelningen &r approximativt Poisson-
fordelad.

3.2.4 Medelnodavstand

Avstandet mellan noderna i grafen vaxer logaritmiskt med N. For A < 1 ar detta
uppenbart eftersom den storsta komponenten i grafen da ar av storleksordning In V.
For A > 1 innehaller grafen en gigantisk komponent av storleksordning N och man
skulle alltsa kunna tanka sig att det var langt mellan noderna i denna komponent.
Det gar dock att visa att avstandet mellan tva noder i den gigantiska komponen-
ten endast vaxer logaritmiskt med N. Mer precist sa galler att avstandet mellan tva
noder i den gigantiska komponenten ar hogst c¢ln N, f6r nagon konstant ¢, med en
sannolikhet som gar mot 1 da N — oo. Med andra ord uppfylls villkoret (2) for
“vérlden &r liten”-fenomenet av Erd6s-Rényi grafen. I [3] ges exempel som visar att
medelnodavstandet for Erdés-Rényi grafen ar nara medelnodavstandet for verkliga
natverk av samma storlek.

3.3 Generaliseringar av Erdés-Rényi grafen
3.3.1 Konfigurationsmodellen

Eftersom Erd6s-Rényi grafen inte fangar upp de verkliga natverkens gradférdelning
behover man en annan modell for att gora detta. Fler modeller kommer i de fol-
jande kapitlen, men det finns ocksa en mojlighet att generalisera Erdés-Rényi grafen
genom att skapa en modell med en i forvag bestimd gradférdelning, som till exem-
pel en potenslag. En saidan modell, som skapas genom en algoritm som foljer nedan,
kallas for konfigurationsmodellen.
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Modellen skapas genom att p;, definieras som den 6nskade andelen noder i grafen
med grad k. Sedan viljs en gradsekvens, som ar en mangd av N tal, {kq, ..., kn},
dar varje tal k;, 1 < ¢ < N, anger graden for nod 4, ¢ = 1, ..., N. Mer precist sa
dras gradsekvensen frén fordelningen pj under vilkoret att summan ) . k; 4r jimn.
Om man ténker sig att k; for nod 7 ar antalet halvkanter som sticker ut fran noden,
véljs sedan likformigt slumpmaissigt par av sadana halvkanter som sammanbinds.
Detta sitt att konstruera modellen pa innebéar att natverket som skapas far den 6n-
skade gradférdelningen. Observera att denna model tillater multipla kanter (tva eller
fler kanter som sammanbinder ett nodpar) och loopar (kanter som gar fran en nod

tillbaka till sig sjalv).
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4 Small-world modeller

Som beskrivits i kapitel 3 sa duger inte Erdés-Rényi grafen till att modellera verk-
liga natverk eftersom den bland annat har en for lag klustring. Den egenskap som
grafen dock har och som 6verensstimmer med det som framkommit om verkliga
natverkens egenskaper ar “vérlden &r liten”-fenomenet, vilket innebér att avstanden
mellan noderna &r korta. Grafen ar ju som bekant endast den enklaste modellen
och som kan vidareutvecklas till en mer realistisk modell. Darfér har man forsokt
utveckla Erd6s-Rényi grafen sa att den far en hogre klustring och darmed lampar sig
béttre for modelleringen.

Duncan J. Watts och Steven Strogatz foreslog 1998 en small-world modell [12] som
ar just sadan att den har behallit Erds-Rényi grafens korta nodavstand men sam-
tidigt ocksa har en hogre klustring an Erdds-Rényi grafen.

Det finns lite olika varianter pa small-world modeller. Den ursprungliga modellen
ar anda den som Watts och Strogatz har foreslagit. Utifran den kan man sedan gora
vissa modifieringar. I detta kapitel tas tva small-world modeller upp och deras egen-
skaper beskrivs. Den ena dr den ursprungliga modellen som foreslagits av Watts och
Strogatz, WS-modellen, och den andra &r en modell som foreslagits oberoende av
Monasson och av Newman och Watts. Denna ar en forenkling av WS-modellen som
ar enklare att analysera.

4.1 Small-world modeller

Small-world modeller skapas genom att man fran bérjan har, precis som i fallet med
Erdés-Rényi grafen, N fixa, i forvag utsatta noder. Men denna gang slumpas inte
kanterna ut, utan samtliga kanter ar precis som noderna ocksa utsatta i forvag och
dessutom ocksa pa ett mycket bestamt satt. Det dr ndmligen sa att hela grafen fran
borjar ar ett lagdimensionell regelbundet gitter. Small-world modeller kan byggas pa
gitter av vilken dimension eller topologi som helst, men det i sirklass mest studerade
fallet ar den endimensionella.

Ett gitter, se figur 9 nedan, kan ses som en helt regelbunden graf med ordnade noder
och kanter. Det &r enkelt att se att klustringen i de bada gittrarna &r hog samt att en
nods klustringskoefficient beror endast pa positionen i gittret och att manga noder
far ett precis likadant varde. Att det endast &ar positionen av en nod som paverkar
dess klustringskoefficient innebér att klustringskoefficienten ar oberoende av grafs-
torleken N. En annan viktig sak att lagga marke till 4r att medelavstandet mellan
noderna i de flesta fall blir stort om /N &r stort.
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a
)
Figur 9. Illustrering av tva regelbundna gitter. Bada gitter-
na har en hog klustring samt ett stort medelnodavstand.
Gitter b) som anviands for att modellera small-world mod-
eller har en ringstruktur dar /V noder ar ordnade i en ring i
vilken dem sammanbinds till samtliga andra noder som ar
k = 3 eller farre kanter ifran. Totala antalet kanter i gitter

b) ar Nk.

Det vanligaste gittret som man tinker sig och som illustreras i figur 9 a) ar ett tvadi-
mensionellt kvadratiskt men de som anvands i small-world modeller ar istallet endi-
mensionella och ordnade i en ring, se figur 9 b). Denna ringstruktur &r uppbyggd pa
ett sadant satt att noderna ar ordnade i en ring och sammanbinds med alla noder
inom avstand k at varje hall i denna ring. I allménhet antas har att k£ ar mycket
mindre dn V. I fortsdttningen forutsatts att gittern alltid har ringstrukturen. Klus-
tringen i denna struktur &r som sagt hog, vilket ar en egenskap som Erdés-Rényi
grafen inte har. Men samtidigt ar medelnodasvtandet stort, det vill sdga “varlden ar
liten”-fenomenet finns dnnu inte. Det aterstar ndmligen en sak till innan modellen
ar klar.

Small-world grafen skapas nu genom att med en sannolikhet p slumpmaéssigt for-
flytta kanterna inom gittret, se figur 10 nedan. Detta forflyttande gor att det skapas
genvagar i natverket vilket gor att avstanden mellan noder sjunker drastiskt.

Figur 10. Illustrering av pa vilket satt WS-modellen min-
skar nodavstanden och skapar “vérlden ar liten”-effekten,
namligen genom att férbinda avldgsna delar i natverket.
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Forflyttningen sker, i alla fall for WS-modellen, genom att varje kant beaktas i tur
och ordning och med sannolikheten p forflyttas en dnde av kanten till en ny slump-
massigt vald nod i ringen, med restriktionen att inga dubbla kanter eller loopar far
bildas. Detta resulterar i att endast en liten andel av kanterna kommer att forflyttas
och pa detta satt binder samman avlagsna delar i grafen s& att natverket far den
efterstravade “vérlden ar liten”-effekten. Tétheten av dessa kanter som forbinder
avlagsna delar blir lag och klustringen forblir hog, men samtidigt minskas medelno-
davstandet mycket. Detta innebér att denna process tillater grafen att skifta mellan
ett helt ordnat gitter till ndstan en Erd6s-Rényi graf, beroende pa valet av p.

Om sannolikheten p med vilken forflyttningen av kanterna gors ar p = 0 fas ett
helt regelbundet gitter (figur 9 b)) dér varje nod binder till samtliga noder inom
avstand £ i ringen. Det totala antalet kanter blir Vk. Klustringskoefficienten blir i
detta fall C' = (3k — 3)/(4k — 2) och gar mot 3/4 for stora k. Att klustringsko-
efficienten beréknas enligt ovanstaende formel kan forstds genom att anvanda sig
av ekvationerna (6) och (7) pa foljande satt. Gitterns struktur gor att alla noder har
samma klustringskoefficient, vilket innebar att C' = C;. Vidare kan man se att klus-
tringskoefficienten bara kommer att bero pa k, dar £ > 1. Fér £ = 1 ingar inte
noden i nagon triangel och téljaren i ekvation (6) blir 0, liksom hela den lokala klus-
tringskoefficienten. For £ = 2 ingar noden i 3 trianglar, fér £ = 3 ingar noden i
9 trianglar, och sa vidare pa grund av en systematisk utveckling nér k vaxer. Detta
innebdr att tiljaren ska anta véarden 0, 3,9, 18,30, ... for k = 1,2,3,4,5, ..., och just
en sadan foljd ges av funktionen 3(k* — k) /2. Fér k = 2 ir 6 tripplar centrerade pa
noden, for k£ = 3 ar 15 tripplar centrerade pa noden, och sa vidare. Detta innebar att
namnaren i ekvation (6) ska anta varden 1,6,15,28,45,... for k = 1,2,3,4,5, ...,
och en sadan f6ljd ges av funktionen 2k* — k. Dessa resultat ger att ekvation (6) kan
skrivas som C' = (3(k? — k)/2)/2k? — k som efter forenkling fas det ovan givna
resultatet C' = (3k — 3)/(4k — 2).

Nar p = 1, forflyttas varje kant till en ny slumpmaéssigt vald nod och grafen blir
nastan en Erdés-Rényi graf med typiska nodavstand av ordningen In N, och klus-
tringen blir mycket lag C' ~ 2k/N. Det finns dock ett ganska stort omrade mellan
dessa tva extremer (p = 0 och p = 1) dar modellen har bade korta nodavstand
och hog klustring (kapitel 4.2.2). Den storsta begransningen hos WS-modellen ar att
grafen som skapas far en gradférdelning med en for liten spridning. Vidare har mod-
ellen ett fixt antal noder och kan darfor inte anvandas {or att modellera natverk som
vaxer (se kapitel 6).

En variant av den ursprungliga Watts och Strogatz small-world modellen som féren-

klar analysen ar en modell dar man vid forflyttning av en kant flyttar bada kantens
andar och inte bara en, och genom att tillata bade dubbla kanter och loopar.
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Figur 11. Illustrering av small-world modeller. a) WS-
modellen. b) En variant av Watts och Strogatz dér kanterna
adderas. I figuren har endast en kant adderats.

\\/

Ytterligare en annan variant dr en modell som foreslagits oberoende av Monasson
och av Newman och Watts. I denna modell forflyttas inga kanter utan fler kanter
adderas istallet till gittern och forbinder slumpmaéssigt valda noder, se figur 11 b)
ovan. Sannolikheten p definieras som sannolikheten per kant som finns i gittret att
det adderas en ny kant nagonstans i hela gittret. Detta gor att det forvantade antalet
adderade kanter 4r Nkp och den foérvintade graden ar 2k(1 + p). Denna modell har
den eftertraktade egenskapen att inga noder blir avskilda fran resten av nétverket,
och detta gor att medelnodavstandet alltid ar andligt.

4.2 Small-worlds modellernas egenskaper

4.2.1 Medelnodavstand och klustring

Av small-world modellernas uppbyggnad kan man se att det finns ett nira sam-
band mellan medelnodavstand och klustring. Nar man vill géra modellen mer real-
istisk med tanke pa medelnodavstandet och infor flera férbindande kanter far man
pa samma gang en lagre klustring. Pa liknande satt ger ett farre antal kanter en ho-
gre klustring men samtidigt ocksa ett langre medelnodavstand. For att modellen ska
vara realistisk vill man girna ha bade korta nodavstand och hog klustring. I simu-
leringar [12] har man faktiskt sett att for WS-modellen finns det en region for p
mellan 0 och 1 som ger modellen samtidigt en hog klustring och ett litet medelno-
davstand, och modellen saledes far bada de eftertraktade egenskaperna (se figur 12
nedan). Att en sddan region existerar beror pa att i borjan ar klustringen hog och den
ena egenskapen for modellen ar redan uppfylld. Nar kanterna senare skapar genva-
gar i modellen kortas avstanden mellan noderna drastiskt, medan klustringen inte
paverkas lika mycket till en borjan. Pa sa satt uppfylls de bada egenskaperna.

Medelnodavstandet och klustringen 4r de egenskaper i small-world modeller som

fatt mest uppmarksamhet, men trots det har man tyvarr dnnu inte funnit nagon ex-
akt losning for medelnodavstandet, utan endast nagra delresultat. For WS-modellen
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vet man dock att niar p — 0 gar medelnodavstandet mot [ = N/4k, och ju storre p
ar desto mer liknar modellen en Erdés-Rényi graf.

Nedan anges utan hérledning tva formler for klustringskoefficienten, tagna fran [10].
Klustringskoefficienten for WS-modellen ges av

o 3=

= m(l -p)° (12)

For den modifierade modellen dar kanterna adderas blir motsvarande

_ 3(k - 1)
©2(2k — 1) + 4kp(p + 2)

(13)

Av de bada formlerna ser man att klustringen inte beror av N och alltsé inte gar mot
0 i stora grafer.
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Figur 12. Fran en simulering [12] framkommer det ty-
dligt att det finns en region for p mellan 0 och 1 som
ger WS-modellen samtidigt en hog klustring och ett litet
medelnodavstand. I bilden illustreras klustringskoefficien-
ten C(p) och medelnodavstandet {(p) som funktion av
p 1 WS-modellen. C'(p) och I(p) har normailserats med
C'(0) respektive [(0). En logaritmisk skala har anvants for
p for att battre kunna se nar medelnodavstandet minskar.
Man ser att for laga medelnodavstand kan klustringskoeffi-
cienten fortfarande vara hog, och saledes uppfylls de bada
egenskaperna samtidigt.
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4.2.2 Gradfordelning

Small-world modellernas gradférdelning 6verensstaimmer inte med de flesta verkliga
natverkens. For den modifierade modellen dér kanterna adderas har varje nod minst
grad 2k for gittern som &r fran borjan, samt ett binomialt férdelat antal adderade
kanter. Detta ger att sannolikheten p; att ha grad j &r [10]

N 2k j—2k ok N—j+2k
Pj — ) _p 1— _p (14)
Jj—2k N N

for j > 2k, och p; = 0 for j < 2k.
For WS-modellen forflyttas kantens andar fran noderna pa ett sadant satt att en nods
lagsta grad kan endast bli k, och motsvarande sannolikhet blir i detta fall [10]

min(j—k,k)

_ k nogon (PR TR
pj = Z (n)(l—p) " m‘f : (15)

n=0 ’

for j > k, ochp; = 0 for j < k.

Ingen av gradférdelningarna ovan beter sig som en potenslag. Av metoderna med
vilka modellerna skapas inser man att gradférdelningen inte far en stor spridning
med nagra noder med en grad langt 6ver den férvantade graden, som en potenslags-
fordelning skulle innebéra. Fran boérjan har ju alla noder samma grad och det antal
kanter som sedan tillkommer eller dras bort fran en given nod har en fordelning av
binomialtyp. Detta kan inte leda till en tungsvansad gradférdelning.

39



5 Bipartita grafmodeller

Detta kapitel handlar om bipartita grafer och precis som de tidigare graferna som
tagits upp kan ocksa denna typ av grafer anvéndas till att modellera olika nétverk.
Den bipartita grafen anvénds till att modellera natverk som kallas for tillhérighet-
sndtverk, och innebér i korthet ett natverk dar det finns en koppling mellan, sag tva
individer, om de har nagot gemensamt. Detta innebar att en bipartit graf illustrerar
individer som har nagot gemensamt, som att ha medverkat i samma film till exem-
pel. Man kan sdga att i en bipartit graf delas individer in i grupper dér alla individer
i en grupp har en sak gemensamt.

Eftersom det finns manga bipartita modeller studeras har endast en bipartit mod-
ell, som definieras i kapitel 5.3.

5.1 Tillhorighetsnatverk

Det finns olika sociala natverk dér en bipartit grafmodell kan vara lamplig. Till skill-
nad fran de tidigare modellerna sa har en bipartit modell tva olika typer av noder
och endast noder av olika typer kan sammanbindas, vilket innebar att analysen av
grafen ocksa blir annorlunda mot tidigare. Just det faktum att man valt att ha med
tva olika typer av noder tyder pa att &ven natverken som man vill studera skiljer sig
fran de tidigare.

Natverk som modelleras med bipartita grafer brukar kallas for tillhorighetsnatverk,
pa engelska affiliation networks, och skiljer sig alltsa fran de tidigare. Exempel pa till-
horighetsnatverk ar natverk av verkstallande direktorer, styrelser, samt samarbeten
av olika slag, som till exempel samarbeten mellan forskare eller filmskadespelare.

I exemplet med samarbeten mellan filmskadespelare, dér ett samarbete foreligger
mellan tva skadespelare om de medverkat i samma film (kapitel 2.5.2 Bacontal),
ser modelleringen av natverket ut pa foljande satt att den ena typen av noder ar
olika filmer och den andra typen &r olika skadespelare. Kanterna i natverket gar
endast mellan de olika nodtyperna, vilket i detta fall betyder att skadespelare bara
kan sammanbindas med filmer, och tvartom att filmer bara kan sammanbindas med
skadespelare. Detta innebar att man far en bipartit skadespelare-film graf som vis-
ar vilka skadespelare som medverkat i en viss film men ocksa i vilka filmer en viss
skadespelare medverkat i. I exemplet med samarbeten mellan forskare (kapitel 2.5.1
Erdéstal) som definieras som att ett samarbete foreligger om de bada statt som med-
forfattare till en artikel, ar forskarna och artiklarna de tva olika nodtyperna. Kanter-
na i grafen gar endast mellan forfattare och artiklar. Grafen visar sdledes vem som
skrivit vilken artikel och vilka forfattarna ar till varje artikel. Ett annat exempel pa
en bipartit graf i en annan huvudgrupp ar metaboliska nétverk, dar nodtyperna kan
vara substrat och reaktioner.

Det utmarkande for dessa tillhorighetsnatverk ar att en koppling mellan individerna
definieras pa basis av nagot annat, till exempel sa finns det en koppling mellan film-
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skadespelare om de medverkat i samma film, och for att det ska finnas en koppling
mellan forskare géller det att de bada statt som medforfattare till en viss artikel,
det ar alltsa filmen respektive artikeln som skapar en koppling mellan individerna
och inte som det hittillls varit att tva individer har en koppling om de har ett direkt
samband som till exempel ett vianskaps- eller bekantskapsband. Men sociala naverk
definieras utifran relationer, och att ha nagot gemensamt kan i en vidare bemarkelse
ocksa ses som en relation.

Detta innebér att man kan saga att man har studerar grupper, istillet for som tidigare
dar man fokuserat pa varje individ och kopplingar mellan dem. Har kanske man till
exempel vill lista den grupp av skadespelare som varit med i en viss film eller ocksa
tvartom for en skadespelare lista den grupp av filmer som denne medverkat i.

Metoder for att studera bipartita nitverk ar mindre utvecklade an metoder for studi-
er av enpartita natverk, det vill sdga de vanliga nétverken dar det bara finns en nod-
typ, och darfor fnns det inte heller lika ménga resultat for dem. Men fran ett bipartit
natverk kan man alltid fa fram ett enpartit natverk genom att géra en projektion pa
bara den ena nodméngden, se kapitel 5.2 nedan. I manga fall dar graferna ar bipartita
studeras de faktiskt forst efter att ha projicerat dem péa endast en méngd noder. Till
exempel i kapitel 2.5 om Erdéstal och Bacontal behandlas natverken som enpartita
trots att de skulle kunna behandlas som bipartita enligt beskrivningen ovan. Figur 3
a) illustrerar natverk 6ver samforfattandet av vetenskapliga artiklar med endast en
nodtyp.

5.2 Bipartita grafen

Den bipartita grafen kan skrivas G = (U, V, E) dar U och V ar tva disjunkta nod-
méngder, U NV = (), och F &r kantmingden dir kanterna endast far g& mellan
tva noder som inte tillhor samma mangd. Definitionen ovan kan uttryckas sa att en
bipartit graf ar en graf med tva olika typer av noder och dar kanter kan endast ga
mellan tva noder av olika typer, se figur 13 a). Om U och V' har samma antal element
kallas G for en balanserad bipartit graf.

Fran en bipartit graf kan man enkelt konstruera en enpartit graf genom att pro-
jicera den bipartita grafen pa den ena nodméngden, se figur 13. En projektion av den
bipartita grafen G = (U, V, E) ger den enpartita grafen G’ = (V, E’) dar tva noder
{Vi,V;} i mangden V aterfinns i £’ om och endast om det finns en nod i U som de
bada ar kopplade till.
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DN - o=

b)
Figur 13. En bipartit graf (a) och dess V-projektion (b).
Kanten mellan noderna D och F har erhallits tva ganger
eftersom bade nod D och £ har tva gemensamma grannar.

©

5.3 En modell for ett tillhorighetsnitverk

Det finns manga tankbara modeller for bipartita grafer. Har beskrivs endast en mod-
ell vars gradférdelning och klustring staimmer 6verens med de verkliga natverkens.
Vad géller medelnodavstandet finns det tyvarr inget resultat &nnu.

En bipartit graf [6] kan skapas genom att lata V' beteckna en mangd av N noder
och U en méngd av N’ noder. For att grafen ska fa en bra struktur véljer man
N’ = [BN] for ndgon konstant 3 > 0. Till varje nod V; i V' ges oberoende en
stokastisk vikt WW; enligt ndgon fordelning /' som antas ha vantevarde 1. En bipar-
tit graf skapas genom att med sannolikhet p; oberoende sammanbinda nod V; till
noderna i U (ett forsok gors alltsa for varje nod i U), dar

pi = ’yVmel 1=1,2,...,n (16)

for nagon konstant v > 0. Grafen G som man ar intresserad av fas sedan som
beskrivits i foregaende avsnitt genom att projicera pa nodméngden V/, det vill saga
tva noder i V' sammanbinds om de bada ar kopplade till en och samma nod i U. Om
man tanker pa noderna i V' som individer och noderna i U som grupper represen-
terar (G alltsa en graf dar tva indivier har en ldnk mellan sig om de 4r medlemmar
i samma grupp. Vikterna {W;} pa individerna kan man tinka p& som sociala index
dar en individ med ett hogre index har en storre tendens att ga med i grupper och
déarigenom skapa kontakter med andra individer.

Graden D; for nod V; i grafen G kommer att vara fordelad som en summa av ett
Poisson(3W;) antal Poisson(vy)-variabler. Det blir pa detta satt eftersom antalet grup-
per som individ ¢ &r medlem i 4r binomialférdelat med parametrar m och p; och allt-
sa asymptotiskt Poisson(3W);)-fordelat. Vidare fas storleken av en given grupp som
summan av n stycken kantindikatorer, en for varje individ, vilket antyder att den ar
asymptotiskt Poisson-fordelad. Vintevirdet ar SV | E[p,] = 7 eftersom E[W;] = 1,
det vill siga man far en Poisson(y)-fordelning. Det gar att visa att fordelningen for
D; foljer en potenslag om vikterna {W;} foljer en potenslag och att exponenten i
potensférdelningen blir densamma som exponenten i férdelningen for vikterna.

Nar det galler klustringen s kan man visa att betingat pa vikterna s ar sanno-
likheten att tva noder ¢ och j som bada ar for sammanbundna med nod k i grafen G
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ocksd ar férbundna med varandra asymptotiskt ar (1 + 3yW;)~!. Klustringen gar
alltsa inte mot 0 da antalet noder gar mot odndligheten och gar att variera genom
att dndra pa modellens parametrar. Detta gor att klustringen 6verensstimmer med
de verkliga natverkens. Att klustringen blir som den blir beror pa att det férvantade
antalet grupper som individ k ar medlem i ar 3yW},. Om detta ar litet ar det troligt
att kanterna till 7 och 7 har uppkommit via samma grupp, det vill sdga klustringen
ar stor eftersom det da ocksa maste finns en kant mellan ¢ och j. Om §vyW);, & andra
sidan ar stort, blir det mindre troligt att kanterna till ¢ och j har uppkommit via
samma grupp och klustringen minskar déarigenom.
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6 Preferential attachment modeller

En naturlig egenskap som manga verkliga natverk har, och som endast ndmnts i
forbigadende i kapitel 2, ar att de faktiskt vixer med tiden i och med att ny informa-
tion tillkommer. Till exempel i natverket 6ver filmskadespelare i kapitel 2.5.2 vaxer
natverket hela tiden i och med att nya filmer produceras. Natverket 6ver webben
véaxer ndr nya internetsidor uppstar och far en lank till andra internetsidor. Men
exemplen ar forstas manga. Ett vaxande natverk modelleras lampligen med en graf
som sjalv har en formaga att vixa. Genom att nya noder hela tiden introduceras in i
grafen och sammanbinds till existerande noder fas en vaxande graf. Det finns olika
sadana regenerativa modeller, och utvecklingar av dessa, for vaxande natverk.

I detta kapitel beskrivs en regenerativ preferential attachment modell. Preferential
attachment syftar till mekanismen med vilken de nya noderna sammanbinds med de
existerande. Har beskrivs endast en preferential attachment mekanism, men det finns
flera definierade. Egentligen har dessa mekanismer en lang historia, men det var
Albert-Laszl6 Barabasi och Réka Albert som aterupptéackte dem 1999, vilket sedan
ledde till att populariteten for modeller med en potenslagfordelning blev s& som den
ar idag.

6.1 Modellering med preferential attachment

Manga, kanske de allra flesta verkliga natverk vaxer med tiden. Pa grund av den-
na tillvaxt finner man det som sagt lampligt att ocksa anvénda sig av en modell dar
antalet noder vaxer med tiden. Man forsoker alltsd har finna en modell som bade
véaxer och som vanligt ocksa har andra egenskaper som 6verensstimmer med de
verkliga natverkens. Nar det géller gradférdelningen ar det lampligt om den féljer
en potenslag, precis som for de tidigare beskrivna natverksmodellerna. En graf som
vaxer skapas enkelt genom att hela tiden, en at gangen, introducera och inkludera
nya noder in i grafen. Det ar 6nskvirt att sammanbinda noderna pa ett sadant satt
att grafen far en potenslag som gradférdelning. For att ta redan pa hur noderna
ska inkluderas kan man kanske fa nagra ledtradar genom att observera ett verk-
ligt natverk och se vilka fenomen som styr nar en ny nod (till exempel en individ)
inkluderas. Om den simulerade modellen sedan visar sig att inte stimma tillrackligt
bra 6verens med verkligheten kan det bero pa att man inte beaktat vissa fenomen.

Introduceringen av nya noder har man 16st pa foljande satt att noder introduceras in
i grafen och sammanbinds med redan existerande med en sannolikhet som dr pro-
portionell mot deras grad. Detta innebér att ju fler kanter en nod har desto storre
sannolikhet ar det att den ocksa far ytterligare nya kanter nar nya noder introduc-
eras. Noder med hogre grader har saledes en storre forméga att sammanbindas med
nya noder dn vad noder med en lagre grad har. Detta gor att nér en ny nod introduc-
eras in i grafen har den en preferens for vilka noder den ska binda till, och detta har
gett namn &t modellen. Ett adderande av noder enligt denna mekanism leder till att
noder med hogre grader kommer att fa annu fler kanter och darmed en &nnu storre
grad och ddarmed en dnnu storre formaga att binda till nya noder. Mekanismen leder
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ocksa till att skillnader mellan nodernas grader bara ckar med tiden.

Det som gjort modeller baserade pa denna mekanism sa populdra ar att de leder
till potenslagar for nodgraderna, vilket faktiskt var tanken dnda fran borjan. Man
tror namligen att det &r just en sadan mekanism i verkliga natverk som gor att de
har en potensfoérdelning. Man forsoker nu efterlika sjalva uppbyggnaden av natver-
ket. Det var faktiskt det faktum att sa olika nétverk som webben, citationsnatverk
och niatverk av skadespelare alla har en potenslagférdelning som fick Barabasi och
Albert att fundera 6ver en gemensam mekansim som kunde forklara detta, och resul-
tatet blev preferential attachment mekanismen. Och det verkar ocksa trovardigt, for
till exempel ett socialt natverk, att nér en ny individ introduceras in i en gemenskap
sa ar det en storre sannolikhet att det uppstar en bekantskap mellan den nya indivi-
den och nagra av de synliga individerna med manga bekanta, kanter, an med nagon
relativt okénd individ. Fér webben skulle denna preferensmekanism innebara att ny-
introducerade internetsidor lankas med en storre sannolikhet till mycket valkanda
internetsidor som till exempel Google 4n till internetsidor som néstan ingen kanner

till.

Det finns olika preferential attachment modeller och det 4r detaljerna i mekanismen
som skiljer modellerna at. En preferential attachment modell som beskrivs i detta
kapiel skapas genom algoritmen nedan. Grafen som uppstar efter denna mekanism
illustreras i figur 14.

(1) Grafen har fran borjan (t=0) tva noder och en kant.

(2) Sedan adderas en nod at gangen vid varje heltalstidpunkt och med den f6l-
jer en kant. Nar nod /V + 1 introduceras sammanbinds den andra &ndpunkten
av kanten till nod i med sannolikheten d;(N)/2(N + 1) déar d;(N) &r graden
av noden ¢ innan nod N + 1 adderats. Loopar och multipla kanter ar inte
tillatna i grafen.

t=0 t=1
2 2
=3

/\/ N

/

) )

3

5

Figur 14. Utvecklingen av preferential attachment mod-
ellen enligt den definierade mekanismen ovan for de tre

forsta nya noder som introduceras in i grafen.
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6.1.1 Simulering av preferential attachment modeller

For att simulera en graf dar noder introduceras och sammanbinds till andra noder
pa ett satt som sker enligt preferential attachment kan man g tillviga genom att
anvanda sig utav en metod med en lista. Listan visar vilka noder kanterna &r fasta
vid och maste darfor ocksa uppdateras for varje tidssteg, det vill sédga efter att varje
ny nod introducerats. For varje ny nod véljs slumpmaéssigt likformigt ur denna lista
ett tal for att fa fram till vilken nod den nya noden ska binda till.

Som ett exempel skulle grafen i figur 14 ovan ha simulerats pa foljande satt med
denna metod. Forst vid t=0 ar listan for grafen (1,2). Listan (1,2) visar, genom att nod
1 och nod 2 bara forekommer en gang var i listan, att dem bada noderna ockséa bara
har en grad i grafen, vilket kan ses i figuren. Ur denna lista dras slumpmaissigt ett
tal, och utfallet blev i detta fall nod 2, vilket innebar att den nya noden ska binda till
nod 2. Efter att den nya noden nu sammanbundits och inkluderats in i grafen ges nu
listan for grafen vid t=1. Vid t=1 &r listan (1,2,2,3) dar nod 1 och 3 férekommer en
gang var eftersom de bada bara har en grad, och nod 2 férekommer 2 ganger efter-
som den har grad 2. Vid t=2 ar listan pa motsvarnade satt (1,2,2,3,3,4) och vid t=3 ar
listan (1,2,2,2,3,3,4,5). Listorna i exemplet &r sorterade men det behover de inte alls
vara eftersom talen véljs likformigt slumpmassigt ur listan s att varje tal har en lika
stor sannolikhet att véljas ut. Att inte behdva sortera listorna utan lata den byggas
pa hela tiden blir ocksa enklare praktiskt sétt.

6.2 Preferential attachment modellernas egenskaper
6.2.1 Gradfordelning

Gradfordelningen for preferential attachment modeller foljer potenslagfordelnin-
gen pp ~ k3, dir exponenten i modellen ar v = 3 [10]. Eftersom exponenten
ar oberoende av andra parametrar i modellen kan den inte varieras. Detta ar en
nackdel for modellen eftersom manga natverk foljer en potenslagférdelning med ett
nagot lagre varde an 3 (se tabell 1). Ett natverk vars gradférdelning dock modelleras
med en potenslagfordelning déar v = 3 &r citationsnatverk.

En simulering av preferential attachment modellen definierad med algoritmen beskri-
ven tidigare (se figur 14) simulerades &nda tills grafens storlek blev N = 100 000.
Simuleringen bekraftar att mekanismen leder till att den realiserade grafen far en
gradfordelning som &r en tungsvansad potenslagfoérdelning, se figur 15 nedan.
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Gradfordelning In—In skala, N = 100 000

o

In(Sannolikhet)
-8 -6 -4 -2

-10

In(k)

Figur 15. Simulering av N = 100 000 noder med prefer-
ential attachment mekanismen definierad tidigare. Grad-
fordelningen pa logaritmerade axlar foljer en rat bla
trendlinje, vilket tyder pa att gradfordelningen féljer en
potenslag och trendlinjens lutning anger potensférdelnin-
gens exponent, i detta fall —2.186 = —~.

6.2.2 Medelnodavstand

Medelnodavstandet for preferential attachment modeller 6kar approximativt loga-

ritmiskt med N, och &r [3]
In N

R 17
In InN (7
Modellernas medelnodavstand 6verensstimmer med de verkliga natverkens. Vidare

har de dessutom ett systematisk kortare medelnodavstand 4n vad Erds-Rényi grafen
har.

6.2.3 Klustring

Det finns inget analytiskt resultat for klustringskoefficienten for modellerna. Men
eftersom de inte har nagra triangelskapande mekanismer blir klustringskoefficien-
ten lag och minskar med grafstorleken /N. Man kan visa att klustringskoefficienten
approximativt foljer en potenslag [3]

C ~ N—0.75 (18)

Klustringskoefficienten 6verensstaimmer alltsa inte med de verkliga natverkens.
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6.3 Generaliseringar av preferential attachment modeller

Preferential attachment modeller har fatt mycket uppmarksamhet vilket lett till att
manga forfattare har foreslagit olika tilligg och modifieringar.

En modifiering ar nar sannolikheten med vilka de nya noderna sammanbinds med
de 6vriga noderna i grafen inte ar linjar med graden k av en nod, utan att sambandet
istallet ar exponentiellt, det vill sdga k.

Ytterligare modifieringar man kan gora for att paverka uppbyggnaden av natver-

ket &ar att addera kanter, eller ocksa dndra pa var kanterna sitter. Man kan ocksa ta
bort noder eller kanter.
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