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Sammanfattning

For att bestamma storleken pa framtida utbetalningar i sjukférsékring
och premiebefrielseforsikring maste forsakringsbolag gora antaganden
om hur lidnge de som blivit sjuka kommer fortséitta att vara sjuka.
Till detta anvinds den sa kallade avvecklingsfunktionen. Genom bland
annat Nelson-Aalenskattning har i detta arbete metoder tagits fram
for att bestdmma avvecklingsfunktionen bade som matris och som
formel. En formel med tre exponentialfunktioner visade sig vara det
bésta alternativet for Folksam Livs bestand med tanke pa dess sam-
manséttning och olika karenser. Arbetet resulterar nu i ett forslag
till ett nytt avvecklingsantagande for sjukforsidkring och premiebefri-
elseforsdakring i Folksam Liv.

*Postal address: Matematisk statistik, Stockholms universitet, SE-106 91, Stockholm,
Sweden. E-mail: johanna.eriksson@folksam.se. Handledare: Anders Bjorkstrom



Abstract

To decide the amount of future payments in disability insurance and wai-
ver of premium, companies must make assumptions about how long those
who are disabled will stay disabled. For that the so called termination fun-
ction is used. The termination function is in this report estimated by the
Nelson Aalen approach, both as a matrix and a formula. A formula with
three exponential functions appeared to be the best option for this data set
from Folksam Liv taking its specific composition and waiting time in mind.
The work now results in a suggestion to a new termination assumption for
disability insurance and waiver of premium in Folksam Liv.
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1 Forord

Denna rapport utgér mitt examensarbete for en magisterexamen i matem-
atisk statistik pa Stockholms universitet. Arbetet &r utfért med hjilp av
datamaterial om sjukférsikring fran min arbetsplats Folksam.

Jag vill rikta ett stort tack till Mats Johansson pa Folksam Liv for allt
han har lart mig och for att han alltid outtrottligt svarar sa pedagogiskt och
kunnigt pa mina fragor. Jag har verkligen tur som far arbeta med och lira
mig av dig.

Mycket tack dven till min handledare Anders Bjorkstrom pa Instutitionen
for Matematisk statistik vid Stockholms universitet for sitt vidareférmed-
lande av sitt kunnande om matematisk statistik samt stéd under arbetets
gang.

Ett sista tack dven till alla pa Folksam som bidragit med kunskap och
idéer och for att ni gér mina arbetsdagar sa trevliga.



2 Introduktion

Det ar viktigt for alla forsikringsbolag att géra prognoser for hur mycket
pengar som kommer att behdva betalas ut i framtiden. Detta for att kunna
siatta ratt premier och veta hur stora summor man maste ha fér att kunna
betala ut det man har lovat. Det hir arbetet &r inriktat pa betalningar som
utgar pa grund av sjukdom.

Néar man berdknar hur stora utbetalningarna till de som blivit sjuka
forvantas bli behover man bland annat gora antaganden om hur linge en
sjuk person kommer fortsdtta att vara sjuk. Till detta anvinds nagot som
kallas avvecklingsfunktionen. Detta arbete syftar till att hitta en ny avveck-
lingsfunktion. Men lat oss nu ta det fran borjan:

3 Bakgrundsinformation

Begreppet “att vara sjuk”

Nér man inom forsdkring talar om “att vara sjuk” ska det inte uppfat-
tas rent medicinskt. Det som egentligen asyftas dr nedsittning av férmagan
att utfora arbete. Denna nedséttning av arbetsformagan ska i sin tur vara
orsakad av sjukdom eller olycksfall.

Man inser att sjukdom i forsédkringsmedicisk mening far en subjektiv di-
mension eftersom tva individer med samma diagnos kan ha helt olika up-
plevelse av hur arbetsférmagan paverkas. Vidare kan en viss sjukdom med-
féora att man blir helt forhindrad att utéva vissa yrken medan arbetsférma-
gan i ett annat yrke kan vara helt opaverkad av samma sjukdom. Eftersom
sjukforsidkringens uppgift ar att ersidtta forlorad inkomst dr det rimligt att
arbetsformagan under en skilig 6vergangsperiod bedéms for det arbete man
hade ndr man insjuknade. Med tiden bor dock den sjuke undersoka om det
finns nagot annat arbete pa arbetsmarknaden som denne skulle kunna ut-
fora. Tolkningen av sjukdomsbegreppet paverkas saledes av politiska faktorer
eftersom det dr lagarna om den allménna sjukforsikringen som reglerar vem
som ska klassas som sjuk.



Den allmanna sjukforsiakringen

Sedan den 1/7 2008 géller nya regler for den allménna sjukforsékringen i
Sverige. Hér ges ett sammandrag av hur var forsikring ser ut:

Om ett sjukfall har blivit lingre &n 14 dagar utbetalas sjukpenning fran
Forsdkringskassan. Forsdkringskassan betalar en procentuellt berdknad er-
sattning for 16n upp till 7.5 prisbasbelopp (pbb, 2009 betyder det ca 27000
kr/manad) vilket alltsa far foljden att 1onedelar utover detta inte kompenseras
alls. Om sjukfallet berdknas vara bestaende far man i stillet sjukerséttning.
Sjukersdttning dr en lagre ersidttning dn sjukpenning. Se forenklad illustra-
tion av ersidttningarna i figur 1.

) R T B R

Lon Sjukpenning Sjukersittning

Figur 1: Exempel pa hur ersittningen fran den allminna sjukforsikringen
kan se ut for en person som tjinar mer dn 7.5 pbb per ar.

Den forlust man gor som sjuk ar alltsa det glapp som uppstar genom att
Forsdkringskassan bara betalar en viss procentandel av 16nen i ersittning
och dven det man eventuellt tjinar utéver 7.5 prisbasbelopp. For att forlora
mindre i inkomst om man blir sjuk kan man teckna en sjukforsikring hos ett
forsdkringsbolag.

Sjukforsikring och premiebefrielseforsikring

Sjukforsikring dr en forsdkring som ska kompensera for inkomstforlust pa
grund av sjukdom eller olycksfall. Den betalas darfér ut med avtalade fasta
manadsbelopp som beror pa I6nen. Man har ocksa en avtalad slutalder for
forsdkringen, oftast 65 ar. Ersdttningen dr proportionell till i hur stor grad
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man ir arbetsoformogen, om man exempelvis ar arbetsoférmogen till 75% far
man 75% av sitt manadsbelopp. Manga forsidkringsbolag har satt en grins
vid att den sammanlagda ersidttningen hogst far uppga till 90% av l6nen;
man ska aldrig kunna tjina pa att vara sjuk.

Premiebefrielseforsikring ar en tillaggsforsidkring till livforsdkring som in-
nebér att man inte behover betala premien till sin livférsikring om man blir
sjuk. Den fungerar alltsa pa samma sitt som en sjukférsikring forutom att
utbetalningarna gar direkt till den sjukes livférsdkring. Inga fall fran pre-
miebefrielseforsdkring ligger till grund for denna studie men en avvecklings-
funktion anvinds dven inom denna férsidkringsgren.

Diskontering

Att diskontera ett framtida belopp innebér att man i berdkningarna tar
hansyn till att pengar forrdntas. Genom att géra antaganden for vad réntan
kommer att vara kan man berdkna hur stor del av summan man maste ha i
sin #go just nu'.

Exempel med forenklade antaganden:
Vill man ha 100 kr om tio ar och antar en arlig fast ranta pa 5% ser upp-
stillningen ut sé hir: X - 1.05' = 100. Alltsa &ir X = 100 - 1o &~ 60. Man
maste alltsa ha 60 kronor idag for att kunna ha 100 kronor om 10 ar.

Aktsamma och betryggande antaganden

Inom forsdkring maste man forutse hur saker kommer att utveckla sig
i framtiden och dérfér anvinder man sig av olika antaganden. Tva sam-
lingsnamn for antaganden man gor &dr aktsamma respektive betryggande an-
taganden. Aktsamma antaganden betyder att de antaganden om bland annat
framtida ranta, sjuklighet med mera man gor ar realistiska, de far alltsa inte
innehalla nagra sikerhetsmarginaler. Betryggande antaganden innebér a an-
dra sidan att man faktiskt anvinder sig av sdkerhetsmarginaler. I vissa fall
anvinder man sig av aktsamma antaganden, i andra av betryggande.

!Tidigare anviinde man sig av en fast rinta, si kallad hdgsta riinta. En relativt ny
regel dr att den rinta som anvinds for diskontering ska himtas fran en rintekurva. Att
anvinda rantekurva innebér att man diskonterar med olika rantor beroende pa nér i tiden
utbetalningarna ska ske.



Tjanstepensionsforsikring och ovrig livforsakring

Om en forsdkring ar av typen tjénstepensionsforsikring betyder det att
det &dr personens arbetsgivare som betalar premierna for forsikringen. All
annan forsikring kallas for ovrig livforsdkring. Enligt tjanstepensionsdirek-
tivet som kom ar 2006 maste forsédkringsbolagen ha separat skuldtickning
for tjanstepensionsforsikring. Detta betyder att man ekonomiskt maste halla
isér tjanstepensionsforsikring och ovrig livforsikring. Reserven for tjinste-
pensionsforsékring skall rdknas med aktsamma antaganden medan reserven
for ovrig liviorsakring ska rdknas med betryggande antaganden.

4 Problem och 16sningsforslag

4.1 Premiesittning och reservberikning

For att kunna silja sjukforsikring maste man ha en uppfattning om hur
stora forsdkringsutbetalningarna kommer vara och darmed hur stor premie
man ska begéra for att ticka alla kostnader. For detta behovs skattningar av
hur manga som kommer att utnyttja sin forsédkring (insjukna) och i hur stor
del dessa kommer att géra det (hur linge de kommer fortsétta vara sjuka).
Insjuknandet ligger utanfér ramarna fér denna rapport men bade for att
skatta den och hur langa sjukfallen forvintas bli anvinder man sina tidigare
erfarenheter; de uppgifter man har om hur det varit forut ligger till grund
for det man tror om framtiden.

For forsédkringstagarnas trygghet regleras all forsdkringsverksamhet av
stranga regler. Bland annat kontrolleras det 16pande att varje bolag har till-
rickliga medel for att kunna betala ut det de har lovat. Det kapital man
maste ha till framtida utgifter kallas for reserven.

Pengarna i reserven maste investeras med eftertanke for att man inte ska
riskera att vara utan likvida medel nir det &r dags for utbetalning. Man
maste alltsa bade se till att ha tillrackligt stor reserv och att placera den
klokt. Men att placera med lag risk innebér dven ofta lag avkastning vilket
gor att man dnda inte vill 6vervirdera sina ataganden. Man vill ha en sa liten
reserv som mojligt sa att overskottet kan investeras mer riskfyllt. Samman-
fattningsvis kan man sidga att man bor ha en sa stor reserv att man klarar
sina utbetalningar samtidigt som den &r sa liten som mdjligt for chans till
god avkastning.



4.2 Reservens bestandsdelar

Varje forsdkringsgren maste béra sig sjilv ekonomiskt vilket betyder att
en gren som gar med vinst inte far subventionera en annan gren som gar med
forlust. Varje gren har dérfor bland annat sin egen reserv. Det gors dven fler
uppdelningar efter det; reserven bestar av

1. Reserv for kanda skador

Reserven for kiinda skador dr reserven for de sjukfall som har anmaélts
och som man i nuléget betalar ersidttning for.

2. Reserv {or okdnda skador

Reserven for okidnda skador ar reserven for de skador som man tror
redan har intrdffat men som inte har hunnit anmaélas till férsikrings-
bolaget dnnu.

3. Reserv for skadebehandlingskostnader

Reserven for skadebehandlingskostnader &r summan man maste ha for
att ha rad med det administrativa arbetet kring skadorna som ersétts.

Efter detta skall man som tidigare ndmnts dven inom varje grupp dela
upp reserven pa tjanstepensionsforsikring och 6vrig livforsikring.

Detta arbete fokuserar pa hur man far ut en sa exakt reserv for kidnda
skador som majligt (bade tjinstepensionsforsidkring och 6vrig livforsékring).

4.3 Reserven for kanda skador

En person som dr sjuk idag har en mdéjlig ersidttning pa hela sitt manads-
belopp tills forsédkringen upphor (vanligtvis vid 65 ars alder). Reserven dr
summan av staplarna i figur 2.

Eftersom vi vet att vissa sjuka personer blir friska igen och andra dor
sa dr det inte realistiskt att tro att en sjuk person kommer att vara sjuk
anda tills forsdkringen upphér. Nagot sorts antagande maste darfér anvin-
das for hur fort sjukavvecklingen forvintas ske. Detta antagande kallas for
avvecklingsfunktionen. Nar man riknar med att sjukfallet kan avvecklas ser
diagrammet ut som i figur 3:

Slutligen bor man rikna med att man far avkastning pa de pengar man
har i reserven vilket betyder att man inte behover ha hela summan fran



10000

Figur 2: Mojlig ersiattning

Hﬂﬂﬂﬂ{

Figur 3: Forvintad erséttning

borjan. Genom diskontering av utbetalningarna som ligger i framtiden kan
man se hur mycket av pengarna man maste ha i reserven idag, se figur 4.

Hﬂﬂﬁﬁt

Figur 4: Diskonterad forvintad erséttning

Pa detta satt har vi fatt reserven att bli mindre och mer realistisk. Som
man kan se ar avvecklingsfunktionen en viktig del i detta.

Tidigare har man berdknat reserven enligt en kontinuerlig modell. Berdknin-
gen sag da ut sa har:

: . o Az, t) - e 0t gy
)\(513', to) /to ( )
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B &r det arliga beloppet som betalas ut, x dr aldern vid insjuknandet,
z ar slutaldern for forsikringen (oftast 65), A &r avvecklingsfunktionen, § ar
den antagna ranteintensiteten som anvinds for diskonteringen och ¢y ar hur
lang tid som gatt sedan insjuknandet till nu.

Att rdkna enligt kontinuerlig modell har varit en approximation av utbe-
talningar som ju i grunden ar diskreta. Pa grund av 6kad datorkraft ar det
nu mojligt att berdkna reserven diskret. I och med nya foreskrifter som séger
att man ska anvinda rantekurva istillet for en fast rdnta har det ocksa varit
enklast att borja rakna diskret.

Reservberidkningen ser med diskret berdkning ut sa hér:

b1 : 12(Zz_x)A(x to + ﬁ) e On33)
12 Mz, to) — 770712

0, ar ranteintensiteten fran punkt n i rdntekurvan.

I och med o6vergangen till diskret berdkning behover alltsa inte avveck-
lingsfunktionen vara analytiskt integrerbar langre.

4.4 Definition av avvecklingsfunktionen

Avvecklingsfunktionen ar den betingade sannolikheten att en person kvarstar
som sjuk t ar efter insjuknandet givet att denne insjuknade vid aldern x ar.
Avvecklingsfunktionen betecknas A(z,t) (“lambda”).

En mer matematisk definition:

Ett sjukdomsfalls totala lingd antas vara ett utfall av den stokastiska vari-
abeln T; for person i, i=1,2,...n. Variablerna T}, T, ..., T;, antas vara oberoende
och likaférdelade och anta vérden i (0, 00) med fordelningsfunktion F och t&-
thetsfunktion f. Avvecklingsfunktionen ar da

Mz, t) = P(T > t|X =x)
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4.5 Dagens avvecklingsfunktion

Den avvecklingsfunktion som anvénds i nagon variant av de flesta férsikrings-
bolagen i Sverige idag kom bland annat till for att man ville ha en funktion
som var analytiskt integrerbar. Detta kravdes for att kunna rédkna ut reser-
ven nir den berdknades kontinuerligt. Funktionen varierar beroende pa alder
vid insjuknande, hur lang tid som gatt sedan insjuknande och pa om det
géller tjanstepensionsforsikring eller 6vrig liviorsdkring. Funktionen kan till
exempel se ut sa har:

Mz, t) =ap - e 4 b, e f e, e 1 d, - (0.15- e %3 40.85 - 7001
dar

a, =1—b, —c, — d,

b, = 0.12,

¢ = 0.006 - 0047

d, = 0.00065 + 0.000018 - V132

Det ar alltsa fem stycken exponentialfunktioner i avvecklingsfunktionen
och man kan se det som att varje exponentialfunktion representerar en viss
sorts sjukdom som har sin egen avvecklingstakt. Siffrorna 80 och sa vi-
dare ar sjilva snabbheten i avvecklingen for just den sjukdomen. Eftersom
det dr exponentialférdelat dr vintevirdet for den snabbaste avvecklingen
1/80 = 0.0125 ar, dvs ca 4.5 dagar. Den langsammaste avvecklingen &r 0.01
vilket ger ett vintevirde pa 100 ar. 100 ar kan verka for mycket men det &r
for att fa ratt avtrappning pa de lingsta fallen, det blir riatt eftersom anta-
gandet bara géller fram till 65 ars alder. Se sammanstéllning i tabell 1.

Virde i formeln | Ungefirligt vintevirde
80 4.5 dagar

13 28 dagar

4.5 2.5 manader

0.3 3.3 ar

0.01 100 ar

Tabell 1: Avvecklingsfunktionens olika sjukfallsléngder.
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Ingen hédnsyn tas alltsa till om det specifika sjukfallet har en svar diag-
nos eller ej. Detta vore naturligtvis bra men skulle géra det hela &n mer
komplicerat.

Variablerna a, —d, ar sannolikheten att personen har fatt just den sortens
sjukdom som ger tillhérande avvecklingstakt. Det dr bara dessa variabler som
beror pa aldern, man kan se att ju hogre alder (storre x), desto mer sannolikt
ar det att hamna i nagon av de tre sista exponentialfunktionerna med de
langsammaste avvecklingstakterna, se tabell 2.

Alder [a, [0, |eco |d,

25 0.7210.12 1 0.16 | 0.001
40 0.58 | 0.12 | 0.30 | 0.004
60 0.17 | 0.12 | 0.66 | 0.045

Tabell 2: Sannolikheten att tillhora de olika avvecklingstakterna beror pa
alder. Ju dldre man ar desto storre sannolikhet att tillhéra exponentialfunk-
tionerna med langsammare avveckling.

Idag har de tekniska forutsidttningarna gjort att avvecklingsfunktionen
inte behover vara analytiskt integrerbar. En annan anledning att byta avveck-
lingsfunktion ar att man tidigare haft mycket kortare karenser i férsakringar-
na. Man har haft sa korta karenstider som sju dagar i manga forsédkringar
medan den kortaste karensen i forsdkringar som séljs idag &r en manad.
Detta paverkar naturligtvis ocksa funktionens utseende, de flesta sjukfallen
avvecklas ju i borjan.

4.6 Losningsforslag

Matris

Eftersom forutsattningarna for anvindandet av avvecklingsfunktionen har
andrats har det nu Sppnats nya mojligheter att ha en avvecklingsfunktion
som ser ut pa ett helt nytt sdtt. Man behover inte ens begransa sig till att
det maste vara en formel, ett annat forslag skulle istillet kunna vara att
anvinda sig av en matris. Denna matris skulle da innehalla olika virden for
sannolikheten att kvarsta som sjuk beroende pa valfria variabler. Detta skulle
ge ett visst antal matriser, hur manga beror pa hur manga variabler man tar
med. I ett enkelt fall da bara alder vid insjuknande och tid sedan insjuknande
ar med skulle det kunna se ut som i tabell 3.
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Alder |Tid | t;  to ... t,

x )\11 /\12 Ce /\1n
T2 Aot Aa2 o Aoy
Tm )\ml )‘mZ s /\mn

Tabell 3: Avvecklingen beroende pa alder vid insjuknande och tid sedan in-
sjuknande.

Om man anvinder sig av en matris krivs en viss utjimning av resultatet
for att undvika att sannolikheterna varierar orealistiskt pa grund av slumpen.
Detta for att talen );; kommer att bygga pa skattningar gjorda fran ett
begrinsat datamaterial.

Formel

Ett annat alternativ dr att dven fortsidttningsvis anvinda en formel men
att anpassa den till det nya datamaterialet. Eftersom de tva forsta expo-
nentialfunktionerna i den nuvarande avvecklingsfunktionen géller for riktigt
korta sjukfall kan man tinka sig att en funktion med farre exponentialfunk-
tioner skulle passa bra nu nir karenserna &r lidngre. En funktion med tre
exponentialfunktioner skulle da se ut sa hér:

MNz,t)=a,-e P P pb, el qpe, e

5 Genomforande och resultat

5.1 Datamaterialet

Det datamaterial som har anvints till den hir studien kommer fran Folk-
sam Livs register over sjukfall inom individuell sjukforsékring.

Observera att den hér sortens undersokning skiljer sig ifran “vanliga”
statistiska undersokningar pa sa sitt att man hér inte gor ett urval av data.
Eftersom det &r avvecklingen for just Folksam Livs bestand vi vill skatta sa
ar det data vi har alla utfall som finns. Sedan dr det dnda naturligtvis béattre
ju storre datamaterial man har eftersom slumpen kan inverka pa sa sitt att
det framkommer att framtida fall inte riktigt har samma avveckling som det
man nu ser.
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Undersokningen técker alla sjukfall som varit pagaende fran och med
1995-01-01 till och med 2007-12-31. Sjukfallen kan bade ha startat tidigare
och varit pagaende vid undersokningens slut, sa ldnge de har varit pagaende
nagon gang under undersokningstiden.

Vissa observationer tillhorde forsédkringar utan karensinformation, dessa
ar uteslutna ur undersokningen. De foérsidkringar som bara ger ersittning
under sjukpenningtid har ocksa tagits bort eftersom man da inte kan se
om personen verkligen har tillfrisknat eller om den bara har blivit beviljad
sjukersédttning.

Efter denna reduktion innehaller datamaterialet 8747 observationer av
sjukfall varav 5577 stycken avvecklades under undersokningsperioden. Data-
materialet bestar av 4707 kvinnor och 4040 méan. 775 observationer tillhor
tjdnstepensionsforsikring och 7972 6vrig livforsdkring. For mer detaljerad
information, se tabell 4.

Fo6rsdkringstyp \ Kén | Kvinnor | Mén | Totalt
Tjanstepensionsforsikring 183 | 592 775
Ovrig livférsikring 4524 | 3448 | 7972
Totalt 4707 | 4040 | 8747

Tabell 4: Antal sjukfall uppdelat pa forsikringstyp och kon.

Datamaterialet innehaller mer 6vrig livforsidkring én tjinstepensionsférsikring
vilket gor det svarare att gora bra skattningar for tjinstepensionsforsikring.
Det skulle ha varit bra med mer data, sarskilt for gruppen kvinnor med
tjdnstepensionsforsikring. Ytterligare data som inte har funnits att tillga nu
kommer senare att kunna inhdmtas fran andra verksamheter inom Folksam.
Detta material innehaller typen tjdnstepensionsforsikring sa béttre studier
av denna variabel kommer att kunna goras i framtiden.

Medelsjukldangden bland sjukfallen var 39 manader och medianen 17 ma-
nader vilket visar att en exponentialférdelning inte passar som approxima-
tion. Forklaring: Utga fran en stokastisk variabel X som &r exponentialférde-
lad med parameter A. Dess vintevirde &r 1/\. Hérled medianen genom att
l6sa ekvationen P(X > ) = 1/2, som ju ger e = 1/2. Om man sen
siatter upp kvoten mellan vintevirde och median sa ser man att kvoten &r
ett och samma tal for alla exponentialférdelningar, nimligen In2 ~ 0.7. Om
en exponentialférdelning hade passat sa borde alltsa medianen varit ungefar
39 - In2 ~ 27. Déaremot kan fortfarande flera exponentialfunktioner, som i
16sningsforslaget ovan, passa bra in pa data.

Forsiakringsfallen tillhor olika sorters sjukforsidkring och de kan ha olika
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villkor och karenser. Det ar inte sédkert att allt som gor skillnad fér hur lange
man &r sjuk gar att méta och finns med i de underlag man kan ta fram
men det gar att se mycket: Datamaterialet innehaller information om bland
annat insjuknandetidpunkt, avslutstidpunkt, avslutsorsak, kon, karens, alder
vid insjuknande, invaliditetsgrad och om det &r en tjanstepensionsforsikring
eller ej.

5.2 Jamforelse av olika sjukfall

Sjukfallen som ingar i den hér studien har intriffat under en lang tidsperi-
od. Nagra har hunnit halla pa i flera ar medan andra precis paborjades innan
undersokningstidens slut. Lat oss titta pa ett exempel, se dven illustration
av exemplet i figur 5.

|
Al ; —| avslutad
| | |
| | |
- B | censurerad
|
|

! !
! !
CH # | avslutad

131 1'52 7'53 7}4 ts t
Figur 5: Sjukfallens intraffande i tiden.

Sag att var undersokning startar vid tiden ¢; och avslutas vid tiden ¢5. Vid
t; har sjukfall A redan pagatt ett tag. Vid ¢, har dven sjukfall C paborjats och
vid t3 ar alla tre sjukfallen igang. Vid ¢, har sjukfall A av nagon anledning
avslutats och vid ¢5; har dven sjukfall C avslutats. Sjukfall B hinner inte
avslutas under undersokningsperioden och blir dérfor censurerad, vi kommer
inte veta hur langt det sjukfallet egentligen blev.

Om ett sjukfall avslutats genom tillfrisknande eller dédsfall vet man sjuk-
fallets hela lingd, annars kan man bara se en del av sjukfallet.

For att kunna jimfora sjukfallens lingd maste man forst och framst se
till att man kan se skillnad mellan ett sjukfall som avslutats genom

1. tillfrisknande eller dodsfall
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2. att undersokningsperioden tagit slut eller att individen uppnatt forsékrin-
gens slutalder.

Om man inte kunde skilja pa dessa skulle resultatet visa alldeles for korta
sjukfall, de som avslutats av anledning 2 dr ju egentligen ldngre &n vad vi kan
se. Pa samma séitt finns det dven sjukfall som uppstod innan undersékningens
borjan. I det fallet maste man tdnka pa att det kan ha funnits fler fall som
uppstod samtidigt men som hann avslutas innan undersékningen bérjade
och som dérfér inte kan observeras. Likadant dr det med den karens som
forsikringen har, inga sjukfall som ar kortare dn karensen kommer med i
studien. Har man inte det i atanke visar resultatet for langa sjukfall. For att
komma runt de hir problemen utan att behdva ta bort sjukfall ur studien
tittar man pa nagot som kallas for riskfunktionen, R. Denna visar hur manga
av fallen som var under risk att avvecklas under en viss tidpunkt. Man borjar
med att sortera om sjukfallen efter hur lang tid de pagatt, samma sjukfall
som innan kan nu ses pa nytt sitt i figur 6.

|
|
Ab------ | avslutad
|
|
B~ | censurerad
|
|
Cl— | avslutad
|
k t

Figur 6: Jamforelse av sjukfallens langd

Pa det hir sidttet kan man se hur langa sjukfallen &r i férhallande till
varandra samt halla reda pa hur lang tid av sjukfallet som var under under-
sokningsperioden. Under tid fére undersdkningen (streckad linje i figuren)
samt under karenstiden var fallet inte under risk att avvecklas (fér hade det
avvecklats da sa hade vi inte fatt med det i undersékningen). Inget av fallen
var alltsa under risk fore tidpunkt k da karensen upphorde.

5.3 Skattning av avvecklingsfunktionen

Man kan se pa sjukforsikring som om ménniskor kan befinna sig i olika

tillstand; antingen &r man frisk, sjuk eller avliden. Se tillstandsfiguren; figur
7.

17



frisk sjuk

V(@) avliden A(x, 2

Figur 7: De olika tillstanden.

Fran att vara frisk kan man 6verga till att bli sjuk eller avliden, fran
sjuk kan man bli frisk igen eller avlida. Ar man déremot avliden kan man
inte Gverga till nagot annat. Overgangsintensiteterna betecknas n(z), u(z,t),
po(x,t) respektive y(z). I denna studie &r vi intresserade av pi(x,t) och
po(x,t), att ga fran sjuk till ndgot av de andra tillstinden. Med andra ord
ar vi intresserade av p(z,t) + po(z,t) = u(x,t); avvecklingsintensiteten.

Nu vidare till sambandet mellan avvecklingsintensiteten och avvecklings-
funktionen. Forutsidttningarna for definitionen av avvecklingsfunktionen ly-
der som skrivits ovan:

Ett sjukdomsfalls totala langd antas vara ett utfall av en stokastisk vari-
abel | T}, for person i,i—=1,2,...n. Variablerna 11, 75, ..., T,, antas vara oberoende
och likaférdelade, ta virden i (0, 00) och ha férdelningsfunktion F och tathets-
funktion f.

Eftersom avvecklingsfunktionen, A(t), 4r mattet pa hur stor sannolikhet
det ar att inte ha tillfrisknat ser sambandet ut sa hér:

At)=1—F(t)
dar
Fit)=P0<T<t)
Avvecklingsintensiteten, u, definieras som
1
t)=lim — Pt<T <t+h|T>t).
plt) = lim o Pt <T <t+h[T>1)

u(t) ar da sannolikheten att en person avvecklas i det korta tidsintervallet
(t,t + h) givet att personen var sjuk vid ¢. Tva personer antas inte kunna
avvecklas vid samma tidpunkt.

Vidare far man
) lP(TSt—l—h)—P(TSt)
h—07+ h P(T > t)
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P(T > t) h—0+ h
_ L Fth) - F@) _ F(t)
T (t) hoor h Y0

Eftersom F(t) =1 — A(t) och darfor F'(t) = —\(t) blir

9= 20

Sambandet %ln(g(t)) = ggzg) get

A ser da ut s har:

dar

Vi behéver alltsa kunna skatta p for att kunna skatta A. For detta har i det
hir arbetet anviants Nelson-Aalenskattningar. Dessa bygger pa martingalteori
och anvinder sig av antal personer som ar under risk att avvecklas vid varje
tidpunkt, R(t). Se appendix A for sammanfattning kring martingaler och
appendix B for fordjupning om Nelson-Aalenskattning.

A skattas pa detta siatt som

. Syl
At)=e R , TSt
dir 7y < 7 < ... dr de tider da det skett avveckling.

Pa grund av att skadelingderna for de olika sjukfallen inte kan métas
exakt utan maste mitas i antal dagar intréffar det da och da att olika sjukfall
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har precis lika lang skadelangd. Detta kan hanteras exempelvis genom att
rikna ut A(t) en gang for varje observation man har vid en specifik sjuklingd
och sedan ta det senaste (lagsta) till den fortsatta utrdkningen.

Riskfunktionen R(t) som anvénds for utrdkningen av A(#) maste anpassas
till hur manga olika forklarande variabler man vill anvinda sig av; endast de
som tillhér samma grupp av antaganden ska rdknas som under risk.

5.4 Val av variabler att uppdela efter

Forsdkringsfallen skiljer sig at i och med att de tillhor olika sorters sjuk-
forsakring och har olika villkor och karenser. Det &r inte sidkert att allt som
ger skillnad for sjukfallslingden gar att méta och finns med i de underlag
man kan ta fram. De uppgifter som finns att tillga och som verkar vara av
intresse dr kon, karens, alder vid insjuknande, invaliditetsgrad och om det
ar en tjénstepensionsforsidkring eller ej. Alla dessa variabler skulle kunna
vara avgorande for hur linge en person dr sjuk. Aven om det kan finnas
fler paverkande variabler sa ar de ovan namnda hur som helst sikerligen de
viktigaste.

Aven om det finns manga intressanta variabler maste man begrinsa sig
sa att man har tillrackligt manga observationer for att fa séikra skattningar.
For att kontrollera detta har jag tagit fram konfidensband, se appendix C
for tillvigagangssatt. Konfidensbanden dr nyttiga pa sa séitt att man l&tt kan
se i vilket intervall den riktiga avvecklingsfunktionen ligger (vid vald konfi-
densgrad). Pa sa vis kan man se om noggrannheten &r tillricklig for det man
vill uppna. Ar det inte tillriickligt bra maste man ta bort nagon av sina up-
pdelningar sa att det blir firre grupper med fler observationer i varje. Ingen
undersokning om eventuell korrelation ar gjord utan varje variabel ar under-
sokt var for sig. Graferna som foljer nedan har av sekretesskil inga utskrivna
axlar.

Lite om de olika variablerna:
e Skadeldngd

Skadeldngden, hur linge man varit sjuk, dr grundldggande i den hér
sortens undersokning. Det dr naturligt att om det bara gatt en kort
tid sedan insjuknande sa &r risken att man fortfarande ar sjuk storre.
Déremot ar antagligen avvecklingstakten storre i bérjan och mindre
efter lang tid. Detta kan ses i figur 8 som att avvecklingsfunktionen
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hela tiden minskar (sannolikheten att vara sjuk minskar) samtidigt som
lutningen pa kurvan blir mindre brant (avvecklingstakten blir langsam-
mare). For de riktigt langa sjukfallen kan man dock observera ytterli-
gare en forandring av avvecklingstakten. Kurvans lutning blir i slutet
storre igen; avvecklingstakten okar. Vad detta beror pa ar osdkert, ett
forslag ar att det ar pa grund av for fa observationer med langa sjukfall
men kanske ocksa att dodligheten slar igenom mer for dessa eftersom
personerna blivit dldre.

000mn gy Mmoo m g

Figur 8: Avvecklingsfunktionens utseende vid en ¢kande skadeldngd. Tid
sedan insjuknande pa x-axeln och A\ pa y-axeln.

e Tjinstepension och 6vrig livforsékring
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Med tanke pa att det ar ett lagkrav att halla isdr tjanstepensions-
forsdkring och ovrig livforsdkring kan det kdinnas naturligt att lata den
variabeln vara med i den utvalda modellen. I figur 9 kan man se att det
aven verkar finnas skillnader i sjuklingd mellan de tva grupperna.

Figur 9: Avvecklingsfunktionen uppdelad pa tjanstepension och Ovrig
livforsakring. O=Ovrig livforsdkring, I=Tjadnstepensionsforsikring. Tid
sedan insjuknande pa x-axeln och A pa y-axeln.

Datamaterialet innehaller tyvirr mer 6vrig livférsidkring &n tjinstepen-
sionsforsékring (se tabell 4 ovan) vilket gor det svarare att gora bra
skattningar for tjanstepensionsforsikring. Tittar man pa konfidensban-
den ser man att det inte gar att vara sdker pa att de tva grupperna
verkligen skiljer sig at, se figur 10.
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Figur 10: Konfidensband. O=0vrig livforsikring
[=Tjanstepensionsforsikring +=Konfidensband for tjdnstepensions-

forsdkring. Man kan inte utesluta att tjénstepensionsforsikringskurvan &r
lika med 6vrig liv-kurvan. Tid sedan insjuknande pa x-axeln och A\ pa
y-axeln.

Man kan naturligtvis sdrredovisa tjanstepensionsforsikring och ovrig
livférsidkring &ven om man gor antagandet att de har samma avveckling,
déremot skulle det rent intuitivt kéinnas bittre om man sjilv kunde
tro pa en skillnad mellan dessa bestand. Det ser i data ut som en
skillnad men det gar inte att vara tillrackligt siker. Med endast detta
datamaterial far man déarfér hoppa over att ta med variabeln.
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e Kon

Skillnader mellan kon ar naturligtvis viktiga att ta med om de finns
men nar man tittar pa hela bestandet uppdelat pa kon ligger de tva
funktionerna néra varandra. I figur 11 gar det inte att se mycket skill-
nad mellan de tva kurvorna. Den del av bilden som ligger inom rutan
finns uppforstorad i figur 12. Dar kan man se att funktionerna till och
med korsar varandra.

000 0,0 g0 @ o

Figur 11: Avvecklingsfunktionen uppdelat pa kén. I=Kvinnor, O=Maén. Tid
sedan insjuknande pa x-axeln och A pa y-axeln. Se forstoring av rutan i nésta
bild.

Skillnaderna &r sa sma att det inte gar att dra slutsatsen att de skiljer
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Figur 12: Utvald del av avvecklingsfunktionen uppdelat pa kon. I=Kvinnor,
O=Main. Tid sedan insjuknande pa x-axeln och A pa y-axeln.

sig at, se konfidensband foér kvinnor i figur 13.
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Figur 13: Konfidensband kon. I=Kvinnor, O=Main, +=konfidensband for
kvinnor. Variabeln verkar inte vara meningsfull att anvinda. Tid sedan in-
sjuknande pa x-axeln och A pa y-axeln.
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e Alder vid insjuknandet

Studien innehaller information om sjukfall som intraffat i aldrarna 25-
65. Vilken alder man hade ndr man insjuknade har tidigare anvints i
avvecklingsfunktionen och det verkar rimligt att anta att en dldre per-
son har svarare att tillfriskna. Misstanken bekraftas nir man tittar pa
datamaterialet. I figur 14 ses den stora skillnaden i avveckling mellan
olika aldrar.

Figur 14: Avvecklingsfunktionen vid olika insjuknandealdrar. Aldrarna ér up-
pdelade i femarsintervall fran 25-29 ar (1) till 60-64 ar (8). Tid sedan insjuk-
nande pa x-axeln och A pa y-axeln.

e Karens
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Det finns manga olika karenstider i férsdkringarna, det beror pa att
de foljer de nivaer som finns/funnits i andra forsikringssystem. I data-
materialet finns allt fran fall med karens pa sju dagar till andra med
tolv manaders karens samt de med rorlig karens (R-karens) som géller
fram till beviljad sjukersittning. Inga andra fall &n de som uppfyllt sin
karens syns i statistiken.

Vilken karens man har pa sin forsékring kan paverka avvecklingstakten.
Detta beror pa att en lang karens uppmuntrar till tidigt tillfrisknande,
det ar helt enkelt svart att vara utan ersittning sa linge som krévs.
Har man diaremot en kort karens &r man mer bendgen att vara hemma
lingre eftersom man klarar sig béattre ekonomiskt.

Manga karenser har forsvunnit pa grund av att den allminna sjuk-
forsdkringen har dndrats. De forsékringar som fortfarande siljs har
karensen en manad, tre manader, tolv manader (sillan) eller R-karens.

Att dela upp i grupper beroende pa vilken karens man har pa forsiakrin-
gen ger tyvirr en kraftig reduktion av tillforlitligheten av skattningarna
eftersom det blir for fa observationer i vissa grupper. Detta kan ses i
figur 15.

En annan anledning till att inte ta med de olika karenserna i modellen
ar ocksa att de mer visar historien, de speglar inte karenserna till de
forsdkringar som séljs idag och kommer dédrmed att bli mer och mer
oviktiga for helheten. Att bara dela upp pa de grupper dar det finns
manga forsdkringar ger en skev bild eftersom de andra mer ovanliga
karenserna da maste inga i nagon av dessa grupper. Slutsatsen blir
alltsa att det &r béttre att inte anvinda karens som en variabel i funk-
tionen.

Invaliditetsgrad

Invaliditetsgraden, i hur stor del man ar sjuk, riknas i fyra steg; man
kan vara 25%, 50%, 75% eller 100% sjuk. I teorin borde invaliditets-
graden inverka pa sannolikheten att bli helt frisk. En person som &r
sa pass frisk att den fortfarande arbetar till nagon del borde ha storre
sannolikhet att bli frisk &n nagon som &r helt sjuk. T praktiken &ar det
tyvarr inte sa latt att se dessa skillnader. I vissa villkor riknas det som
om den forsdkrade har blivit frisk sa fort invaliditetsgraden gar ner till
25% (erséttningen upphor da) medan man i andra villkor endast rik-
nas som frisk om invaliditetsgraden gatt ner till noll. Dessutom varierar
invaliditetsgraden ofta vildigt mycket upp och ner for sjukfallen medan
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Figur 15: Avvecklingsfunktionen indelad i olika grupper beroende pa karens.
1— Karens < 1 manad 2— 1 manad < Karens < 3 manader 3= Karens
> 3 manader 4= R-karens. Tid sedan insjuknande pa x-axeln och A pa
y-axeln.

man i datamaterialet bara kan se vilken den senaste invaliditetsgraden
ar. Pa grund av detta har jag tagit bort denna information och raknar
alla pagaende sjukfall som om de har invaliditetsgrad 100%.

Nér man gor skattningar blir det mer tillforlitligt ju farre uppdelningar i
olika grupper man gor. Eftersom méangden data dr begriansad ar det viktigt
att ha sa fa variabler och dédrmed grupper som mojligt. De variabler som
borde vara kvar med tanke pa diskussionen ovan &r alder vid insjuknandet
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och skadeldngd. Det vore egentligen 6nskvért att gora tva matriser/formler,
en for tjinstepensionsforsikring och en for 6vrig livférsikring. Detta gar dock
inte pa grund av for fa observationer i kategorin tjanstepensionsforsikring.

5.5 Anpassning till data med en matris

For att fa ner antalet “rutor” i matrisen behdver dven variablerna alder
vid insjuknande och tid sedan insjuknande delas upp i farre grupper. Alder
delas har upp i femarsintervall fran 25 till 65 ars alder, det blir 8 grupper. Tid
sedan insjuknande delas for de forsta tva aren upp i tre-manadersintervall,
for ar tre till nio laggs de ihop arsvis och resterande observationer far hora till
gruppen “tio ar eller lingre”. Pa detta satt far man 17 olika grupper for tid
sedan insjuknande. Anledningen till att det finférdelas mer i borjan ar att det
ar dar avvecklingsfunktionen, A, &ndras mest och dven att vi dar har mycket
data. Detta gor att det blir 8 - 17 = 136 rutor att fylla med varsitt skattat
A. For detta dr medelvirdet bland observationerna som hor till samma ruta
anvant.

Resultatet limnas av sekretess-skél ej ut men de kan se ut som i tabell 5.

Tid |Alder | 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 55-59 60-64

0-3 man 0,8 - 089 0,81 - 0,89 - 0,91
3-6 man 0,76 075 0,78 074 08 0,79 0,76 0,89

6-9 man 0,68 0,7 : 0,64 0,78 0,75 0,65 0,78
9-12man | 0,60 052 068 0,59 065 067 0,60 -

45 ar 0,40 - 0,42 0,49

. . 0,42 0,53
5-6 ar 0,39 0,38 041 0,38 - 041 - .
6-7 ar 0,36 - . 0,36 0,43 0,36
7-8 ar . 0,31 0,37 - 0,40 -
8-9 ar 0,32 - . . . 0,33
9-10 ar 0,28 0,28 - 0,30 0,37 -
over 10 ar | - . . . 0,30

Tabell 5: Skattad avvecklingsmatris.

Som man kan se dr det en prick pa manga platser i matrisen, det betyder
att det inte fanns nagon observation som horde till den gruppen. Det finns
fa observationer i forsta raden, detta beror pa att manga karenser inte har
upphort innan tre manader. De langa skadeldngderna har av naturliga skil
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ocksa fa observationer. Eftersom det inte finns data nog for att fylla hela
matrisen krivs det att man finner en metod att sa bra som mdjligt skatta
vad det ska sta i de tomma rutorna. Detta gors genom interpolation och
extrapolation.

Interpolation

Néar man vill veta ett virde mellan tva punkter anvinder man sig av
interpolation. I det hér fallet passar exponentiell interpolation bést.
Lat oss anta att A(¢) antar virdet A for t=0 och B for t=1. Ett virde A(u),
0<u<1, fas fram genom

)\(U) _ eu~ln(B)+(1—u)-ln(A)

Extrapolation

Nér man vill veta ett virde utanfér intervallet av punkter anvinder man
sig av extrapolation. Ett exempel pa tillvigagangssitt ar att lata nésta ruta
fa virdet i den innan minus den procentuella minskningen mellan de tva
tidigare rutorna. I matematiska termer blir det:

Aivz = Aip1 - (1 — (—AFQM))

Efter interpolation och extrapolation ser matrisen ut ungefiar som i tabell

Observera att det for hoga aldrar ska vara tomt i rutorna for de langa
skadeldngderna pa grund av att man endast kan métas som sjuk fram till 65
ars alder.

Som vi sag fanns det inte tillrickligt med observationer for att direkt fylla
alla rutorna. Man kan nog dven misstinka att vissa av de rutor som blev
ifyllda fran borjan inte ar helt tillforlitliga eftersom de kanske inte baseras pa
sa manga observationer. Ibland kan en hogre aldersklass verka ha ett ligre A
trots att man till exempel i figur 14 kunde se att adldre ar sjuka under langre
tid. Man far da utga fran sina egna forvantningar och utjimna matrisen, se
tabell 7.

Néar matrisen ar framtagen aterstar endast att anpassa reservutrikningen
sa att riatt virde pa A himtas ur matrisen. En fordel med att pa detta sétt
samla olika viirden pa A i en matris dr att det kan kiinnas mer 6verblickbart,
man ser lattare vad virdena egentligen ar och hur de varierar.
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Tid |Alder | 25-20 30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 55-59 60-64
0-3man | 0,85 084 089 080 090 089 085 0,91
36man | 0,78 075 0,78 0,74 089 0,79 0,76 0,89
69man | 068 07 072 064 078 0,75 065 0,78
9-12man | 0,60 052 0,68 059 065 0,67 060 0,69

4-5 ar 042 040 043 042 049 043 042 0,53
5-6 ar 039 0,38 041 038 047 041 040 -
6-7 ar 036 0,35 038 036 043 036 0,39

7-8 ar 034 031 037 033 040 035 035

8-9 ar 032 030 034 032 039 033 0,34

9-10 ar 0,28 028 032 030 037 031 0,33
over 10 ar | 0,25 0,27 0,30 0,29 036 030 -

Tabell 6: Helt ifylld avvecklingsmatris.

Tid |Alder | 25-20 30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 55-59 60-64
03man | 081 084 085 086 087 089 090 0,91
36man | 0,74 075 0,75 0,76 0,78 0,79 089 0,89
69man | 0,64 065 068 072 07 077 078 0,78
9-12man | 052 055 056 060 062 064 065 0,69

4-5 ar 040 040 042 043 044 045 049 0,53
5-6 ar 0,38 0,39 039 040 041 042 047 -
6-7 ar 0,35 037 038 039 039 040 0,46

7-8 Ar 031 0,33 034 034 035 039 044

8-9 ar 0,30 0,32 033 033 034 038 041

9-10 ar 028 028 031 032 033 037 0,40
Gver 10 ar | 0,25 027 0,29 030 031 035 -

Tabell 7: Den utjimnade och dirmed firdiga avvecklingsmatrisen.

5.6 Anpassning till data med en formel

Vid skattandet av en ny formel behdvs som ndmnts ovan inte de tva
forsta exponentialfunktionerna. Detta beror pa att dessa mest avspeglar det
som hénder vid sa smé t att de numera hamnar inom karenstiden (eftersom
karenstiderna #r lingre nu). En funktion med tre exponentialfunktioner ar
alltsa anpassad till datamaterialet. Formeln kan pa grund av sekretess inte
redovisas hiar men har denna form:
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Ma,t)=ap-e P P, e Py, e? !

dar

a':c:]-_bz_cxa
by = by + by - e %%,
Cp =C +Cy-e @

Variablerna b; och ¢; (i = 1,2, 3) beh6ver inte vara positiva utan kan rent
teoretiskt bade vara lika med noll och negativa, sa linge den sammanlagda
effekten blir att de som insjuknar vid dldre alder har langsammare avveckling.

For att fa fram den mest limpade formeln maste man dndra parametrarna
pi,bi och ¢; (i = 1,2, 3) tills den passar sa bra som mojligt till datamaterialet.
For detta har jag anvint minsta kvadrat-metoden, se appendix D.

Fordelen med att anvinda en formel ar att man far féorandringar i resul-
tatet dven vid sma dndringar i skadelingd och alder vid insjuknande. Man
kan dela in i firre grupper avseende till exempel alder vid insjuknande men
anda fa olika virden for alla aldrar. Detta beror pa att man inte soker ut
ett specifikt virde som ndr man har en matris utan att formeln alltid &ndras
med aldern (hur man &n fick fram denna formel).

Sa for att fa med aldersberoendet utan att behdva fa sa osikra skattningar
kan man hér dela in i farre grupper.

Om man &n en gang tittar pa figur 14 kan man se att det finns vis-
sa funktioner som ligger nirmare varandra &n andra. Aldersgrupperna 1-4
verkar ligga i en grupp och likadant 5 och 6 respektive 7 och 8. Ska man vélja
farre grupper verkar dessa bra.

Resultatet av att dela in pa detta siatt kan ses i figur 16. De 95%-iga
Konfidensbanden visar att avvecklingsfunktionen verkligen beror pa alder.
Detta ar ett bra sitt att fa en formel att passa datamaterialet, man far
dock tinka pa att alla forenklingar och sammanslagningar leder till mindre
precision.

Detta verkar vara en uppdelning som bade ger sikra skattningar och tar
hénsyn till aldersberoendet.
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Figur 16: Avvecklingsfunktionen uppdelad pa tre aldrar med tillhérande kon-
fidensband. O=avvecklingsfunktionen. +=konfidensband. Tid sedan insjuk-

nande pa x-axeln och A\ pa y-axeln.
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6 Slutsats

Det gar att gora om avvecklingsfunktionen till bade en matris och en
ny formel. Med tanke pa att man kan gora en formel mer kinslig for sma
andringar av variablerna sa oOverviger fordelarna med att fortsidtta ha en
formel. Det gar inte att gora tva formler; en for tjinstepensionsférsikring och
en for ovrig livforsidkring, pa grund av for lite data. Med hjélp av data som
sen ska inga i studien kommer kanske detta att kunna goras senare. Endast
en formel med variablerna alder vid insjuknande och tid sedan insjuknande
duger dock bra for att fa formeln att passa datamaterialet. Variabeln alder vid
insjuknande skulle kunna delas upp i olika stora intervaller, det framkommer
att i det hér fallet dr varianten med tre aldersgrupper bést. Skattningarna
gjorda med dennna indelning blir godtagbart sédkra och ett forslag till ny
avvecklingsfunktion &r framtagen.
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A Sammanfattande bakgrundsinformation om
rakneprocesser och martingaler

En rékneprocess {N(t), 0 < ¢t < oo} &r en stokastisk process som riknar antal
héndelser som intraffat fram till tiden t. N(0) = 0 och P(N(t) < o0) = 1.
Vidare dr processen hégerkontinuerlig och varje hopp ér av storleken 1. Lat
F;_ vara historien; all information om intrédffade héndelser som finns att fa
fram till tiden t.

En multivariat rdkneprocess {N = [Ny(t), Na(t), ..., N,(t)]}, har samma
egenskaper som en enkel rdkneprocess men man maste ocksa anta att inga
héndelser kan intriffa samtidigt.

I vart fall med en population av sjuka personer sa kan bara en sak intréffa;
personen kan avvecklas fran sjukdomen. Att bli avvecklad betyder i det hér
fallet att man blir frisk eller dér. N(t) kan alltsa anta véirdena 0 (sjuk) eller
1 (avvecklad), se figur 17.

Figur 17: Overgang fran sjuk till avvecklad.

v ar intensiteten med vilken den sjuke Overgar till att vara avvecklad,
darav kallas den avvecklingsintensiteten.

Okningen dN(t) #r antingen 0 eller 1 vid varje given tid t. For att en
person ska kunna avvecklas precis vid tiden t giller det att den inte redan
har avvecklats och att observationen inte blivit censurerad innan t. Darfor
later man R(t) vara en indikatorfunktion, da R(t)=1 &r personen under risk
och da R(t)=0 &r personen inte under risk att avvecklas. Sannolikheten att
person i ska avvecklas under det lilla tidsintervallet dt givet historien F;_ blir
da

P(dN;(t) = 1|Fi-) = p(t) - Ry(t) dt

dar p;(t) ar avvecklingsintensiteten for person i. Vi antar att populationen
ar homogen, p1(t) = us(t) = ... = p,(t) (alla i populationen har samma
avvecklingsintensitet). Darmed far vi

P(dN;(t) = 1[F,-) = p(t) - Ry(t) dt.
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Lat

och

a(t) dr da intensiteten for den multivariata rikneprocessen N.
Vi far da

aft) = > - Rt) = - R()

dér R(t) &r totala antalet sjuka personer under risk att avvecklas vid tiden
t.

Definition av martingal
Den stokastiska processen X dr en martingal om

e X dr anpassad till F}_
e F[|X(t)]] < oo for alla t
o E[X(t)|Fs—] = X(s) for alla s och t dir s < t.

Man kan séiga att en martingal inte har nagon systematisk drift.

En submartingal uppfyller de tva forsta villkoren ovan men det tredje
dndras till

o E[X(t)|Fs-] > X(s) for alla s och t dar s < t.

Lat nu M(t) = N(t) — A(t) dar A'(t) = a(t).
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Eftersom
E[dN(t)|Fi_] = a(t) dt
blir
E[dM(t)|F;_] = 0.
Pa samma satt ger
E[N()|F, ] = A(t)

att
E[M(t)|F,_] = 0.

M ar da enligt definitionen ovan en martingal, ndrmare bestamt en sub-
martingal. A(t) & kompensator till N(t), det innebér att A(t) dr den enda
funktion som gor N(t) — A(t) till en martingal.
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B Nelson-Aalenskattning

Vi vill finna en approximation till

dar

Vid Nelson-Aalenskattning anvinder man martingalen M (se appendix A
for mer information om rakneprocesser och martingaler):

N(t) &dr antalet personer som har tillfrisknat vid tiden t. Da ar dN(t)
okningen precis vid t. Lat nu

dM(t) =dN(t) — a(t) dt
dar a(t) = u(t) - R(t).

p(t) ar avvecklingsintensiteten och R(t) dr antal personer under risk vid
tiden t. Eftersom E[dM (t)|F;_] = 0 enligt martingalteorin sa &r

dN(t) = p(t) - R(t) dt + slump

och en skattning av p(t) skulle vara %&t)). Skattningen av 3 blir d& f(f ﬁ dN(s).
R(t) kan dock ibland vara 0 och dérfér anvinder man sig av en indikator-
funktion, J, som &r ett da R(t) r positiv och noll annars. Skattningen av 3

blir da denna:

50 = [ 3y ave)

Lat nu 73 < 7o < ... vara olika hopptider for N. dN(t)=1 nér t dr nagot av
dessa 7; och noll annars. Med detta synsatt behovs inte indikatorfunktionen
langre och skattningen av (8 kan skrivas sa hér:

Detta ger da

Mt)=e “Fm | 1<t

Skattningen av A ar klar.
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C Konfidensintervall och konfidensband

Néar man far fram resultat ur datamaterial finns det alltid en risk att man
fatt ett skevt urval pa grund av slumpen. Ju fler observationer man har desto
mindre paverkar de eventuella konstiga resultaten helheten och ens slutsatser
blir mer korrekta. Ett sidtt att se hur bra skattningar man har ar att gora
konfidensintervall och konfidensband.

Om man vill se hur siker skattningen for en punkt dr sa kan man gora
ett konfidensintervall. Ett konfidensintervall visar hur langt man maste ga
fran viantevirdet for en skattning for att vara sédker pa att man med en viss
sannolikhet har inringat alla mojliga utfall for denna, se figur 18.

[ % |

Figur 18: Konfidensintervall for en punkt. * &r skattningen av y vid det
specifika x-virdet och strecken ovanfér och under visar osdkerheten, alltsa
var * med den valda konfidensgraden lika gérna skulle kunna ligga.

Ju fler punkter man vill gora skattningar for desto storre risk att atmin-
stone nagon hamnar utanfor sitt konfidensintervall. Gor man till exempel
konfidensintervall med konfidensgraden 95% ingéar det ju i definitionen att
ungefir var 20:e skattning har hamnat utanfor konfidensintervallet. Har man
flera punkter man vill ska stimma sa kan man i stillet anvinda sig av kon-
fidensband. Konfidensbandet visar samma sak som konfidensintervallet fast
for alla punkter samtidigt. For att inringa alla samtidigt som med konfidens-
bandet sa krivs det naturligtvis att man gar langre fran vintevirdet i varje
punkt &n vid konfidensintervall, se figur 19.

Eftersom vi i det har fallet vill se till att hela funktionen hamnar innanfér
sa dr det ett konfidensband vi vill ta fram.

Konfidensbandet for avvecklingsfunktionen behover inte vara dubbelsidigt,
det récker att se till att vi inte har fér snabb avveckling. Skulle vi anta for
langsam avveckling dr det i enlighet med tidigare resonemang inte lika farligt.
I och med att man gor konfidensbandet ensidigt far man ocksa som bonus
en lagre 6vre grins, se figur 20.
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Figur 19: Konfidensband for flera punkter. * ar skattningarna av y vid olika
x-virden och strecken ovanfor och under visar osikerheten, alltsa var * med
den valda konfidensgraden lika girna skulle kunna ligga.

Figur 20: Ett ensidigt konfidensband ligger nirmare skattningarna &n ett
dubbelsidigt.

Konfidensband for avvecklingsfunktionen tas fram genom

A + o AQH) - 20

dar n ar antalet observationer och

ar) = Z R(Zi)2

i < t

Beroende pa vilken konfidensgrad man vill ha &ndras ¢, enligt tabell 8.

1—a|0.95 0.975 | 0.995 | 0.9995
Ca 1.2238 | 1.3581 | 1.6276 | 1.9495

Tabell 8: Parametrar till ensidigt konfidensband
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D Minsta kvadrat-metoden

Néar man anpassar en funktion till data vill man naturligtvis att funktionen
som viljs dr den som passar bést till datamaterialet. Vilken som passar bést
ar daremot inte sjalvklart, det finns manga satt att méata. Ett satt som ofta
anvands dr minsta kvadrat-metoden.

Lat y1,ys, ..., yn vara observerade méatpunkter for xy, xo, ..., x,,. Ofta vari-
erar dessa uppmaétta viarden beroende pa till exempel slump eller métfel.
Forutom det sa har man oftast inte virden for alla punkter man dr intresser-
ad av. Man vill darfér med hjilp av de observerade punkter man har skatta
en funktion, f(x), for att kunna fa fram vérden for alla x. Man vill hitta den
funktion som ligger ndrmast punkterna, dirfér méater man hur langt det ar
fran funktionen till de olika matpunkterna, se figur 21.

Figur 21: Anpassning av funktion till observerade datapunkter

Den streckade linjen &r avstandet fran punkten (z;,y;) till funktionen
f(z;). Kvadraten pa detta avstand &r det som ligger till grund for vilken
funktion man véljer. Den bésta funktionen anses med denna metod vara den

som minimerar summan av dessa fel i kvadrat; ;" (y; — f(2:))*.
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