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Sammanfattning

Denna rapport beskriver utvecklingen av en logistisk regressionsmodell for
kreditvardering. Del I ger en historisk 6verblick av kreditvirdering. I Del II
redovisas teorin bakom logistisk regression i samband med den generalise-
rade linjara modellen. Det motiveras att likelihood-ratiotestet och informa-
tionskriteria dr ekvivalenta vid modellval. Accuracy Ratio anvinds med kor-
svalidering som stoppkriterium for stepwisealgoritmen. Weight of Evidence
anviands for att reducera antalet kategorier hos kategorialvariabler samt for
varibeltransformation. Residualanalys diskuteras. Ovanstaende idéer appli-
ceras 1 Del III pa ett dataset, diar responsvariabeln méter huruvida ett 1an
betalats tillbaka eller ej. Resultaten jamfors med stepwisealgoritmen i SAS.
Stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotest och korsvaliderat stoppkriterium
ger goda resultat. Vinsten fran den basta modellen uppskattas.

*E-post: peter.zbornik@seznam.cz. Handledare: Thomas Hoglund.



Abstract

This report describes the development of a credit scoring model using lo-
gistic regression. Part I gives a historic outline of credit scoring. Part II
describes logistic regression in the context of the generalized linear model.
The equivalence of the likelihood-ratio test to information criteria is moti-
vated. Accuracy Ratio is used with cross-validation as a stop-criterion for
the stepwise algorithm. Weight of Evidence is used to reduce the number
of categories in categorical variables and for variable transformation. The
analysis of residuals is discussed. The above-mentioned ideas are in Part III
applied to a dataset, where the response variable indicates whether a loan
was repaid or not. The results are compared with the stepwise-algorithm in
SAS. The stepwise algorithm with likelihood-ratio tests and cross-validated
stop-criterion shows good performance. Profitability from the best model is
estimated.

Forord

Denna rapport utgoér mitt examensarbete i Matematisk Statistik pa 20 po-
ang fran Stockholms Universitet, och avslutar min magisterutbildning pa
Matematisk-Datalogisk linje.

Stort tack till Helena for stort talamod och till Thomas Hoglund pa Stock-
holms Universitet for insiktsfull handledning.
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Inledning

Ordet kredit” kommer frén latinets “credo”, som betyder att tro”. En langivare lanar ut
pengar till en lntagare 1 tro att han kommer betala tillbaka lanet. Lantagaren betalar
emellertid inte alltid tillbaka, sa l&ngivaren forsoker darfor uppskatta risken av att 1&ntagaren
inte betalar tillbaka I&net innan pengarna &r utldnade. Langivaren beviljar endast lanet till
dem, som han tror kommer betala tillbaka tillrickligt mycket av lanet for att han ska g med
vinst.

Statistiska modeller anvinds flitigt inom finanssektorn. Ett av tillimpningsomradena ar
credit scoring, eller kreditvdrdering. Kreditvardering syftar till att forutsdga sannolikheten att
en klient kommer att betala tillbaka det 1&n han soker till. Forbéttrad kreditvardering ger
foretaget hogre inkomster for samma laneprodukt, eftersom foretaget antingen kan acceptera
fler ansdkningar med bibehallen riskniva eller sdnka forlusterna med bibehéllen
acceptationsniva. Foretag med god kreditvédrdering kan tillata sig att erbjuda en enskild
konsument 1dn med lidgre rdnta d4n konkurrenterna med samma vinstmarginal som
konkurrenterna. Pa sikt kan forbéttrad kreditvédrdering forvéntas ge lagre rénta for
konsumenten.



Del I. Kreditvarderingens historia

Kreditmarknaden fram till 1950

I borjan 1800-talet var storsta delen av Sveriges invanare bonder. Banker beviljade endast
lan till vdlbéargade. Institutionella 14n fran olika kassor, som fattigkassan eller kyrkokassan,
forekom 1i liten skala.

1800-talets lantbrukare lanade mest inom socknen eller av den lokala lanthandlaren.
Lantbrukarna brukade inte flytta och handlaren hade det svart att vinna nya kunder utanfor sitt
handelsomrade, da vigar och kommunikationer fungerade daligt. Nér lantbrukarna behdvde
pengar till utsdde pa varen gav lanthandlaren eller en vin kredit. Efter skorden pd hosten
betalade man tillbaka, forutsatt att skorden blev den forvintade. Detta samarbete fungerade
tack vare insikten om att man hade ett gemensamt hjdlpbehov. Det var vanligt att man bade
var gildenidr och borgenér pd samma gang. Indrivning skedde séllan.

Handlarna och képménnen beviljade nistan uteslutande kredit till folk de kénde vil. De
hade forstahandsinformation om sina kunders finanser, och kunde vara sékra pd vem som
hade god riskprofil. Nér skorden slog fel, eller gédldenédren dog, hdande det dock ofta att
handlaren gick i konkurs.

Fran slutet av 1800-talet till 1950, skedde en massiv inflyttning till storstiderna. Andelen
jordbrukare minskade och andelen arbetare 1 tillverkningsindustrin véxte kraftigt. Sverige gick
frén att vara ett fattigt lantbruksland till att bli ett vilméende folkhem.

1800-talets kreditmarknad var baserad pd dmsesidigt beroende, god insikt i ldntagarens
finanser, sdsongsbundna inkomster och pa en geografiskt begransad marknad. I och med den
stora inflyttningen till stdderna och den 6kade mobiliteten brdts som industrialiseringen
innebar slutade ldnemodellen fran 1800-talet att fungera. Langivarens insyn i lantagarens
ekonomi var begrinsad och inkomsterna var inte langre sdsongsbundna.

Under borjan av 1900-talet var de vanligaste kreditinstitutionerna pantbanken och den
lokala lanehajen. Pantbanken gav lan mot sidkerhet. Lantbrukarens hostskord ersattes med
silver, smycken eller andra &godelar. Lanehajen l&nade ut pengar utan sdkerhet men till hog
rinta. Den som inte betalade kunde raka illa ut.

Allt eftersom levnadsstandarden 6kade i Sverige, stadsbefolkningen stabiliserades och
masstillverkningen tog fart, uppkom ocksé en reguljér 1dnemarknad. Efter kriget blev det
vanligare att ta amorteringslan for mobel- och fordonsinkdp. Rantenivan for lan utan sikerhet
var fortfarande hog.

Statistisk kreditvardering

Grundaren till statistiskt baserad kreditvardering i USA anses vara David Durand. I sin
artikel frdn 1941, Risk elements in consumer instalment financing (Durand, 1941) anvéinde
Durand diskriminantanalys for att bedoma risk for betalningsférsummelse hos konsumentlan.



Diskriminantanalysen hade utvecklats av Ronald Fisher' fem ar tidigare nir han studerade
karakteristiska parametrar for olika typer av iris hos blommor och den geografiska
hirkomsten for olika typer av kranium.

Vid samma tid hade postorderfirmor och finansforetag problem
med att bedoma laneansokningar. Flertalet riskanalytiker hade
lamnat sina arbeten for att tjina som soldater under andra
vérldskriget. Det fanns inte tillrdckligt med folk som kunde
beddma betalningsférmagan hos klienterna. Innan
riskanalytikerna gick ut i kriget skrev de ned tumregler for
kreditbeddmning. Dessa regler anvdndes sedan av lekmén for att
bevilja eller avvisa kreditansokningar, och utgjorde ett av de
forsta exemplen pé ett expertsystem.

1956 grundades det forsta konsultbolaget for riskvirdering av
Bill Fair och Earl Isaac, som sélde tumregler for kreditvardering
baserade pé diskriminantanalys till postorder- och finansforetag,
sa kallade scorekort.

Forklarande parametrar i dessa scorekort var t.ex. inkomst,
alder och utbildning. Varje niva hos respektive parameter hade ett Ronald Fisher 1890-1962
antal podng, som representerade vikterna i
diskriminantfunktionen. Podngen sammanrdknades, och om poédngsumman var hogre &n en
bestdmd konstant, en s.k. cut-off, var risken for utebliven aterbetalning acceptabel och 1dnet
beviljades.

Tabell 1 dr ett exempel pa ett scorekort. Enligt detta scorekort far en 30-arig manlig
akademiker 50 poédng (20 for élder, 30 f6r yrke och 0 f6r kon), vilket &r mer dn cut-off pa 40
poéng. Hans 1&neansokan blir sdlunda beviljad.

En 20-4rig kvinnlig forsdljare far enligt samma
tabell 25 poing. Hennes ansdkan blir avvisad.

Tabell 1. Exempel pa ett scorekort

Statistiska scorekort ersatte riskbedomningen Parameter |Intervall Poang
som langivaren tidigare var utforde med hjélp av Alder 18-25 0
sitt goda omdome. Riskanalyser massproducerades 26-40 20
och antalet forsummade 1an sjonk med 50% till 41-55 30
foljd av den forbéttrade kvaliteten pé’l riskanalysen, 56-65 25
som scorekorten medforde. Réntenivan sinktes
med p.g.a. den ldgre risknivan. s Arbetare 0

Akademiker 30

Kreditbyréer var den andra nddvindiga Tjanstesektorn 25
forutsdttningen for att man i den industrialiserade Férsaljning 15
vérlden skulle kunna erhélla samma information Koén Man 0
som handelsmannen i byn tidigare hade tillginglig Kvinna 10
for att bedoma om han skulle 14na ut pengar till en CUTOFF 40

kund eller ej. Det fanns gott om kunder som inte
betalade tillbaka sina 14n. Dessa kunde ta 14n i olika banker, utan att betala tillbaka. Tidigt
uppkom en insikt om att kreditinstitutionerna hade ett gemensamt intresse av att dela med sig
information om daliga och bra kunder.

De forsta storre kreditregistren uppkom i USA pa 1960-talet. De utgjorde en 16sning som
kopierade den lokala handelsmannens information om byinnevanarna. Kreditregistren var den
moderna vérldens svar pa byskvallret. Personer som inte betalade tillbaka sitt lan registrerades

! Bilden pa Ronald Fisher ér héimtad fran: http:/en.wikipedia.org/wiki/Image:RonaldFisher.jpg




1 kreditregistret. Nar samma person sokte sitt ndsta 1an kunde laneinstitutionen begéra ut en
registerutskrift som visade att kunden hade féorsummat att betala sitt tidigare lan. En sadan
person fick det svArt att fa sitt niista 14n beviljat. A andra sidan var det littare att i 1an om
man betalat sina tidigare 14n utan drojsmal.

Pé 80-talet snabbades kreditbedomningsprocessen upp med datorernas intréng. Scorekort
automatiserades och kunden kunde omedelbart 4 besked om huruvida hans 14n var beviljat
eller ej. Diskriminantanalysen byttes ut mot den nagot robustare men mer berékningsintensiva
logistiska regressionsmodellen, vilken utgér fokus for denna rapport.

Det tog det industrialiserade samhillet ett sekel att ersétta bygemenskapens och den lokala
kdpmannens roll i det agrara samhillet.



Del 11. Teoretiska resultat

I denna del visar vi teoretiska resultat, for den logistiska regressionsmodellen. Logistisk
regression anvénds for att forutsdga en hindelse, t.ex. att klienten inte betalar tillbaka sitt 1an i
tid.

Vi gér igenom teorin den logistiska regressionsmodellen som ett specialfall av den
generaliserade linjira modellen. Vidare diskuteras verktyg, som anvénds tillsammans med
den logistisk regression: modellval, korsvalidering, residualer samt forbehandling av
kategorialvariabler. Sdrskilt inriktar vi oss pd modifieringar av stepwisealgoritmen 1 SAS.
Verktygen fran Del Il anvinds sedan 1 Del III for att utveckla en kreditvirderingsmodell pd ett
dataset med information om personlan.

Logistisk regression

Logistisk regression anvénder sig i likhet med linjér regression av tridningsdata, X, som
beskriver omstidndigheterna for ett antal hdandelser Y. X och Y innehéller observationer av
ett antal variabler. Variablerna i X kallas for forklarande variabler eller parametrar och
variabeln i Y kallas for responsvariabel. Utifran X och Y forsoker vi konstruera en modell,
som gor en kvalificerad gissning av sannolikheten fOr att en ny hindelse intraffar, givet
specifika varden pa de forklarande variablerna.

De forklarande parametrarna i X kan exempelvis innehélla parametrar rorande en
laneansokan, som yrke, alder och inkomst, och responsvariabeln i Y kan anta véardet 1 om
lanet avslutats p.g.a. betalningsféorsummelse och 0 annars. Vi soker att sa bra som mdjligt
forutséiga sannolikheten for att responsvariabeln antar virdet 1, givet nagra virden de
forklarande variablerna.

Formellt har vi en (n X k) datamatris X, och en (n X 1) kolumnvektor Y . X innehaller &

parametrar och n oberoende observationer av dessa parametrar. Y innehaller » oberoende
observationer av utfallet fran en stokastisk variabel. Mot observation nummer i svarar en rad i

X, kallad X, och en observation y, 1 Y.
Vi kommer att koncentrera oss pé att finna sannolikheten p, for en hindelse Y, = y,,

1<i<n,y e {0,1} , givet en situation, som beskrivs av parametrarna i radvektorn X,.

Vi s6ker med andra ord finna:
pi EE(Y: :yi|Xi)7 dér

Y, ~ p/ (1= p)"™ = Be(p,) , och Y, ir oberoende, givet X,. (1).

Fran Bernoullifordelningen har vi att Var(Yi) =p(1-p).



En naiv ansats for att forsoka forutsidga p, ar en linjar regressionsmodell:
p=Xp, 2

dir B=(f,,.... B, )T ar en kolumnvektor med k parametrar.
Det giller siledes att (2) kan skrivas som p, = 8X,, + 8,X,, +...+ 5, X, , dir X, , anger

vérdet for rad 7, kolumnji X.
Ansats (2) har dock den kontraintuitiva egenskapen, att for stora, eller smé virden pd X,,

kan det hénda att skattningen p, ar storre &n ett eller mindre &n noll, vilket borde vara
omojligt.

Vi forsoker istéllet finna en ldnkfunktion g, sddan att det aldrig kan intréffa att p, <0 eller

p, >1, oavsett hur stora eller sma vérdena i X, dr. Vi dndrar saledes (2) till:

g(p)=Xp

Tre funktioner anviinds ofta som linkfunktion g’:

1. Logitfunktionen, logit(p,) Eln(1 P j, 3)

2. Komplementira log-logfunktionen, In(-In(1- p,))

3. Inversen till fordelningsfunktionen (kvantilfunktionen) for normalfordelningen med
14, =0 och o*=1:probit(p,) =®'(p,),

For alla dessa funktioner giller att dess invers g~ har virdeméngden (0, 1) .Da

pi=g"' (Xlﬂ) , kan situationen att p, <0 eller p, >1 aldrig infinna sig. Vi véljer

logitfunktionen i (3) ovan som lankfunktion.

Logitfunktionen (3) har f6ljande dnskvirda egenskaper:

P(hindelse)
P(ingen handelse)

e (Oddsfunktionen kan tolkas som

e Logitfunktionen dr symmetrisk: modellen for P(hidndelse) édr ekvivalent med modellen
for P(ingen hdndelse) med omvint tecken pa g

o Koefficienterna f betecknar hur log-oddset férdndras nédr parametrarna i X kar med
ett.

e Summan av alla residualer for en modell med intercept ar noll.?

% Valet av lankfunktion kan goras mer komplicerat, se Fahrmeir och Tutz (2001) for en introduktion.
* Giller for alla generaliserade linjédra modeller med intercept och kanonisk linkfunktion, se Woods (2006).



Vi ér intresserade av att ha ett intercept i modellen, sa vi later alltid fortsdttningsvis kolumn

11 X, bara innehélla 1:or, d.v.s. p, =B+ B,X,, +..+ X, ;.

Den logistiska regressionsmodellen vi kommer arbeta i fortsittningen med har saledes
foljande form:

ln[ILJZX’ﬂ ,p, =E(Y,), Y, ~ Be(p,), Y, oberoende givet X,, f = {ﬁl,...,ﬂk}T 4)

Det foljer att

exp(X,f) 1
l+exp(X,8) 1+exp(-X.f)

p,=g (Xp)= )

Efter att ha skattat £ kan vi frdn (5) skatta p, givet X.

Oddsfunktionen, logitfunktionen och den inversa logitfunktionen visas i Figur 1a, 1b och
lc nedan.

; : . P . . :

Figur 1a. Oddsfunktionen: E Figur 1b. Logitfunktionen: ln(1 P j
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Figur 1c. Inversa logitfunktionen:
-1
pi=8 (Xlﬁ)
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Virt att ndmnas ar att variansen i den linjira regressionsmodellen dr konstant for alla
observationer, medan variansen for den logistiska regressionsmodellen (1), p,(1— p,) minskar
med avstandet fran p=0,5.

Den generaliserade linjira regressionsmodellen

Den logistiska regressionsmodellen dr ett specialfall av den generaliserade linjéra
regressionsmodellen:

gu)=Xp.1<i<n, (6)
dar
* 4 =E(Y),
e Y dr oberoende stokastiska variabler, givet X .

o Y~ exp[{1,0 -b(6)}/a(¢)+c(y,.4)], vilket betecknar den kanoniska formen for den

exponentiella familjen. Denna familj innehéller manga kénda fordelningar som bland
annat normal-, binomial-, poisson- och gamma-fordelningarna. @, kallas f6r den
kanoniska parametern.

e fir en kolumnvektor { Bis- B, }T med k okdnda parametrar,

e g ir en monoton kontinuerligt differentierbar funktion. g kallas for ldnkfunktion.

For den generaliserade linjara modellen giller foljande resultat for vantevirde och varians:
E(Y) = 4, = b'(8), Var(¥) =b"()a(¢). (7)

Vi motiverar nedan att den logistiska regressionsmodellen (4) uppfyller villkoren for
generaliserad linjar modell enligt (6) ovan.

11



Forst visas att Bernoullifordelningen i (1) och (4) ér tillhor den exponentiella familjen:
p"(A=p)" =exp[In(p (1- p) | = exp[y, In(p,) + (1= ) In(1- p,)]

1

=exp{y,- 1n(%}+ln(l—p,->} =exp[ {70, -b(O)}/a($) +<(3,.4) .

@Eln( P jzlogit(pi), b(Q.)Eln(l+e0‘), a(¢)=1,c(y,,¢)=0. (8)

i

Logitfunktionen (3) uppfyller villkoret for monotonicitet och deriverbarhet i (6).
Monotonicitet foljer frn att oddsfunktionen och logaritmfunktionen bdda &r monotont

viixande. Kontinuerlig deriverbarhet far vi fran faktumet att derivatan av In(x) drx~ och att

oddsfunktionen aldrig antar vérdet 0.

Fran (7) har vi de kidnda resultaten att
b'(6)=p; = p, och b"(6) = Var(Y)) = p,(1-p,). (9)

En annan iakttagelse ar att den kanoniska parametern 6, i (8) dr ekvivalent med

lankfunktionen g. I dessa fall kallas lankfunktionen g for kanonisk ldnkfunktion.
Logitfunktionen (3) &r séledes den kanoniska ldnkfunktionen till Bernoulliférdelningen.

Maximum-likelihoodmetoden

I var modell (4) dr parametrarna f inte kéinda. Dessa parametrar méste siledes skattas, for
att vi ska kunna beréikna skattningen av sannolikheten p, =P(Y,=1) frén inversen till den
kanoniska lankfunktionen (5).

Vi kallar skattningen till g for ﬁ . Nedan visas nagra olika skattningsmetoder och ansatser
for att finna ﬁ :

e Maximum-likelihoodmetoden,
e Minsta kvadratmetoden,

e Bayes-skattningar,

e Momentmetoden,

e MCMC-skattningar,

e Bootstrapping,

e Rao-Blackwell skattningar.

Vi kommer att anvinda oss av maximum-likelihoodmetoden som skattningsmetod for ,5’ .

Vi definierar likelihoodfunktionen Z, som f6ljande funktion:

L=1(0)=L(o]y)=£,(»). (10)
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dir1<i<n, L:©O—R, 0 z{ﬂ,...,ﬁk}T €0,y ={yl,...,yn}T ,Y ~ f,(»). Vikallar
funktionen L (0| y) for likelihoodfunktion, eftersom den &r definierad pa parameterrummet

0, till skillnad fran fordelningsfunktionen f, ( y) som dr definierad pd mingden av alla

utfall y fran den stokastiska variabelvektorn Y . @ ar en parameter och inte en stokastisk
variabel. Vi kommer i fortsdttningen omvéxlande att beteckna likelihoodfunktionen som

L, L(0) eller L(0]y).

Maximum-likelihoodmetoden soker finna den skattning 0 , Som maximerar
likelihoodfunktionen:

L(é|y) > L(é|yj, 6eco
Det kan visas att maximum-likelihoodskattningen (ML-skattningen) &r invariant:
om @ iren ML-skattning, sa dr y = g(é) ocksa en ML-skattning. (11)

Egenskapen (11) ger oss genom inversen till lankfunktionen i (5) att p, &r en ML-
skattning, om ﬁ ar en ML-skattning.

Vidare kan man for ML-skattningar under milda villkor f6r den generaliserade linjéra

modellen visa®, att om:  (12)
1. log-likelihood funktionen, In(L) 4r tva ganger deriverbar och

0 1n(L) o . . .
2. [#0, 1 (0) =-E T i (0) kallas for Fishers informationsmatris,

sa giller att 6 dren asymptotiskt optimal skattning i foljande bemarkelse:

1. 0 ar asymptotiskt konsistent: Om én ar baserad pa n observationer y,,..., »,

och 0, ér det sanna vérdet av 0,

sa giller att lim P(‘én -0,|< 8) — 1, for alla positiva &, (13)

2. @ dr asymptotiskt ~ N (00,1 (6’)71 ) , ddr (@) ér Fishers informationsmatris . (14)
3. 0 dr asymptotiskt effektiv: ingen estimator har asymptotiskt l4gre varians 4n maximum-

likelihoodskattningen 6. (15)

Ovanstaende egenskaper gor Maximum-likelihoodmetoden till en 1amplig skattningsmetod
for den logistiska regressionsmodellen.

* Villkoren giller for alla normala modeller, forutsatt att antalet forklarande variabler i X inte vixer for fort med
antalet observationer n. Se Fahrmeir och Tutz (2001) for en utférligare diskussion.
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6 kan vanligtvis inte uttryckas analytiskt, utan far uppskattas med hjélp av numeriska
metoder.

Maximum-likelihoodmetoden for logistisk regression

Maximum-likelihoodmetoden for att skatta g i (4) kan delas upp i tva steg:
1. Definition av likelihoodfunktionen
2. Berikning av det # som maximerar likelihoodfunktionen

Vi avslutar kapitlet med att beskriva de asymptotiska resultaten (13), (14) och (15) {f6r den
logistiska regressionsmodellen (4).

Definition av likelihoodfunktionen for den logistiska regressionsmodellen

L4t oss borja med att definiera likelihoodfunktionen f6r £ i den logistiska
regressionsmodellen (4). Vi har fran (4) att Y, ~ Be(p,), Y, oberoende. Vi soker sdledes
maximum f{or:

L=L(B)=L(Bly)=1,(» )Zf[pi}"(l—pi)“‘yf)=ﬁ(%})} (I-p,). (16)

dér den forsta likheten foljer fran (10), och den andra likheten foljer fran att Y, dr oberoende.

Vi utnyttjar att max (L) = max (ln (L)) och viljer att maximera

In(L(Ay))= iyi 1n(1f’f }riln(l—p,«): iy,.X,.,B—iln(lJrexfﬂ), (17)

dér den sista likheten foljer fran logitfunktionen i (4).

Maximering av likelihoodfunktionen for den logistiska regressionsmodellen

Olika metoder kan anvindas for att finna maximum av en funktion. En vanlig metod &r att
sétta de partiella derivatorna for varje parameter i # till noll, och sedan 16sa ut vérdet for S
iterativt. Komponent j i vektorn av de partiella derivatorna till In(L) ar:

oln(L) &

p, Zl _ZX( —Xﬁ) ZX p)=J;(B). 1<j<k.

dér X, ;betecknar vérdet for rad i, kolumn j i modellmatrisen X . Den forsta likheten ér
derivatan av (17). Den andra likheten f6ljer fran (5). Vi far att:
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éln(L)
op

=X’ (Y-P)EJ(ﬂ), PE(pl""’pn)T

Da g ér en vektor med k parametrar har vi saledes k ekvationer att I9sa.
f varierar icke-linjart med X och Y, och gér ej att 16sa ut analytiskt, till skillnad fran

normalekvationerna i linjir regression. Vi anvédnder oss istdllet av numeriska metoder for att
finna maximum av likelihoodfunktionen (16).

En vanlig metod for att finna maximum av likelihoodfunktionen kallas for Fisher scoring.

Fisher scoring dr identisk med Newton-Raphson algoritmen for bindr respons och
logitfunktionen som lédnkfunktion, dvs den typ av logistisk regression som vi behandlar i
denna rapport. Vi beskriver Newton-Raphson algoritmen nedan. Alogritmen uppdaterar

skattningen f3 iterativt enligt nedan:

Ba=B,-1"(8)I(5)

b

dér [ ar Fishers informationsmatris fran (12).

Som initialskattning i algoritmen sétter vi ,@0 = 0. I SAS anses algoritmen konvergerat, nér

o) P
in(L(2,) ‘+1o-6

J

Den konvergerade skattningen &dr var ML-skattning av . Lat oss beteckna den med ﬁML .

Asymptotiska resultat for den logistiska regressionsmodellen

Man kan visa att villkoren 1 (12) &r uppfyllda f6r den logistiska regressionsmodellen.5
Nedan skisseras beviset. Vi borjar med att visa att In(L) i (17) ar tva ganger deriverbar:

o 1n(2L) _oJ(p) _ O xr (Y-(l+e’xﬁ)7l ) =X’ i(lﬁte’xﬁ)f1 =
op op  op o

-X’ (—(1 +e )’2)(—X7e*"ﬂ) =-X"P(1-P)X =-X" Var(¥)X

=I1(f)=X"Var(¥)X=X'VX (18)

> Se Fahrmeir och Tutz (2001)
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dir ¥ =(Y,,....Y, )T .D4 Y, i Y ir oberoende giller att Var(¥)=V ir en diagonalmatris med
V., =Var(Y)=p, (1 - pj) . Log-likelihood funktionen dr sdledes tvd ganger deriverbar.

I(B)#0 ominte p,=0 eller p,=1 forallai.
Resultaten (13), (14) och (15) ar séledes tillampbara.

Vi sammanfattar med att ﬁML for den logistiska regressionsmodellen &r asymptotiskt
véantevirdesriktig, effektiv och normalférdelad med

Bt ~ N(ﬁ,(XTVX)") (19)

De asymptotiska resultaten ovan innebér att vi for ’stora” n kan skatta konfidensintervall

for # och foljdaktligen dven for p, = ; Dessa konfidensintervall dr dock inte

I+ exp(-X, )
effektiva om vi inte vért n &r stort. Test baserade pa normalfordelningen i (19) kallas for
Wald-test och kan dven anvindas for signifikanstest och konfidensintervall av enskilda

parameterskattningar i ,@ .

Likelihood-ratiotestet

Ofta vill vi testa om en modell blir béttre i och med att vi lagger till en parameter. Till det
kan vi anvénda oss av konfidensintervallen i Wald-testet ovan. I litteraturen foredras dock ett
annat test framfor Wald-testet (se Hosmer och Lemeshow (2000)). Detta test kallas for
Likelihood-ratiotestet och beskrivs nedan.

Antag att vi vill testa hypotesen
H, @ g(w) =X,
mot hypotesen
H, : g(w)=Xf,

dir H, och H, beskriver tvé generaliserade linjara modeller (6) , g dr vintevirdesvektorn for
en responsvektor Y, och dir X, och X, ér tvd (nxm,) resp (nxm,) modellmatriser for

vilka giller att X, c X.
Lat vidare In (L ( ,5’0 )) och In (L ( ,él )) vara de ML-maximerade log-likelihood funktionerna

fran foregdende kapitel. Om H, dr sann, sa giller att:

24, z—z[ln(L(ﬁo))—ln(L(;ﬁl))}~ 22 - (20)
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Vi kan sédledes testa om ndgon parameter £, 14, ér noll genom att definiera £, som

parametervektorn £, utan denna parameter.
Det &r vart att notera att (20) kan skrivas som ett uttryck innehallande kvoten mellan

L(B,) och L(A,):

~

(4
(4)

ddrav namnet likelihood-ratiotestet. —24,, &r séledes stor, nér kvoten A ér liten.

>
S—

2, =—2In(A), A=

>

~

I den logistiska regressionsmodellen anvénder vi log-likelihooden fran (17) till detta test.

Modellval

Modellval utfors for att undvika att brusvariabler kommer in i modellen och forsvagar dess
prediktiva formaga.

Fragan ar vilka variabler som ska viljas till modellen. Antalet mdjliga
variabelkombinationer vaxer fort. For ett dataset med 50 variabler &r antalet mdjliga modeller

50 50
= Z( j =2"-1~10". Det ir omojligt att undersoka alla dessa modeller, sa ett alternativt
=1\ !

tillvigagangssatt krdvs. Vi kommer att anvénda oss av en metod for modellval, som kallas for
stepwise selection eller stepwisealgoritmen. Denna metod kan ocksa 14tt ta med brusvariabler,
vilket giller for alla metoder for modellval som finns tillgingliga i SAS®. Det giller dven att
p-vérdena for variablerna inte dr exakta, utan endast anger den relativa vikten hos en variabel
jamfort med de andra variablerna. I Del III férbehandlar vi de forklarande variablerna och
anvénder oss av stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotestet och korsvalidering for att
minska risken for att brusvariabler kommer med i den slutliga modellen.

Stepwisealgoritmen °
Detta avsnitt skisserar stepwisealgoritmen som en metod for modellval.

Stepwisealgoritmen:
e Antag att vi har en generaliserad regressionsmodell med en modellmatris X, dér vi
lagt till en parameter som antar vérdet 1 for alla observationer.

e Lat parametervektorn till X vara g.
e Definiera ﬁr, som en parametervekor vid iterationssteg », med enskilda
parameterskattingar [w’(‘/ ) , dér j anger att [7’(‘/ ) inkluderades i ,5', vid iterationssteget

J, 1< j <r. Antalet parametrar i ,BA,‘ ar mindre &n eller lika med r. Exempelvis kan

¢ Se Hosmer och Lemeshow (2000) for en utforligare diskussion
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A A A A T
vihaatt 8, = ( ﬂ(l), ﬂ(4),0, ﬂ(z),0,0) , dér ﬁ(l) =1 betecknar interceptet och X har
sex forklarande variabler.

e Definiera ( ,Br + ,@’) som parametervekorn ﬁr utvidgad med en univariat
parameterskattning ﬁ” . Exempel: om ,34 = ( ﬁ’(l), ﬁ’(4),0, ﬁ’(z),O,O)T ,och ﬁ’ skattar
variabel nummer 3 i X, sa har vi att (ﬁﬂ’4 + B’) = (B(l),ﬁ’(4),ﬁ',ﬁ’(2),0,0)T :

e Definiera ( ,Br - ,@(/ )) som parametervektorn ﬁ’, med sin komponent ﬁ(j ) 1< j<r

A A A A T A
satt till noll. Exempel: (,6’4 —,3(2)) = (ﬁ(l),ﬁ(4), 0,0,0, O) , B, enligt ovan.

e Lat B beteckna méngden av alla variabelnamn i X, som inte skattas i ,Br.
Exempel: om X innehaller observationer for variablerna intercept, inkomst,
utbildning och anstillningstid, och ,[A?r innehaller skattningar for intercept och
anstéllningstid 4r B, = {'inkomst‘, 'utbildning'},

e Litp,, EP(;{Z (mb —ma)>—22,

a,b

), beteckna p-virdet for likelihood-ratiotestet i
(20) mellan ln(L([i’a)) och ln(L(ﬁb)) , dér Ba c ,@b och m, och m, &r antalet

parametrar 1 ﬁa och ,@b.

e InfOr tva stoppkriteria: « € (0,1) och e [a,l)

Intitialsteg: Lat r=1, ,[;’1 = (l,O,...,O)T , diir 7 betecknar interceptet. Vi borjar sdledes med
att finna ML skattningen for interceptet.

Additionssteg - utvidga modellen med den mest signifikanta variabeln med p<« :

1. Berdkna ,6A’[mp = ( [;’, + ,[;”) , och dérefter p,,, . for alla univariata skattningar B till
variablernaiB .

2. Lat Badd vara den parameterskattning /Ai’tmp, som fick lagst p,, .. (21)

3. Stoppkriterium: Om
Paaa, <. (22)
sdtt ,BAM = ﬁadd. Lat ﬁr+1 = ﬁr annars. Lat r =r+1.
Subtraktionssteg - reducera modellen med den minst signifikanta variabeln med p<¢ :

1. Beriknaf, = ( B, - ,[;”) , och dérefter p, ,,, for alla univariata skattningar B av

tmp
~

komponenternai f..

2. Lat f3 . vara den parameterskattning ﬁA’,mp , som fick lagst p, ... (23)
3. Stoppkriterium: Om

18



lar,del < 5 4 (24)

satt ,@M = ﬁdd. Lat ﬁm = ﬁr annars. Lat r=r+1.

Algoritmen har konvergerat nér inga fler variabler laggs till eller tas bort frdn modellen,
dvs nér: ﬁr = ,3,71 = ,3,72. (25)

seskock

Foérenkling: Om alla parametrar i £ har samma antal frihetsgrader, si géller att den
parameter som har hogst p, ., , , alltid har hogst In (L( ,6A’r+1 )) (se (20)). I detta fall kan séledes

(21) erséttas med:

Lt Ba . vara den parameterskattning Btmp som fick hogst In(L). (26)
(26) giller analogt for ,@del 1(23).

SAS anviinder sig av ett annat test &n likelihood-ratiotestet (20) for berékning av p,,, . i

additionssteget (21). Detta test kallas for scoretest och &r baserat pd derivator av log-
likelihooden’. Testet i subtraktionssteget (23) dr baserat pa Wald-testet (19).

Hosmer och Lemeshow (2000) ndmner att likelihood-ratiotestet for (22) och (24) har béttre
statistiska egenskaper och dr att foredra i stepwisealgoritmen framfor testen i SAS. Vi
kommer att jimfora stepwisealgoritmen i SAS mot den likelihood-ratio baserade
stepwisealgoritmen.

Hosmer och Lemeshow (2000) rekommenderar vidare 0.15-0.20 som ldmpligt varde pa
a och 6. Vi kommer att diskutera denna rekommendation i avsnittet Informationskriteria och
stepwisealgoritmen. [ kapitlet Korsvalidering presenterar vi ett alternativt stoppkriterium.

Lat oss fortsitta med att presentera ett alternativ till likelihood-ratiotestet (20), som belyser
svarigheten 1 att vilja ldmpliga virden pd & och J i stepwisealgoritmen.

Informationskriteria

Nir vi soker finna den bésta modellen, kan det vara anvéndbart att ha ett matt pa hur bra ett
antal modeller dr, utan att kridva att de &r hierarkiskt ordade, begrédnsningar som det
likelihood-ratio baserade testet (20) medfor. Vi kallar sdidana matt for informationskriteria.

Vi kommer i nésta avsnitt visa hur informationskriteria dr relevanta for likelihood-
ratiotestet.

Akaikes informationskriterium (AIC) dr det mest kdnda informationskriteriet. AIC sdker
skatta In(L(B|u)), u#=E[Y], istillet for In(L(A]y)),1(10).

7 Se SAS Institute Inc (1999), kapitel 39.
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For den logistiska regressionsmodellen giller saledes att AIC forsoker skatta In (L ( p |P)) i

(16), P=(p,,.sp, ) -

Man kan visa att In (L ( ¥’ | y)) viaxer med c:a 0.5 for varje variabel som ldggs till i modellen.

Om vi skulle anvinda oss av ln(L ( g | y)) som modellvalskriterium, skulle vi ta med alla

variabler 1 modellen.

Man kan visa att for stora n géller att

1H(W)zln(L(ﬁ|y))—k+n, 7)

dar k &r antalet parametrar i modellen och 7 &r en konstant oberoende av parametrarna i den
generaliserade linjdra modellen (6) for ett givet X, och sélunda redundant vid
modelljadmforelse. AIC definieras som (27) utan termen 7 multiplicerad med faktorn -2 (jfr.

(20)):
AIC = —21n(L(ﬂ‘|y))+2k (28)

Modeller med lagst AIC bor saledes foredras vid modellurval da de maximerar
In (L ( ,@, ,u)) Termen 2k i (28) innebér att en modell N med / fler parametrar &n en modell M

kan anses vara bittre, endast om dess log-likelihood dr / enheter storre dn log-likelihooden for
M.

AIC har dock en tendens att verskatta antalet parametrar i modellen, eftersom den sanna
modellen vanligtvis inte finns bland kandidatmodellerna, och det dérfor krdvs fler variabler dn
nodvindigt for att skatta g . Denna 6verskattning leder till att brus modelleras.

Andra kriterier som inte 6verskattar antalet parametrar i modellen dr Bayesian Information
Criterion (BIC) och Hannan-Quinn Information Criterion (HIC):

BIC ==2In(L())+kIn(n), HIC ==21n(L())+2kIn(In(n)), (29)

dér n dr antalet observationer.

BIC tenderar dock att vilja for f4 parametrar i modellen. HIC &r ett mellanting mellan AIC
och BIC, som dock &r nagot godtyckligt vald. Alla tre informationskriteria ovan kan skrivas
pa formen:

1C=-21n(L(B))+ke(n) (30)
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Informationskriteria i stepwisealgoritmen

I detta avsnitt visar vi att stepwisealgoritmen baserad pa informationskriteria (30) &r
ekvivalent med stepwisealgoritmen baserad pa likelihood-ratiotestet, om alla variabler i X har
samma antal frihetsgrader.

Vi motiverar att om P[;{Z (1)> (o(n)] =a,sagilleratt IC, <IC,, < p,,, <a,fortva
modeller M och N, med k respektive k+1 frihetsgrader.

Antag att vi endast har parametrar med en frihetsgrad 1 var modellmatris X i
stepwisealgoritmen. D4 kan vi ersitta likelihood-ratiotestet (21) och (23) med log-
likelihooden (26). Vi ser att (26) inte bara véljer modellen med ldgst p-vérde, utan dven véljer
den parameter som har lagst informationskriterium, eftersom & och » i (30) &r lika for alla
kandidatmodeller i additions- eller subtraktionssteget.

For att visa att stepwisealgoritmen med informationskriteria &r ekvivalent med
stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotestet behdver vi dven definiera ett stoppkriterium for

varje a och O 1 stepwisealgoritmen. For stepwisealgoritmen med informationskriterium pa
formen (30), &r stoppkriteria (22) och (24) utbytta mot

—21n(L(ﬁr+l))+(k+l)¢(n) <=2 ln(L(ﬁr))+k(0(n)
o —2ln(L(ﬁr+1))+¢(n)<—2ln(L(,3r)). G1)

For kriterierna (22) och (24) géller att:

P, <a s P[;{z (1)> —22,”“] <a s P[;{Z (1)> 2[ln(L(,3r+l))—ln(L(ﬁ’r))ﬂ <ae
2[ln(L([;’H, ))—m(L(ﬁr))} > (@) &2 1n(L(,[3’H1 )) +P () <=2 1n(L(,[3’r)), (32),
dér P; n (a) =x é&r inversen till fordelningsfunktionen P [ 1 (1) > x} =qa.
Jamfor sista ekvationen i (31) och (32). Vi ser att kriterierna (31) och (32) dr ekvivalenta
nir ¢(n) = P;(l) ()= P[;{Z (1)> go(n)] =a.
Vi kan exempelvis berdkna o for AIC, dir ¢(n)=2. Vi far att & ,,.=0.1573. (33)

Resultatet, att « ,,.=0.1573 tyder pd att Hosmers och Lemeshows rekommendation med

0.15-0.20 som ldmpligt virde pa o (Hosmer och Lemeshow, 2000), kan ge upphov till
modeller med fér ménga parametrar i likhet med AIC-baserat modellval.

Diskussionen ovan kan samanfattas i féljande resultat:
Om P[;ﬁ (1)> go(n)] =a,ségilleratt IC, <IC,, < py, <a,

dar

21



1.Moch N, M — N, ér tva generaliserade linjara modeller med & respektive k+1
frihetsgrader, dér informationskriteria /C,, = —21n (L ( ,3 )) + k(p(n) och

IC, E—21ﬁ(L(ﬁ))+(k+l)¢(n), och

2. pyy =P (;(2 (1)> —2[ln (L (ﬁo )) —In (L (,@1 ))}) , betecknar p-virdet for likelihood-
ratiotestet i (20).%

Vi har motiverat att modellurval baserat pa informationskriteria och likelihood-ratiotestet
ar ekvivalenta for parametrar med en frihetsgrad.

Vindmnde i foregaende avsnitt att informationskriteria riskerar att vilja antingen for stora
eller for sma modeller. I nédsta kapitel diskuterar vi modellvalidering och beskriver hur
korsvalidering kan anvéndas som stoppkriterium i stepwisealgoritmen.

Modellvalidering

Validering utfor vi ndr vi utifrdn en utvecklad modell med 3, skattar p, pa ett dataset, som
inte anvénts for att utveckla modellen, och direfter berdknar ett métt en modells prediktiva
styrka frdn p,. Modellvalidering utgér en kontroll pd att vi inte dveranpassat modellen pé

traningsdata.

Vid modellvalideringen kommer vi kommer att anvdnda oss ett matt kallat for Accuracy
Ratio (AR). AR verkar ér en linjdrkombination av det mer kdnda mattet ”Arean under ROC-
kurvan™. Ett linjért samband géller iven mellan AR och Gini-indexet. AR och anvinds i
foretaget for vilket scorekortet i Del III utvecklades.

AR far vi fran "liftkurvan”, som &r en plot av
e % alla observationer ordnade efter fallande p,. Exempelvis motsvarar ”15%"” pa denna

skala de 5% av alla observationer som har hogst p,

mot
® % av observationerna med y, =1. Exempelvis motsvarar 60% pa denna skala 60% av

alla observationer med y, =1.

¥ Resultatet ovan kan generaliseras till att gilla for fallet d& modellen N har &+ frihetsgrader. I det fallet byter vi

ut (1) mot g’ (/) och ¢(n) mot lp(n).
? Se Hosmer och Lemeshow (2000).
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Figur 2. Areorna 6ver och under liftkurvan.

100%

1

% obs., ddr y;

0% % obs. ordnade fallande efter p, 100%

Liftkurvan &r kurvan mellan omradena 1 och 2 i Figur 2. Denna kurva méter hur vil
modellen separerar populationen dir y, =1 fran populationen dér y, =0. Ju mer "uppblast”

liftkurvan &r 6ver diagonalen i Figur 2, desto béttre &r modellen pa att separera y, =1 fran
¥, =0. Arean under omradet 1 utgdr arean under liftkurvan f6r den modell vi vill validera.
Diagonalen representerar den slumpméssiga modellen, dédr p, dr oberoende av y,.
For den perfekta modellen giller att p, for alla observationer med y, =0 &r ldgre dn p, for
alla observationer med y, =1. M.a.o. separerar den perfekta modellen populationerna dir
¥, =0 och y, =1 fullstdndigt. I Figur 2 ger den morkgra arean 1 och den ljusgrd arean 2

tillsammans arean for den perfekta modellen.
AR jdmfor arean mellan liftkurvan och diagonalen med arean mellan liftkurvan for den
perfekta modellen och diagonalen:

1
AR=—— (34
1+2 (34)

De streckade linjerna i Figur 2 visar att om en beslutsregel infors, som klassificerar 15% av
populationen med hogst p, som J, =1, sa klassificerar vi korrekt ca 60% av populationen

med y, =1. Sensitiviteten givet vir modell och beslutsregel dr 60%.
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Korsvalidering

En tredje metod for modellval istillet for likelihood-ratiotestet eller informationskriteria
kallas for korsvalidering.

Korsvalidering utgér fran modellvalidering. En modell utvecklas pa ett dataset och
valideras den genom att berdkna ett valideringsmatt, som AR (34) for ett annat dataset. Vid
korsvalidering sker validering upprepade ganger for samma modell.

Metoden ér den foljande: Vi delar forst upp traningsdata X i &k delar. k-1 delar anvéinds som
triningsdata for modellutveckling, och den édterstdende delen anvinds som valideringsdataset,
for vilket vi berdknar AR.

Denna process upprepas k ganger, sa att alla k delar har anvénts som valideringdata.
Medelvirdet for AR utgdr sedan ett matt pa modellens styrka.

Kohavi (1995) rekommenderar att vilja £ mellan 10 och 20 och att kontrollera urvalet av
valideringsdata sd att responsvariabeln innehdller samma proportion respons och icke-respons
som trdningsdata. Vi kommer i Del III att f6]ja denna rekommendation och anvédnda oss av
k=10 och kontrollera urvalet m.a.p. responsvariabeln.

Korsvalidering och stepwisealgoritmen

Korsvalidering kan anvidndas som stoppkriterium i stepwisealgoritmen. I stéllet for att
bestimma « och & eller ndgot informationskriterium i (22) och (24), bestims medel-AR i
varje steg genom tiofaldig korsvalidering. Vi viljer sedan det forsta eller andra lokala
maximumet.

Med korsvalidering i stepwisealgoritmen behdver vi siledes inte godtyckligt bestimma ett
virde pd « och &, (22) och (24) i stepwisealgoritmen ersitts med AR, > AR, och

AR, > AR, .

add

Residualer !°

Det ar viktigt att granska residualerna i en modell for att kunna urskilja eventuell
information som modellen inte lyckas forklara. Fran (9) ovan har vi att Var(Y,)= p,(1-p,).

vi far sdledes att residualen & =Y, — p, har variansen p, (1— p,). Vi ser att variansen varierar

med p,, med maximum i p,=0.5. Vi véljer att standardisera variansen hos residualerna for att

lattare kunna studera deras beteende.
Pearsonresidualen definieras som:

sd att&” approximativt har viintevirde 0 och varians 1.

19 Detta kapitel foljer SAS Institute Inc. (1999), kapitel 39, sid.1963-1966, som f6ljer, Pregibon, D. (1981):
Logistic regression diagnostics, Annals of Statistics, Vol. 9.
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Vi definierar vidare hattmatrisen H och P = ( Dyises D, )T , ddr P = HY . Diagonalelementet

av H kallas for leverage och definieras som
hy = Var(¥,) X, Var(B)X] = p, (1- p,) X, (X'VX) ' X[,

dér X, dr rad i i modellmatrisen X. Likheten ovan foljer fran (9) och (19). Leverage kan ségas

uttrycka det potentiella inflytande pa p,, som en observation kan ha.

V1 definierar Cook’s avstand som

Det kan visas att Aﬁi méter hur mycket parametervektorn £, standardiserad med
kovariansmatrisen fran (19), férdndras om observation i tas bort. En annan tolkning av A[;’l. ar
att Aﬁi uttrycker den totala férandringen av logit ( ﬁ) , nét observation 7 utesluts fran

berdkningen av ,B .

Vidare har vi foljande hjilpstatistika:

n

dir AX; miter bidraget av observation i till Pearson’s X~ statistika, X* = Z(g.P ) .

i
i=1

Om Cook s avstand eller AX; 4r hogt for ndgon observation i, 4r det virt att studera vilken
av parametrarna i ﬁ som orsakar det hoga vérdet. Paverkan pé parameter / i B = ( ﬁ’l yeres ,Bk) ,

1< <k definieras som:

0By =3P (B

n

déir\//?a?, ( ﬁ ) ar variansskattningen for parameter / i ,B A, ,BAI miter hur mycket parameter / i [;’

fordndras om observation i tas bort.
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Forbehandling av kategorialvariabler
Tva begrepp fran informationsteorin; "Weight of Evidence” (WoE) och Informationsvirde
(IV), anvinds for att reducera antalet kategorier hos kategorialvariabler."' Vi redogér i korthet

for dessa begrepp.

”Weight of Evidence” definieras som:
P =i
WoE, ,(x)=In {MJ (35)

I WoE-funktionen figurerar den forklarande variabeln x som en stokastisk variabel, vilket
gor WoE till en Bayesiansk funktion. Vi kan visa att denna funktion har sin motsvarighet i
den logistiska regressionsmodellen:

dir fBx ér en logistisk regressionsmodell (4) for en stokastisk variabel x, och ¢ ar en logistisk
regressionsmodell med enbart intercept. WoE miter saledes hur mycket fx skiljer sig frén
modellen med endast intercept.

Vi definierar Kullback-Leibleravstindet som:

D, =E, [ WoE, (x)].

(x‘y:z),j X‘) i

D (sh=1)0 mater hur mycket vintevardet av den logistiska regressionsmodellen for x, givet

y=1, avviker fran modellen med endast intercept. D( kan ses som ett métt pa den extra

x‘y:l),O 2

information som variabeln x tillfér modellen nér y=1. Om vi adderar D(x\y=1),o och D(x\y=o)| far

vi ett matt pa den extra information som x tillfér modellen totalt. Detta matt kallas for
informationsvérdet (IV). Mark att IV alltid &r positivt och 6kar ju storre skillnaderna dr mellan

fordelningarna P(x|y = 1) och P(x|y = 0) :
IV=D

(dy=tjo T Do), ZP( ly= )WOE )_ZX:P(’CU:O)WOELO(X):
=§( (xly=1)=P(x|y=0))(Bx~1), (36)

! Forfarandet rekommenderas i Siddiqi (2006) och i foretagets interna scorekortsprocesser.
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dér vi 1 forsta likheten betingat vintevérdet pd y samt utnyttjat att WoE,, (x) =—-WoE,, (x) .

IV kan skattas fran (36) ovan, genom p, (i) = Is(x =iy = j) =n_,, /n_ . dir p (i)éren

y

ML-skattning nér vi har n lyckade av totalt n,_, Bernoullif6rsok.

x=i,y=j

WoE-kodning

Ibland kan det vara 6nskvirt att transformera kategorialvariabler till intervallvariabler,
genom en process kallad WoE-kodning. WoE-kodning innebér att varje variabelvirde ersitts
med WoE-véirdet for den kategori, som vérdet tillhor.

Fordelen med WoE-kodningen, dr att den reducerar antalet frihetsgrader for variabeln till
1, precis som for intervallvariabler. A andra sidan férsvinner mdjligheten att separat anpassa
koefficienterna for variabelns kategorier i den logistiska regressionsmodellen.
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Del I11. Modelleringsexempel

I Del 111, redovisar vi hur begreppen fran Del II kan anvéndas vid kreditvérdering. Vi
borjar med att i kapitlen Databeredning och Férbehandling av variabler diskutera redovisa hur
vi konstruerat var datamatris med forklarande variabler X och vér responsvariabel 1 Y. Olika
formuleringar av stepwisealgoritmen jamfors.

Vara data innehaller information om ett antal personlén. De utvecklade logistiska
regressionsmodellerna soker forutsdga sannolikheten for att ett nytt 1an inte kommer betalats
tillbaka vid ansokningstillfdllet.

Databeredning

Detta avsnitt beskriver hur data samlats in och forberetts for statistisk analys. Vidare
definieras responsvariabeln for den logistiska regressionsmodellen samt kriteria for att
utesluta data fran modelleringsprocessen.

Datakarakteristik

Var dataméngd innehéller data for ett kontantlan fran ett finansforetag insamlade frn
lanseringen av lanet den 26.4.2005 till den 20.5.2006. Under denna tid registrerades 3914 lan.
Dessa lan utgor var lanedatabas.

Observationsdatum for att ”14sa av” betalningshistoriken for lanen dr 20.5.2006. Lanen har
1 medeltal 7.8 foreskrivna amorteringar vid observationsdatumet. Maximala och minimala
antalet foreskrivna amorteringar &r 1 respektive 12. Lanetiden varierar mellan 12 och 36
mdnader.

Variablerna i datasetet kan delas in i tva typer: ansokningsvariabler och beteendevariabler.

Ansokningsvariabler dr parametrar som samlats in nér klienten ansdkte om sitt 1an.
Exempel pa ansokningsdata &r:

e Yrke
e Boende
e Inkomst

e Tidpunkt f6r ansokan
e Foremal som finansieras

Beteendevariabler innehéller information som beskriver klientens beteende vid tidigare 1an.
Beteendedata har ofta storre formaga att forutsdga betalningsformaga dn ansdkningsdata.
Exempel pa beteendedata ar:
1. Antal 1an som avslutats p.g.a. betalningsforsummelse
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2.

Antal amorteringar som klienten alagts att betala, men som vid observationstillfallet &r
obetalda.

Datasetet innehaller
[ )

102 ansokningsvariabler
9 beteendevariabler for tidigare lan
4 beteendevariabler for det aktuella lanet:
1. Léanefas. Anger om lanet dr aktivt eller avslutat samt orsaken till att lanet ar
avslutat, t. ex. avlutat p.g.a. betalningsforsummelse.
2. Antal betalda och obetalda foreskrivna amorteringar med foreskrivet
betalningsdatum innan observationsdatum.
3. Datum for forsta foreskrivna amorteringen.

Utover lanedatabasen har vi en andra databas, som omfattar alla amorteringar for
lanedatabasen med forfallodag fram till observationsdatumet 20.5.2006.
Amorteringsdatabasen innehaller foljande variabler:

1. Kontraktnummer

2. Ordningstal f6r amorteringen

3. Forfallodag

4. Betalningsdag

5. Foreskrivet amorteringsbelopp

6. Belopp betalt av klienten
Beviljningsprocess

Beviljningsprocessen for lanen, fungerar enligt foljande:
I.

Kunden ringer in till foretaget efter att ha sett en annons i tidningen eller pa TV, eller
hort reklamen pa radio. Kunden far svara pa ett antal fragor, som namn, adress,
personnummer osV.
Kunden blir ”scorad” med hjélp ett generiskt scorekort. Scorekortet dr ej utvecklat for
ett kontantlan, utan for en annan produkt.
Utover scorekortet, finns ocksa sk. knock-out regler, som direkt avvisar klienten.
Exempel pa knock-out regler &r:
Avvisa ldneanstkan om

a. klienten har ett férsummat 14n 1 ett externt kreditregister, dir skulden ej &r

aterbetald. Ett lan betecknas som forsummat om klienten forsummat att betala
tre amorteringar i foljd.

b. klienten ar studerande, varnpliktig eller arbetslos.
Om kunden fér sitt l&n beviljat skickar foretaget ett brev med l&nedokumentation, samt
en lista med andra dokument som klienten maste skicka in. Exempel pa sadana
dokument dr inkomstintyg fran arbetsgivaren och de tva sista kontoutdragen.
Om klienten skickar tillbaka de begérda dokumenten kontrolleras hans uppgifter genom
att ringa upp klienten och hans arbetsgivare samt genom att jamfora de bifogade
dokumenten med de uppgifter klienten delgav per telefon.
Om kontrollen av klienten inte ger skl till att avvisa ldneansdkan, betalas pengarna ut
pa klientens bankkonto.
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Endast de ldneansokningar som blir beviljade efter steg sex ovan ingar i var datamingd. En
enskild kund kan f4 maximalt ett 1an beviljat."?

Tillvigagangssitt vid betalningsforsummelse

I finansforetaget tillats klienten att ha maximalt tre obetalda amorteringar vid ett enskilt
tillfalle. En obetald amortering definierar vi en amortering som &r obetald vid slutet av
manaden for sin forfallodag, som infaller den 15. i manaden.

Om fyra amorteringar samtidigt dr obetalda, avslutas kontraktet och klienten blir skyldig
att betala tillbaka de obetalda amorteringarna plus det resterande framtida lanebeloppet
(exklusive réinta och de obetalda amorteringarna). Arendet gér till inkassofirmor, eller polisen
om bedrigeri misstinks foreligga. Om klienten efter en léngre tid inte betalat tillbaka sin
skuld gér drendet till domstol.

Definition av ett bra, diligt samt obestiimt kontrakt

Vi vill forutsdga lan dér foretaget gr med forlust, vanligtvis 1dn som inte betalas tillbaka.
L4t oss kalla ett 1&n inte kommer betalas tillbaka for ett dligt 1an.

Fran 1an som avlutats p.g.a. betalningsforsummelse inkasseras endast ca 20% av det
inkrdvda beloppet. Detta fran erfarenhet som laneforetaget har frdn andra produkter. Det
verkar vara en vettig definition att definiera ett daligt kontrakt som ett kontrakt som har
avslutats p.g.a. betalningsforsummelse.

Foljdfragan som man kan stélla sig 4r om inte kontrakt som har tva eller tre forsummade
amorteringar i framtiden 16per lika stor risk att forfalla.

Vi undersokte hur ofta ett 14n dr avslutat atta manader efter forfallodagen om det har x
obetalda amorteringar y manader efter forfallodagen for den forsta avbetalningen, y<S8.

Vi valde inte ndgon ldngre observationsperiod dn atta manader eftersom de édldsta
kontrakten i var laneportf6lj inte 4n hade sin tolfte avbetalning foreskriven innan
observationsdatumet 20.6.2006. En ldngre observationsperiod skulle resulterat i fa antal
kontrakt att analysera.

Vi valde omvént inte en kortare observationsperiod én &tta manader for att ge ett l1an
mojlighet att avslutas fran att ha haft x obetalda amorteringar y ménader efter forfallodagen
for den forsta avbetalningen.

'2 En analys kallad for reject inference utfors ibland, vilken innebir att man inkluderar de ansokningar som
avvisats av det tidigare scorekortet i modelleringsprocessen, genom att anta niagot virde pa responsvariabeln. Se
Siddiqi 2006 for introduktion.
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Tabell 2. Andel lan avslutade for betalningsforsummelse 4tta manader efter forfallodagen for
forsta amorteringen, uppdelade efter antalet obetalda amorteringar (x-axe/) 3-6 ménader efter
forfallodagen for forsta amorteringen (y-axel). 2111 kontrakt, som hade betalningsdagen for
sin fOrsta amortering atta manader bakét i tiden eller mer ingar.

Antal obetalda amorteringar|

Ménader efter

forfallodagen

for forsta

amorteringen 0 1 2 >=3
3 3.3%| 24.5%| 66.7%| 73.5%
4 1.4%]| 22.9%| 56.3%]| 86.3%
5 0.0%| 15.0%| 50.0%| 82.6%
6 0.0%| 0.0%| 44.0%| 76.3%

Ett och samma kontrakt ingar i Tabell 2 for alla rader i tabellen, t.ex. kan ett kontrakt ha 1
obetald amortering 3 ménader efter forfallodagen, och sedan 0 obetalda 4 ménader efter
forfallodagen osv.

Vi ser frén Tabell 2 ovan att c:a 80% av lanen med tre obetalda amorteringar dr avskrivna
atta ménader efter dagen for forsta amorteringen. C:a 50% av l&nen med tvé obetalda
amorteringar dr avskrivna vid attamanadersgrénsen. Av lanen med en obetald amortering ar
c:a 20% avskrivna. Motsvarande siffra for 1an utan obetald amortering &r ca 3%.

Mirk att ett 14n med 0 obetalda amorteringar 5 mdnader efter forsta avbetalningsdatumet
aldrig kan vara avskrivet &tta manader efter forsta avbetalningsdatumet. Maximalt kan lanet
ha tre obetalda amorteringar. Som vi nimnde ovan krévs fyra obetalda amorteringar for att
lanet ska avslutas p.g.a. betalningsforsummelse.

Efter expertbeddmning av informationen ovan och med erfarenhet frén tidigare scorekort,
kom vi fram till f6ljande definition av var observerade responsvariabel for kontrakt nummer i

Gfr. (4)):

{0 , om 0 obetalda amorteringar och > tre amorteringar betalda (37)
Y=

1, om >3 obetalda amorteringar eller avslutat 14n p.g.a. betalningsforsummelse

Det bedomdes som osékert om kontrakt med 1 eller 2 obetalda kommer ge upphov till en
vinst eller forlust. Dessa kontrakt uteslots ur dataméngden for att undvika dkad osékerhet i
parameterskattningarna. Ovanstiende praxis att utesluta osékra data beskrivs ndrmre i Siddiqi
(2006) och Thomas (2000).

Vidare bestdmdes att kontrakt som har 0 obetalda innan tre avbetalningar ar betalda ej med
sékerhet kan ga med vinst. Normalt utesluts kontrakt som ej har tolv foreskrivna
avbetalningar. Detta for att man skall vara séker pé att ca 80-90% av lanen som kommer
avslutats p.g.a. betalningsforsummelse under hela lanetiden avslutats vid denna tidpunkt.

D4 alla lan i1 var datamingd var ett ar eller yngre, fick denna korta observationsperiod pa
tre ménader eller mindre anvéndas istéllet.

Mer avancerade definitioner pa bra, daliga och obestimda kontrakt dvervigdes,
innehéllande mer information om fordrojningen med vilken amorteringarna betalades, t. ex.
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maximalt obetalda sista sex manaderna. Da vi hade fa data att jamféra med, och en ung
laneportfolj, bedomdes tillforlitligheten av en mer finkornig definition som oséker.
I var modelleringsprocess kommer vi saledes att soka skattningar pd £, som forutséger y i

(37) ovan sé bra som mojligt.

Tidiga observationer

De tvé forsta veckorna efter produktlanseringen justerades granskningsforfarandet i punkt
6. 1 beviljningsprocessen. Vidare antas att fler bedragare och personer 1 stora finansiella
svarigheter 4n normalt, sokte och beviljades 14n. Detta av orsaken att en ny aktor dok upp pa
marknaden for snabba telefonlén i och med produktlanseringen.

Av dessa orsaker betraktades urvalet de tvé forsta veckorna inte som representativt och
dessa data uteslots fran urvalet.

Léan avslutade av andra anledningar dn forsummelse
Ett fatal 1an avslutades p.g.a. att klienten betalat tillbaka sitt 1&n i fortid. Vid tidig

aterbetalning forsvinner den mesta rintevinsten. Dessa lan kunde varken ségas ge upphov till
en vinst eller en forlust och uteslots saledes.

Sammanfattning, uteslutna lan

Tabell 3. Orsaker till uteslutning fran l&nedatabasen med 3914 lan

Orsak till uteslutning % uteslutna Antal

Ej tre betalda 11% 489
avbetalningar och 0
obetalda amorteringar

En eller tva obetalda 10% 376
amorteringar

Ansokt innan 15. maj 2005 | 16% 609
Avslutad av annan 0.3% 13

anledning &n
betalningsforsummelse

Totalt 35% 1435

N.B. vissa lan kan vara uteslutna av mer 4n en orsak.

Antalet kvarvarande kontrakt delades upp i ett valideringsdataset och ett triningsdataset
genom slumpmassigt urval, kontrollerat m.a.p. responsvariabeln och antalet aterbetalda
inbetalningar. 25% av observationerna anvindes som valideringsdata och 75% som
traningsdata. Tabell 4 sammanfattar de tre databaserna:
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Tabell 4. Databaser skapade fran den initiala datamingden

Databas Antal

Tréningsdata 1859

Valideringsdata | 620

Uteslutna 1435

Totalt 3914

Identifikation av felaktiga data

For alla parametrar granskades de hdgsta och ldgsta virden for att hitta eventuella fel i
datainskrivningen. Tre kontrakt identifierades som felaktigt inskrivna. Alla fel hanforde sig
till variabeln “anstéllningsar”. Anstillningsér 1111 ersattes med 2006, 1194 med 1994 och
1199 med 1999.

Hantering av saknade data

Hos flera variabler saknades datavdrden. Data kunde saknas av tva principiella orsaker:

1. Klienten uppgav ingen information. T. ex. klienten mindes inte vilken manad han
anstilldes i sin nuvarande anstillning.

2. Data var odefinierade. T. ex. om lantagaren saknade medlantagare saknades védrden pa
alla variabler gillande medlantagaren.

Saknade data ersattes enligt foljande:

e For kategorialvariabler skapades en ny kategori, kallad -1

e Det beddmdes att klienten inte alltid kunde antas minnas den exakta manaden for datum
som l&g mer &n tva ar tillbaka i tiden. Dessa data registrerades e;j.

Saknade ménadsdata fick vardet 7 (d.v.s. juli), om artalet for samma datatyp ej
saknades. Vi valde vérdet 7, dd medelvirdet av alla ménader ar 6,5. Detta virde antogs
vara nagot sa nar viantevardesriktigt, forutsatt att alla ménader var lika representerade i
dataméngden.

Variabler, diar manad och ar saknades, t.ex., anstdllningsmanad och ar behandlas i
kapitlet Forbehandling, avsnittet Intervallvariabler av variabler.

e Ovriga ordinal- och intervallvariabler tilldelades virdet -1.

¢ En indikatorvariabel skapades for varje variabel som saknade védrden. Indikatorvariabeln
tilldelades vérdet 1 nir varabeln i fraga saknade virde och tilldelades virdet 0 i Gvriga
fall. Forfarandet att skapa indikatorvariabler for saknade virden pa en variabel
rekommenderas av Hosmer och Lemeshow (2000) och har applicerats av Vogel,
Gottschalk & Wang (2004).
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Forbehandling av variabler

Vi behandlade kategorialvariabler och intervallvariabler separat. Alla variabler studerades
med avseende pa hur de paverkade risken for betalningsféorsummelse.

Nya variabler som vi kunde anta ha inverkan pé vér responsvariabel skapades. Vi skapade
dels forklarande “atoméra” variabler, som anstéllningstid (ans6kningsdatum minus
anstéllningsdatum), dels samspelsvariabler for finansiella variabler, som disponibel inkomst
efter 1an (inkomster minus utgifter). Vi valde inte att prova fler samspelsvariabler p.g.a. att
var dataméngd var liten och den stora risken for att f4 med ett samspel som negativt
paverkade Accuracy Ratio (34) vid validering.

Kategorialvariabler

I detta avsnitt beskriver vi hur vi anvénde oss av ”Weight of Evidence” (WoE) (35) och
informationsvirde (IV) (36) for att minska vi antalet kategorier for varje kategorialvariabel .

Direfter gér vi igenom hur vi valde att antingen WoE-koda eller dummy-koda
kategorialvariabeln.

Sammanslagning av kategorier:

Variabler som omfattar kategorier, exempelvis civilstand eller yrke &r inte kvantifierbara.
Kvantifierbarhet dr nddvéndig for att kunna berdkna Xf i (4).

I Tabell 5 nedan visas ett exempel pd hur informationsvirdet anvinds for att studera
kategorialvariabler. Vi soker att reducera antalet kategorier for att undvika att modellen
Overanpassas. Vi studerar framforallt de tva kolumnerna langst till hoger: “andel av IV” och
”andel déliga lan per kategori”. Det dr viktigt att varje gruppering kan motiveras, sa att inte
artificiella kategorier skapas.

Tabell 5. Tabell for informationsvirde for variabeln ” Aktivitetstyp”.

Andel | Andel Andel
Antal | Antal |av alla| av alla daliga lan
goda |ddliga| goda | ddliga 1V per | Andel av per
Virde Antal| lan | lan | lan ldn WoE |kategori V4 kategori
no | n | ne | Bo(i)] Bi(E) n,/n
Pensionér 2121 167 | 45 ] 0.14 | 0.07 | -0.62 [0.0391 | 0.5432 0.21

Fortidspensiondr | 188 | 133 55 | 0.11 | 0.09 | -0.20 |0.0037 | 0.0519 0.29

Fordldraledig 33 ] 21 12 1 0.02 | 0.02 0.13 [0.0003 | 0.0041 0.36

Foretagare 145] 82 63 | 0.07 | 0.10 0.42 [0.0148 | 0.2062 0.43

Statsanstalld 287 202 | 8 | 0.16 | 0.14 | -0.18 |0.0047 | 0.0659 0.30

Privatanstélld 994 | 632 | 362 | 0.51 | 0.58 0.13 10.0093 | 0.1287 0.36

TOTALT 1859] 1237 | 622 1 1 0.0720 | 1.0000

I exemplet ovan svarar kategorin Pensionir for mer an hélften av IV; andelen daliga lan &r
overldgset lagst. Denna kategori later vi sta for sig. Fortidspensiondrer klumpas ihop med

" Detta forfarande beskrivs i Siddigi (2006) och Hand (2005).
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Statsanstdllda. Denna kategori kan kallas “offentlig trygghet”. Mark att andelen daliga lan for
Fortidspensionérer och Statsanstillda ligger nira varandra. Ovriga kategorier sls ihop i en
kategori, som vi véljer att kalla "privat sektor”. Efter att de nya kategorierna skapats
kontrollerar vi IV och ser att det sjunkit med 9% frdn 0.0720 till 0.0657. Ytterligare
sammanslagning av kategorier minskar IV med mer dn 30%.

En tumregel i Siddiqi (2006) klassificerar styrkan hos informationsvérdet enligt Tabell 6:

Tabell 6. Tumregel for [V-styrka.

IV for en variabel | Prediktiv styrka
<0.02 Ej prediktiv
0.02-0.1 Svag

0.1-0.3 Medelstark

>0.3 Stark

I var dataméngd hade den starkaste variabeln ett informationsvérde pd 0.13. Bara tva
variabler hade IV> 0.1. Detta &r en indikation pa att vart dataset inte hade stark prediktiv
forméga.

Ingen variabel 1 den finala modellen tillédts ha farre observationer per kategori 4n 8% av
alla observationer, med undantag for tre kategorialvariabler. Tva av dessa tre variabler hade
en riskniva pa mer dn 50%, vilket motiverade att de togs med. Den sista variabeln togs med av
affirsmassiga orsaker, d4 den beskrev klientens tidigare samrore med foretaget.

Weight of Evidence-kodning:

For tva modeller, vilka beskrivs i kapitlet Modellering nedan, valde vi att WoE-koda den
nya kategorialvariabeln (se avsnittet WoE-kodning i kapitlet Férbehandling av
kategorialvariabler 1 Del II). WoE-kodning innebdr att variabeln transformeras fran att vara en
kategorialvariabel till en intervallvariabel, som antar samma véirden som WoE for respektive
kategori. Om vi skulle vilja WoE-koda var nya aktivitetstyp med sammanslagna kategorier i
exemplet ovan, skulle den nya variabeln virdet -0.62 for observationer med kategorin
”pensionér” (se kolumn WoE i Tabell 5).

Dummy--kodning:

For en modell i kapitlet Modellering valde inte att WoE-koda kategorialvariablerna, utan
anvénde oss istillet av dummykodning.

Dummykodning innebdr att varje kategori utom en kodas som indikatorvariabel (eller
dummyvariabel). Den kategori som utesluts frain dummykodningen kallas for
referensvariabel. Referensvariabeln kan konstrueras som en linjirkombination av de andra
kategorierna. Nér variabelns p-vérde utvérderas (jfr. (20)), far den samma antal frihetsgrader,
som antalet indikatorvariabler, d.v.s. antalet kategorier minus ett. Varje indikatorvariabel
tilldelas en motsvarande parameteri /.

Exempel pd dummykodning: Antag att vi har en variabel kallad for ”hdgsta avslutad

9 9

utbildning” med tre olika kategorier: ”grundskola”, ”gymnasium” och universitet”. Fran
denna variabel skapar vi tvd nya indikatorvariabler, v, och v,, vilka fingar all information 1
variabeln ”avslutad utbildning”:
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| =

{1, om avslutad utbildning="grundskola"
V=

0, annars

H =

1, om avslutad utbildning="gymnasium"
V —
0, annars

Vi behover inte separat konstruera en tredje variabel v, for véirdet “universitet”, dd vi vet

99__9

att om v,=v,=0, s dr "hogsta avslutad utbildning”="universitet”. I den logistiska

regressionsmodellen far variabeln "hogsta avslutad utbildning” tvd frihetsgrader. v, och v,
ingdr i X.

Intervallvariabler

Intervallvariabler analyserades med IV, genom att avrunda vérdena, s att kategorier jimna
intervall skapades (se Figur 3 nedan). Vi plottade sedan kategorierna av variabeln mot dess
WOoE och studerade om sambandet mellan de avrundade vdrdena och WoE var linjart och om
inte ett fatal observationer riskerade att bli for inflytelserika.

Hos vissa variabler avrundades hoga eller laga vérden for att undvika inflytelserika
outliers. I Figur 3 avrundades vdrden som var hogre &dn 168 av till 168.

Indikatorvariabler skapades om det verkade som om andelen daliga 1&n snabbt édndrades,
eller om de flesta data saknades (t.ex. variabeln dlder for medlantagaren). For variabeln i
Figur 3 nedan skapades en indikatorvariabel som antog vérdet 1 for virden < 66 och 0 annars.

Figur 3. Plot av en intervallvariabel.
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Intervallvariabler med odefinierade virden (se kapitel Databeredning, avsnitt Hantering av
saknade data), som saknades for mindre dn 50% av data, ersattes det virde som motsvarade
den risknivd som de saknade virdena hade.

Exempel: variabeln anstillningstid saknades for klienter utan arbete (pensionirer,
hemmafruar). Genom att avrunda anstéllningstiden kunde risknivén for varje kategori
analyseras enligt ovan. De saknade virdena pé anstillningstiden tilldelades en anstillningstid,
som hade motsvarande riskniva, som kategorin med de saknade virdena.

Négra intervallvariabler som inkomst transformerades med logaritmfunktionen. En
variabel, som visade sig ha hoga residualer (se avsnittet Studium av residualer nedan) delades
upp i olika intervall och behandlades som kategorialvariabel.
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Modellering

I vart modellbygge provades tre ansatser:

Ansats 1. Stepwisealgoritmen i SAS® med scoretestet i additionsteget och Wald-testet i
subtraktionssteget (se kommentar under (26) ovan) och WoE-kodade
kategorialvariabler. Forurval av variabler som kunde inkluderas i modellen
utfordes baserat pa p-vérdet fran enkel logistisk regression med WoE-kodade
kategorialvariabler.

Ansats 2. Stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotestet och dummykodade
kategorialvariabler.

Ansats 3. Stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotestet och WoE-kodning av
kategorialvariabler.

For varje steg i stepwisealgoritmen berdknades medel-AR genom tiofaldig korsvalidering,
dér vi kontrollerade samplingen av valideringsdata med avseende pa responsvariabeln. Den
bista modellen utgjorde det forsta lokala minimumet pa medel-AR. I Ansats 1 och 3 WoE-
kodades variablerna for varje korsvalidering pé traningsdata utan tiondelen av trdningsdata,
som anvindes for validering. For alla ansatser satte vi & =6 = 0.3, fOr att vara sékra pa att
modellen med hogst medel-AR fanns med i serien av utvecklade modeller (se avsnitt
Korsvalidering och stepwisealgoritmen).

Korsvalidering och stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotestet programmerades i SAS.

Nedan beskrivs de tre ansatserna och medelvérdet pd AR (34) efter korsvalidering.

Modelleringsresultat:

Ansats 1:

Efter forbehandlingen av variablerna enligt foregaende avsnitt hade vart dataset mer dn 100
variabler. Kategorialvariabler WoE-kodades, for att undvika att de diskriminerades for sina
frihetsgrader. Enkel logistisk regression utfordes pé varje variabel.

Fran datasetet valde vi kandidatvariabler till stepwisealgoritmen, vilkas p-vérde fran den
enkla logistiska regressionen var lagre dn 0.01%, 0.1%, 1%, 10%, 25%, 50% och 100%. Ett p-
virde innebar att alla variabler i datasetet togs med som kandidatvariabler till
stepwisealgoritmen. Resultatet visas nedan.
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Figur 4. Ansats 1. Medelvirdet for AR efter tiofaldig korsvalidering for varje steg i
stepwisealgoritmen i SAS med scoretest 1 additionssteget och Wald-test i
subtraktionssteget och WoE-kodade kategorialvariabler, for olika maximum pé p-vérden i
enkel logistisk regression for kandidatvariabler.

Lokalt max:
0.36 33.9%
0.34
—8—p=100%
0.32 p=50%
—%—p=25%
0.3
o —o—p=10%
< 0.28 —+—p=1%
] ——p=0,1%
B 026 ——p=0,01%
T 024
[}]
T
S 022
0.2
o8+

1 3 5 7 9 1 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35

Antal variabler

Vi ser frén Figur 4 att forurval av kandidatvariabler till stepwisealgoritmen inte forbattrar
medelvardet pd AR vid korsvalidering.

Aven om vi uppnér hogst virde pA medel-AR for 31 variabler nir p=100%, #r det troligen
en foljd av Overanpassning till trdningsdata. Vi viljer siledes modellen med 15 variabler, som
utvecklades utan att filtrera kandidatvariabler.

Ansats 2:

Stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotestet. Vi dummy-kodade kategorialvariablerna.
Medelvirdet pa AR berdknades vid varje steg.
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Figur 5. Ansats 2. Medelvardet for AR vid tiofaldig korsvalidering for
varje steg i stepwise algoritmen med likelihood-ratio test och med
dummy-kodade variabler.
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Fran Figur 5 ser vi att den bista modellen har 16 variabler.

Ansats 3:

Stepwisealgoritmen med likelihood-ratio testet. Vi WoE-kodade kategorialvariablerna s
att de alla hade en frihetsgrad. Medelvérdet pd AR berdknades vid varje steg.

Vi berdknade dven vérdet pa (p(n) och P;zl 0 (a) enligt (31) och (32). Resultatet redovisas
nedan i Tabell 7. Vi ser att BIC ligger ndra & =0.01 och HIC néra & =0.05. Frén (33) har vi att
AIC motsvarar a =0.157, och saledes ligger néra o =0.2.

Tabell 7. Virdet pa (p(n) 1(31), n=1859, for BIC, HIC och AIC samt vérdet pa P;(l) (a) i
(32) for «=96=0.01, 0.05 och 0.2.

Kriterium Virde
Psic (1859) 7.5
P (1859) 4.0
@ (1859) 2
P;Z(l) (0.01) 6.6
P;z(l)(0.0S) 38
P;z(l) (0.2) 1.6
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Modellerna som valdes m.a.p ovanstaende sex kriteria redovisas i Figur 6 nedan. Var valda
modell efter korsvalidering ar indikerad med en tjock lodrét linje.

Figur 6. Ansats 3. Medelvdrdet for AR vid korsvalidering for varje steg i
stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotest och WoE-kodade variabler;
samt finala modeller efter stepwisealgoritmen for informationskriteria och
p-virden som stoppkriteria.
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Fran Figur 6 ser vi att den bista modellen har 14 variabler. Vi har ett andra maximum for
en modell med 16 variabler, vilket dock dr forsumbart hogre 4dn det forsta lokala maximumet.
Vi ser att informationskriterierna BIC och AIC missar maximum. Det samma géller for

likelihood-ratio urvalet med p=a =0 € {0_017 0.2} . HIC viljer riitt modell och
p=a =0 =0.05 ligger nira.

Vi sammanfattar resultaten fran Ansats 1, 2 och 3 i Tabell 8:

Tabell 8. Resultat frin den bésta tiofaldigt korsvaliderade modellen fran stepwisealgoritmen
for Ansats 1, 2 och 3.

Medel-AR pa
valideringsdata
fran Variabler

korsvalidering for| for vald

Ansats vald modell modell
1. SAS stepwise, WoE kodning 33.9% 15
2. Likelihood-ratio, dummy-kodning 33.1% 16
3. Likelihood-ratio, WoE kodning 33.6% 14
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Vi kan se att alla modeller dr ungefar lika starka. Stepwisealgoritmen i SAS verkar fungera
minst lika bra som stepwisealgoritmen for likelihood-ratiotestet. Vi far dock vénta till
modellvalideringen innan vi kan dra nigra slutsatser, dd Ansats 1 mycket vl kan vara
Overanpassad till trdningsdata.

Maximalt tva variabler var olika mellan ansatserna. Dessa tvé variabler hade dessutom lag
signifikans pa Wald-statistikan (19), vilken skrivs ut automatiskt av SAS. Ovriga variabler var
antingen identiska, eller hade olika dummyvariabler fran samma kategoriska variabel.

Kontroller av modellen

Bland kandidatvariablerna hade vi variablerna ”dagar mellan forsta foreskrivna
avbetalning och observationsdatum” och ”ordning i vilken ansékningen behandlades”, for att
uppticka eventuell skevhet i data. Sadan skevhet upptécktes ej, da variablerna ej kom med i
de finala modellerna.

Vi undersokte de tre modellerna for att se om négon koefficienti £ hade bytt tecken

gentemot den enkla logistiska regressionen. Vi fann att alla koefficienter hade samma tecken
som i den enkla logistiska regressionen.

Vi tvingade en indikatorvariabel in i stepwisealgoritmen frén start. Denna variabel angav
om klienten hade anstillning eller ej, och kunde téinkas paverka variabler dér varden saknades
p.g.a. att klienten inte hade ndgon anstillning, som anstillningstid. Modellen med denna
indikatorvariabel hade inte l4gre medel-AR dn Ansats 3.

Samma procedur upprepades for indikatorvariabeln “medlintagare”. Den utvecklade
modellen med “medléntagare” hade inte heller 1 detta fall hdgre medel-AR dn Ansats 3.

Vi analyserade storleken pa Wald-statistikan (19) for varje variabel i varje ansats. Ingen av
variablerna dominerade modellen. Det hogsta virdet pa Wald-statistikan var 18.6 och det
minsta vérdet var 3.7.

Orsaker till 1dgt AR

Ett AR pa c:a 33% kan av erfarenhet betraktas som en ndgot svag modell. Anledningen till
detta torde vara att:

1. det endast fanns 622 daliga kontrakt i var dataméngd. Av experter i foretaget
betraktas 500 daliga kontrakt som minimum, 1000 betraktas som adekvat och 2000
som bra.

2. inga kontrakt hade mer 4n ett ars betalningshistorik. Ett ars betalningshistorik
rekommenderas for att det ska visa sig vilka kontrakt som ar goda och vilka som &r
déliga. Vi var tvungna att gissa hur kontrakten skulle utveckla sig redan efter tre
betalda avbetalningar.

3. lanet soktes ofta av klienter som inte beviljats 1an av sin bank, pa grund av att klienten
hade betalningsproblem. Denna information fanns dock ¢j tillgénglig for foretaget,
som inte var medlem i den kreditbyra som dér de flesta banker var medlemmar i.
Foretaget var istdllet medlem i en kreditbyra for finansforetag. Denna kreditbyra
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uppgav endast information om klienter, som hade tre avbetalningar obetalda. Det var
saledes omgjligt att veta om klienten hade andra 1&n och hur han betalade
amorteringarna.

Studium av residualer

Vi anvénde oss av tre residualplottar for att studera hur varje av de tre valda ansatserna
betedde sig (jfr kapitel Residualer i Del II):

1. h,*AB
2. b *AB
3. h *AX]
For observationer med avvikande virde i 1 till 3 ovan studerades:
4. A S, 121<k.

Utvecklingen av de tre Ansatserna i foregadende avsnitt, foregicks av prelimindra modeller,
for vilka residualer studerades enligt metoden beskriven nedan. Vissa av variablerna kodades
om, andra utesléts, da de efter bedomning hade for laga p-vérden eller inneholl for fa
observationer. Nér vi var ndjda med véra tre ansatser och residualerna var laga, var vi
forberedda for modellvalidering.

Vi visar nedan residualplotten for den finala modellen Ansats 3, (Likelihood-ratio stepwise
med WoE-kodade variabler). For alla ansatserna var residualplottarna mycket lika varandra,
s& vi visar endast plottarna for Ansats 3.
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Figur 7c. i, *AX]
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I Figur 7a ser vi att en del observationer har hogt leverage ( flﬁ) och relativt hogt Cook-

avstand (A,él.). I Figur 7b ser vi att de flesta av dessa observationer harror fran fall dar p,

redan dr hogt och modellen gissar rejélt fel. I Figur 7c¢ ses en véagrit streckad linje och tva
lodréta streckade linjer. En tumregel sdger att observationer med leverage over 0.016 och

AX] dver 4 ér virda att studera, motsvarande den dversta vénstra delen av Figur 7c. Vi ser att

endast en av observationerna ligger ver bada dessa tva virden.
Utifran dessa plottar tog vi de observationer som uppfyllde villkoret:

leverage hogre én 0.16 och samtidigt A,6A’i >0.05 eller AX>3. (38)

For dessa observationer studerade vi A, ,@i, 1</ <k for alla variabler i modellen. Variabler

som hade ‘A . ﬂ:‘ >0.15 studerades ndrmare och omtransformerades eventuellt. Variabler med

‘A ; ﬁA’,‘ >(.26 omtransformerades eller uteslots alltid.
De variabler som hade f& observationer i en kategori, men gav upphov till mycket hog eller
lag risk hade ocksd hogst ‘A ; ,63,‘ for de observationer som gissades fel av modellen.

Villkoret (38) uppfyllde 15 observationer for Ansats 1, 19 observationer for Ansats 2 och
19 observationer for Ansats 3. 12 av dessa observationer var gemensamma for alla tre
ansatser.

Modellvalidering

Vira tre ansatser validerades pd de 620 observationer, som vi lade undan innan vi bdrjade
granska vara variabler (se Tabell 4). Vart valideringsdataset dr en garanti for att vi inte gjort
nagot fel nir vi utvecklade var modell och anpassat var modell for bra till data.

Valideringsdata dr dock €j immuna mot varians i data. Vi studerade hur AR varierade i en
fyrfaldig korsvalidering pd modellen fran Ansats 1. Genom att utféra korsvalidering pd 25%
av traningsdata simulerade vi pé detta sdtt omstindigheterna under vilka valideringsdatasetet
var utvaldes, dér vi ocksé valde ut 25% av den ursprungliga dataméngden. Vi fick foljande
resultat:
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Tabell 9. AR fran fyrfaldig korsvalidering av Ansats 1 pa traningsdata.

Korsvalidering | AR
1 38,9%
2 33,1%
3 27,3%
4 36,9%
Medel-AR 34,1%
Medelavvikelse | 3.9%

Som synes fran Tabell 10 far man vara forsiktig ndr man tolkar resultatet fran
valideringsdata. Enskilda valideringsdata kan ge mycket olika valideringsresultat. Fran Tabell
9 ser vi att valideringsdata i medeltal avviker c:a 10% fran medelvérdet pa AR.

Man kan inte vara siker att valideringsdata visar den riktiga styrkan hos modellen, men
modellvalideringen ger dock en oumbirlig fingervisning.

Resultatet av modellvalideringen av Ansats 1, 2 och 3 visas i Tabell 10 nedan. Medel-AR
visas for trdningsdata och valideringsdata.

Tabell 10. Medel AR pé valideringsdata och triningsdata for Ansats 1, 2 och 3.

Ansats AR - AR -
valideringsdata | triningsdata

1 30.5% 37.0%

34,0% 37.3%

3 33,7% 36.4%

Vi ser fran ovan att Ansats 2 och 3 dr har jamforbara resultat pa valideringsdata. Det nagot
lagre resultatet for Ansats 1 kan vara en indikation pa att stepwisealgoritmen i SAS inte &r
lika stark som stepwisealgoritmen med likelihood-ratiotestet.

D4 Ansats 3 inneholl farre variabler och dess variabler var ndgot mer signifikanta &n for
Ansats 2, valdes Ansats 3 som final kreditvarderingsmodell.

Som jamforelse var AR 25,9%, pa valideringsdata och 21.4% pa trdningsdata for den
generiska scoremodellen, som ursprungligen anvéndes for kreditviarderingen av vér
laneportfolj (det generiska scorekortet ndmns i avsnittet Beviljningsprocess ovan).

Vi studerade dven AR for p=a =95 € {1%,5%, 20%} fran Ansats 3 (se Figur 6) for att se

om korsvalideringen, som stoppkriterium fungerade bittre 4n ett stoppkriterium baserat pa p-
vérden. Resultaten visas i Tabell 11.

Tabell 11. Medel AR pé valideringsdata och trdningsdata for Ansats 3 med stoppkriteria
p=a =6 €{1%,5%,20%} .

Stoppkriterium AR - AR -
p=a=0 valideringsdata | triningsdata
1% 32.9% 34.1 %
5% 33,7% 36.6%
20% 32,7% 36.4%

Vi ser fran Tabell 11, att korsvalidering verkar vara ett bra stoppkriterium for
stepwisealgoritmen.
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Jamforelse med det generiska scorekortet

Efter en kostnadsanalys av forlusterna fran ett daligt 1an och vinsterna fran ett bra lan,
uppskattades forlusten fran ett déligt 14n vara fyra ganger storre én vinsten fran ett bra lan,
dvs. den maximalt tilldtna risknivén sattes till 20%.

Vi stdllde upp en s.k. cut-offtabell, for att hitta det p som pé valideringsdata motsvarade

20% risk, se Tabell 12 nedan.

Tabell 12. Cut-offtabell: % Accepterade ansokningar, % Risk for accepterade ansokningar
och vinst/ansokning pa valideringsdata for Ansats 3.

Acceptera om p <Min(p)
% Risk for
Antal % alla % Av
Antal | déliga | % |Accepterade| accepterade |maximal vinst
Min( p )Max( p lkontraktkontrakt| Risk ansokningar| ansokningar per ansékning|
0.72 1 1 1 100 99.8 333 -66.4%
0.7 0.72 2 1 50 99.5 33.2 -65.7%
0.68 0.7 4 2 50 98.9 33.1 -64.8%
0.66 0.68 3 1 333 98.4 33.1 -64.5%
0.64 0.66 5 1 20 97.6 33.2 -64.4%
0.62 0.64 4 3 75 96.9 32.9 -62.5%
0.6 0.62 10 4 40 95.3 32.8 -61.0%
0.58 0.6 12 9 75 93.4 32 -56.0%
0.56 0.58 12 9 75 91.5 31 -50.3%
0.54 0.56 14 8 57.1 89.2 30.4 -46.4%
0.52 0.54 10 5 50 87.6 30 -43.8%
0.5 0.52 14 6 42.9 85.3 29.7 -41.4%
0.48 0.5 14 5 35.7 83.1 29.5 -39.5%
0.46 0.48 19 7 36.8 80 29.2 -36.8%
0.44 0.46 20 9 45 76.8 28.6 -33.0%
0.42 0.44 22 9 40.9 73.2 28 -29.3%
0.4 0.42 31 15 48.4 68.2 26.5 -22.2%
0.38 0.4 34 14 41.2 62.7 25.2 -16.3%
0.36 0.38 27 11 40.7 58.4 24 -11.7%
0.34 0.36 31 9 29 534 23.6 -9.6%
0.32 0.34 29 11 37.9 48.7 22.2 -5.4%
0.3 0.32 32 10 31.3 43.5 21.1 -2.4%
0.28 0.3 30 9 30 38.7 20 0.0%
0.26 0.28 32 15 46.9 33.5 15.9 6.9%
0.24 0.26 28 5 17.9 29 15.6 6.4%
0.22 0.24 32 6 18.8 23.9 14.9 6.1%
0.2 0.22 30 5 16.7 19 14.4 5.3%
0.18 0.2 31 7 22.6 14 11.5 6.0%
0.16 0.18 24 0 0 10.2 15.9 2.1%
0.14 0.16 22 3 13.6 6.6 17.1 1.0%
0.12 0.14 14 3 21.4 4.4 14.8 1.1%
0.1 0.12 13 2 15.4 2.3 14.3 0.7%
0.08 0.1 8 0 0 1 333 -0.7%
0.06 0.08 4 2 50 0.3 0 0.3%
0 0.06 2 0 0 0 0 0.0%
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Forklaring till Tabell 12: Vi har efter att ha skattat p med modellen frdn Ansats 3 delat

upp valideringsdata i intervall om 2% (forsta 2 kolumnerna). For varje intervall har vi angivit
hur ménga kontrakt ingar och hur manga av dessa kontrakt dr daliga i det aktuella intervallet
(kolumn 3 och 4).

Kolumn 5: 7% Risk” ="Antal déliga kontrakt” / ”Antal kontrakt” i det aktuella intervallet.

Kolumn 6. "% Accepterade ansékningar”’: Denna kolumn anger hur stor andel av
laneansokningarna vi kommer att acceptera om vi sétter cut-off till min( p ) for det aktuella
intervallet, d.v.s. om vi véljer att avvisa alla ansokningar med p >min( p ) och acceptera alla
ansdkningar med p <=min( p).

”% Accepterade ansokningar” = “Antal kontrakt med p <min( p )” / ”Antal kontrakt”, dér
min( p ) dr angivet i Kolumn 1 och “antal kontrakt” = 620, d.v.s. alla kontrakt i
valideringsdatabasen.

Kolumn 7. % Risk for alla accepterade ansékningar”: Denna kolumn anger hur stor risk
vi kommer att ha i var laneportfolj om vi sétter cut-off till min( p ).

% Risk for alla accepterade ansokningar” = ”Antal déliga kontrakt med p <=min( p )"/
”Antal kontrakt med p <=min( p)”.

Kolumn 8. "% Av maximal vinst / ansokning”’: Detta virde anger hur stor del av den
maximala vinsten som erhélls om vi accepterar alla ansokningar med p <=max( p ) och
avvisar alla ansokningar med p >max( p ). Den maximala vinsten 4r definierad som den vinst
som skulle erhéllas om alla kontrakt i validerinsdatabasen skulle accepteras och inget av dessa
accepterade kontrakt skulle vara déligt.

% Av maximal vinst / ansokning” = "% Accepterade ansokningar” * [(100%-"% Risk
for alla accepterade ansokningar”) *1 — % Risk for alla accepterade ans6kningar” * 4)].

Hakparentesen i definitionen for ”% av maximal vinst / ansokning” anger den forvéntade
vinsten per kontrakt, dir faktorn 4 anger att forlusten fran ett daligt kontrakt dr fyra gdnger
storre 4n vinsten frén ett bra kontrakt.

Vi ser att den hogsta forvantade vinsten for Ansats 3 dr 6.9%, och att den uppnds nér vi
avvisar alla ansdkningar med p >0.26. Vi ser att for p <=0.26 géller mestadels att kolumn 5,

% Risk”<20%.

Motsvarande analys utférdes pa det generiska scorekortet pa valideringsdata. I stéllet for
p anvéndes “’score-podngen” fran det generiska scorekortet (se Tabell 1 for ett exempel). I
ovrigt var tillvigagangssattet analogt med ovan. Den hogsta forvintade vinsten for det
generiska scorekortet faststélldes till 3.0%.

Ansats 3 forvintas sdlunda ge c:a dubbelt sa stor vinst som det generiska scorekortet (6.9%
mot 3.0%). Viss forsiktighet ar tillrddig, da vi i vdra utrdkningar har anvént oss av

uppskattade viarden péa relativt fa data och vissa data uteslutits. Resultatet dr inte desto mindre
en indikation pd att vinsterna forvintas 6ka med det nya scorekortet.

skekosk
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Appendix - Alternativa ansatser

Under modelleringsarbetet provades ett antal alternativa metoder, vilka i korthet fortjénar
att omnidmnas. Resultaten frdn dessa modelleringsmetoder pd AR var inte tillrackligt
intressanta for att motivera en utforligare redovisning. Den intresserade ldsaren hénvisas till
litteraturen.

1. Datamatrisen X delades upp i tva olika dataset, X° och X' efter viirdet p4 en
indikatorvariabel i X . Tva logistiska regressionsmodeller utvecklades separat pa X’
respektive X'. Detta forfarande upprepades for alla indikatorvariabler, se Siddigi
(2006).

2. Stepwisealgoritmen modifierades genom att inkludera svagare variabler fore starkare
variabler i modellen, se Siddiqi (2006).

3. Vianviénde oss av alternativa algoritmer for modellering:

a. Fractional polynomial regression med hjélp av ett SAS-makro, se Hosmer och
Lemeshow (2000).

b. Generaliserade additiva modeller baserade pd kubiska splines. Vi anvdnde
paketet mgev i R, se Wood (2006).

c. Beslutstrdd. Vi anvénde ett programpaket kallat for QUEST, se Loh, och Shih
(1997).

4. Ett forsok med samspelsvariabler utfordes. Intervallvariabler omtransformerades till
intervallet [0,1]. Vi provade dérefter att inkludera de mest signifikanta samspelen. Da
antalet utvirderade samspel var mycket stort, >10.000, lyckades vi inte skilja de
samspel, som 0kade medel-AR vid korsvalidering fran brusvariabler.
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