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Sammanfattning

Under storre delen av 1900-talet har man i Sverige utjimnat dodlig-
heten med Makehamsfunktionen. I praktiken brukar observerade d6d-
ligheten ges i form av ettariga dédlighetssannolikheten ¢, medan man
vid anvidndande av Makehamsfunktioner utjdmnar dédlighetsintensite-
ten . istéllet, x representerar olika aldrar. Men nu har den sa kallade
Lee-Carter modellen anvénts for att skatta dodligheten.

I DUSO06 har undersokts hur den framtida dédligheten kommer att
bete sig. Med hjilp av Lee-Carter modellen med poissonférdelade d6ds-
fall och linjar extrapolering av ks-funktionen har svenska befolkningens
dodlighet prognostiserats fram till 2050. Dodlighetsestimeringen byg-
ger pa extrapolation dvs man tar hénsyn till historisk data for att
kunna prediktera kommande dédlighet. Syftet med det hér examens-
arbetet dr att skapa en uppfattning om felen i prognoser av framtida
dodlighet. Fordenskull har vi studerat historisk data med Lee-Carter
modellen och sedan jamfort detta med verkliga utfallet.

Slutsatsen av denna studie &r ju ldngre periods prognos man gor
over dodligheten desto mer 6kar osdkerheten i prognosen. Som max bor
man gora 20 ars prognos. 10 ars prognos ger basta prognosen. Men trots
att det ar osdkert att gora langtidsprognos 6ver dédligheten med Lee-
Carters modellen maste forsdkringsbolaget gora dodlighetsprognoser
cirka 50 ar framat.

*Postal address: Matematisk statistik, Stockholms universitet, SE-106 91, Stockholm,
Sweden. E-mail: teclu helen@hotmail.com. Handledare: Anders Bjoérkstrom



Abstract

During the 20" century the Makeham model was the most common model
that used to smooth the mortality in Sweden. Usually the observed mortality
gives in the form of ¢, while the Makeham function is used to smooth the
death rate u,, x represent different ages. But now the Lee-Carter model is
used to estimate the mortality.

Using the Lee-Carter model with Poisson deaths and linear extrapolating
of k(t)-function, we have predicted the Swedish population until 2050. The
mortality estimating is based on extrapolation,which means we consider the
historical data to predict the future mortality. The purpose with this paper
has been to get knowledge of the possible flaws Lee-Carter models of the fu-
ture mortality. By using Lee-Carter model we have studied historical data by
taking different variables as comparable variables in different periods of time.

The conclusion of these studies are that the longer periods of time you
predict the mortality the more insecure is the prognosis. As max you should
do 20 years prognosis with the Lee-Carter model. 10 years prognosis gives
the best prognosis. Even though insurance companies realize it is not a good
option to make long term prognosis because of the insecure mortality rate,
they do them.
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2 Introduktion

2.1 Syfte

I DUS06 har undersokts hur den framtida dodligheten kommer att bete sig.
Med hjalp av Lee-Carter modellen med Poisson-férdelade dédsfall och linjar
extrapolering av k;-funktionen har svenska befolkningens dddlighet progno-
stiserats fram till 2050.

Dodlighetsestimeringen bygger pa extrapolation d.v.s man tar hénsyn
till historisk data for att kunna prediktera kommande dddlighet. Syftet med
det hir examensarbetet dr att skaffa en uppfattning om felen i prognoser
av framtida dodlighet. For att skaffa en uppfattning om felet i prognoser av
framtida dédlighet har vi studerat historisk data med Lee-Carters modellen
och sedan jamfort detta med verkliga utfallet.

3 Metod och datamaterialet

3.1 Lee-Carter modell

Lee-Carters modell utvecklades i USA ar 1992,den anvénds for att estimera
de framtida dodsriskerna.

Lee-Carters modellen tar hénsyn till att dodlighetsintensiteten &r bero-
ende av alder och av aktuellt kalenderar. Trending av dodlighetsintensiteten
ingar alltsa explicit i grundmodellen. Lat u,(t) beteckna dodlighetsintensi-
teten for alder x under kalenderar t. Modellen beskrivs av

logus(t) = oz + Ky - Bs

I modellen ar a, en &aldersberoende term oberoende av tidenjf; mor-
talitetsindexfaktorn, vilken beror pa kalenderéart, och G, dr aldersberoende
term som miter respektive alders responshastighet i dédlighetsintensiteten
till fordndring i mortalitetsindexfaktor. Historiska data anvinds for att skat-
ta parametrarna o, k¢ och 5, (t<aktuellt kalenderar). Skattningarna av x;
och b, dr produkten sinsemellan dessa som ger tidsférdndringarna i den al-
dersspecifika dodligheten . Efter skattningarna avay,3, och trendfaktorn ¢
kan vi enkelt estimera framtida dédlighetsintensiteten genom att extrapolera
funktionen r(t).



Observera att Lee-Carters modell alltsa inte dr en kontinuerlig paramet-
risk funktion dér ett fatal parameter anpassas till den observerade dodlig-
hetsintensiteten p,(t), vilket &r fallet med Makehamfamiljen och den logis-
tiska familjen. Utgaende fran statistik for de T senaste aren skattas i Lee-
Carters modell ndmligen vektorernac, = [aq, ....., @y ),0z = [B1, -...., Bw] och
Kt = [Koo04—T+t,t = 0,1,...,T], d.v.s till varje alder x (maxalder w) svarar
det ett o, och ett 8, och till varje kalenderar t svarar det en trendfaktor ;.
Modellanpassingen ar dérfor att betrakta som férdelningsfri och Lee-Carters
modell antar ingen speciell form pa dodlighetsintensiteten, att jimforas med
den antagna exponentiella tillvixten i Makehamfamiljen. I Lee-Careter mo-
dellen tenderar man féljaktligen att skapa en tabell bestdende av utjimnade
och trend varianter av den observerade dddlighetsintensiteten. Trendestime-
ringen utnyttjar hela tidsserien av observationer fran startaret till slutaret,
vilket &r en virdefull egenskap.

Modellen antar att dédlighetsintensiteten Gver tiden drivs av enda tids
varierande parameter det vill sdga av mortalitetindexfaktorn. Dodlighetses-
timeringen bygger pa extrapolering det vill siga man tar hinsyn till infor-
mation som redan finns for att kunna forutspa kommande dodlighet.

Lee-Cartersmodell tar inte hdnsyn till trendbrott utan den bygger véldigt
mycket pa langa trender som antages fortsatta.

3.2 Datamaterialet

Datamaterialet som anvinds i detta arbete kommer fran www.mortality.org
hemsidan och bestar av befolkingsdata.

Befolkningsdata omfattar uppgifter om antal levande och antal doda i
den svenska befolkningen per alder (adldern mellan 20-90), kén och kalenderar
under perioden 1900-2000. For vissa kalenderar saknades antal levande for
bade mén och kvinnor .For dessa kalenderar har vi interpolerat datat.

Datamaterialet bestar av foljande observationer. For ett antal aldrar x
och ett antal kalenderar t har vi virden pa

N, (t)=antal individer som lever vid utgangen av kalenderaret t och fyller
x ar under kalenderéret t. Dessa individer ar fodda art — x.

D, (t)=antal individer som avlider under kalenderéret t och fyllde eller
skulle ha fyllt x &r under kalenderéret t. Dessa individer dr fodda art — x.

Risktiden for den x-ariga delen av populationen under kalenderar t de-
finieras som summan av den tiden som de individer som ar fodda under



kalenderar t-x bidrar med under kalenderaret t. Risktiden betecknas med
R, (t).

Risktiden uppskattas med medelvirdet av antal individer som var fod-
da ar t-x och som levde vid slutet av ar t-1 och antalet individer som var
fodda ar t-x och som levde vid slutet av ar t. Skattningen avR. () skrivs som

Rm(t) _ Nx—l(t _21) + Nx(t)

Antalet individer som avlider under kalenderér t det vill siaga D,(t) &r
binomialférdelat.Det skrivs som

Do(t) ~ Bin(Ny 1t — 1), ra(t))

Diar Ny_1(t — 1) = Ny (t) + D5 (t) och sannolikheten p,(t) &r enligt Lee-
Carter modellen lika med exp(a; + K¢ - 8z). Om vintevirdet av D, (t) det vill
sdga Ry (t) - g (t) > 10 kan vi approximera med en poissonfordelning. D4 ar
det om R, (t) - p(t) > 10, géller att

D;r(t) ~ appPo(Rx(t) ’ Mw(t))

déar véintevirdet for den stokastiska variabeln Dy (t) &r lika med Ry () -
f1z(t)-

4 Skattning av parametrarna i Lee-Carter med ML-
metoden

Vi skall nu hirleda skattningarna for parametervektorernao,x och § med an-
vindande av maximumlikelihoodmetoden. Likelihoodfunktionen skrivs som

tmaz Tmax

L,k 0) = [ TI P@«(t) =dul(t) =

t=tmin T=Tmin

tmaz  Tmaz (t)dz (t)

() A
= I 1II eAz()'W (1)

t=tmin T=Tmin
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dér d,(t) ar observerat virde av den stokastiska variabeln D,(t). Hér
har vi anvant A\, (t) vilket dr det forvantade virdet av D, (t) for att forhopp-
ningsvis forenkla lasbarheten.Utryckt i parametrarnacy, s, och 5, kan A;(t)
skrivas som

Ae(t) = E[Dy(8)] = Ra(t) - pa(t) = Ry(t) - e e 2)

Den normala proceduren att finna maximum for L-funktionen ar att forst
logaritmera likelihoodfunktionen och dér efter maximera den funktionen. Vi
far,efter ha samlat ihop konstanterna i en term,benfimnd konstant,

tmax Tmax

In[L(cg, kt, Bz)] = Z Z [—Az(t) + dy(t) - In(Az(t))] + konstant. (3)

t=tmin T=Tmin

Ersétter vi nu A\;(¢) med dess réitta uttryck i de aktuella parametrarna och
forenklar skrivsittet nagot far vi

InL = [~ Ro(t) - pa(t) + da(t) - In(Ro(t) - (1)) + konstant — (4)

x,t

vilket med anvindning av

Ae(t) = E[Dy ()] = Ra(t) - pa(t) = Ry(t) - e et (5)
kan skrivas,

InL = Z[—Rx(t) . eaz-&-ﬁt'ﬁz + dx(t) . (C% + Kyt - ﬁm)] + konstant (6)

z,t

Det ingen inskrinkning av modellen att anta att,till exempel,
=0
t

och

Zﬁmzl

Man kan illustrera att dessa normeringar ej paverkar u,(t) genom foljande
resonemang.

Betrakta en uppséttning godtyckliga virden pé ay,k¢ och (6;.0m vi nu
gor de linjara transformationerna o, = oy + ¢ - O,k = d - (ke —¢) och
B = B:/d far vi samma virde pé p,(t). Man kan diarfor vilja konstanterna



c och d efter behag.

Exempel 1: Med ¢=1 ", ¢ blir 3, s} = 0.
Exempel 2: Med d=)__ 3, blir >, =1

Exempel 3: Om man vill att o/,=p,(T') for ndgot sirskilt kalenderér T,
kan man sitta o, = pug(T), K} = Kkt — kr och B, = B,. Vi véljer hir restrik-
tionerna » , k¢ =0o0ch >, 3, =1

Den allménna teorin for detta maximeringsproblem kan formuleras pa
foljande siatt. For att hitta maximum fér denna funktion borde man bilda
gradientvektorn och andra-derivat-matrisen,och med en Newton-Raphson-
metodik iterativ séka sig fram till en maximumpunkt.

Vi har en endimensionell funktion f(x) av en k-dimensionell variabel x,
som uppfattas som en kolumnvektor. Vi betecknar gradientvektorn (som ock-
sd dr en kolumnvektor) i punkten x och g(x) och andra-derivat-matrisen i
punkten x med B(x). Taylorutveklig av funktionen och dess gradient i punk-
ten a har formen

f(x) = f(a) + g(a)' - (x—a)+ % - (z —a)" - B(a) - (z — a)+termer av
hogre ordning

+termer av hogre ordning

dér superindex T star fér transponering. Om matrisen B(a) dr positivt
eller negativ definit s& har den andragradsyta som representeras av de fors-
ta termerna i utvecklingen sin extrempunkt i den punkt dér gradienten &r
lika med noll, nimligen i punkten x = a — B(a) 'g(a). Newton-Raphson-
iterationen mot extrempunkt sker da genom att bilda en féljdx,, dir xg ar
en forsta gissning och 11 = 2, — B(x,) tg(xy).

Emellertid blir denna allménna metod réatt komplicerad. Andra-derivat-
matrisen har hég ordning och det stoter pa problem att berdkna dess invers.
I stéllet fungerar en forenklad iterationsmetod, dér man itererar en kompo-
nent av parametervariabeln i sénder. Vi bildar darfor



dinL B B ovetri(t)-ba i

dag Zt: [—Ra(t) - € + dx(t)], forallaz  (7)

dinL = — Oéac‘f‘ﬁz(t)'bg; ..

dr(t) ; [~ Ra(t) by - e + dy(t) - byl for allat  (8)

CZZL = [“Re(t) - k(t) - et Ot g () k(t)], forallaz  (9)
L ¢

Ekvationerna (7-9) kan med hjilp av tidigare inférda beteckningar skrivas
pa ett enklare sidtt. Genom att utnyttja (2), som anger vintevarde forD, (1),
far vi

dinL

o =D [da(t) = Aa(0)], for alla o
vy -
L
j:ét) = [do(t) = Xa()] - bu, for alla t
dinL
dZ =D [da(t) = Ae(®)] - (1), for alla o
r t
P& samma sitt fas andra derivatorna
Link Z)‘ (t) for alla z
T2 T T z\l), T
daz -
d’InL
WT&) == b, for alla ¢
d’InL
Tg; == K()- AalD), for alla @

[terationen sker nu steg for steg genom att givet virden ay, k(t) och by
som uppfyller bivillkoret ), x; = 0 och >, [, = 1 forst bilda preliminéra
nya varden givna av
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2ot da(t) = Aa ()]
2 Aa(t)
2 e () x(t)] b

Gy =g+ h-

R(t) = k(t) + h -

By =B +h-

Hér har i iterationen infoérts en steglangdsparameter h. Orsaken &r att
den riktiga iterationen utnyttjar inversen av andraderivatsmatrisen. Den ger
ett samlat virde pa krokningen av den yta som representeras av den funktion
som ska maximeras.Andraderivatan med avseende pa enskild variabel ar ett
matt pa krokningen i just den variabels riktning. Denna krokning kan vara
mycket mindre(vilket motsvarar stérre krokningsradie), vilket i sin tur leder
till att extremvirde forlaggs ldngre bort. Parametern h ges darfor ett virde
som dr mindre &n 1.

Darefter normeras de preliminéra virdena pa sitt som angivits ovan, s att
bivillkoren uppfylls. De nya véirdena for ay, k(t) och b, i iterationen blir
darfor

dér

:MH

och

d:Zl;x

Skattningarna utférdes i Matlab. I tillimpningarna h valdes till 0.1 och
0.01. Tillracklig noggrannhet uppnas da normalt efter 340-1800 iterationer.
I figur 1-6 har vi skattningen av parametrarna o {6r perioden 1980-1990.5
for perioden 1900-1920 och k for perioden 1980-1990.
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Figur 1: Skattningen av alfa for mdn éldern mellan 20-90 ér, kalenderdr 1980-1990
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Figur 2: Skattningen av alfa for kvinnor éldern mellan 20-90 dr, kalenderdr 1980-

1990
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Figur 3: Skattningen av beta for man dldern mellan 20-90 ér, kalenderdr 1910-1920
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Figur 4: Skattningen av beta for kvinnor dldern mellan 20-90 ar, kalenderdr 1910-
1920
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Figur 5: Skatiningen av kappa for mdan daldern mellan 20-90 ér, kalenderdr 1980-
1990
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Figur 6: Skattningen av kappa for kvinnor dldern mellan 20-90 ér, kalenderdr 1980-
1990
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I figur 1 och 2 ovan visas den fOrsta parametern i Lee-Carters modell
ay. Parametern a, &r nistan réta linjen och det visar att dédligheten kan
beskrivas vil med Makeham-modellen, dir dédligheten vixer exponentiellt
med aldern. Lutningen av kurvorna féréindras med Skande alder. Bade for
man och kvinnor ar a, forhallandevis instabilt fram till 55-arsdldern. Fran
figur 1 och 2 ser vi att a, dkar med aldern for bade mén och kvinnor, men
den &r nagot ligre for kvinnor dn fér mén, vilket &ven stimmer vil med den
empiriska dodlighetsintensiteten.

Kurvorna 6ver §,-termen dr mycket oregelbundna. Modellens 3, — term
kan tolkas som genomslaget av trendfaktorn x(¢) i olika &ldrar. Ju hogre
(e desto storre genomslag har trendfaktorn. Da k(t) dr avtagande, vilket
framgér av figur 5 och 6 kommer saledes dédlighetsintensiteten att minska
mer over tiden i aldrar med hoga G,-viarden &n sddana med lagre. Kurvorna
over k(t) visar att kvinnors dodlighet avtar langsammare med kalenderar &n
mans.

Figur 3-4 visar att trenden i dodligheten kommer att variera bade bero-
ende pa kon och alder. Vi kan se att trenden har ett mer jamnt genomslag
over olika aldrar for mén dn kvinnor. Kvinnor har en hégre minskning &n
mén i dldrarna 30-45 &r. Déremot var minskningen av dédligheten hogre for
méan i aldrarna 45-90 ar.

Skattningarna av parametrarna i Lee-Carters modellen &r olika for oli-
ka kalenderar och aldrar. Till exempel skattningen avx bade for mén och
kvinnor for perioden 1910-1920 som vi ser i figur 7-8 hir nedan. Kurvorna
over w; ar oregelbundna. Forklaringen till den ar spanska sjukan. Dédlighe-
ten férdubblas pa grund av sjukdomen. Spanska sjukan var en svar epidemi
av influensa som brét ut i Madrid 1918, under slutet av férsta vérldskriget.
Forsta fallet av spanska sjukan konstaterades i Sverige vid midsommar av
1918. Antal déda personer under 1918 var 104 591 jamfort med 1917 som
var 77 385.

15
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Figur 7: Skattningen av kappa for mdan dldern mellan 20-90 ér, kalenderdr 1910-
1920

25

kappa

_5 I I I I
1910 1912 1914 1916 1918 1920
kalenderar

Figur 8: Skattningen av kappa for kvinnor dldern mellan 20-90 ér, kalenderdr 1910-
1920
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Genom att sdtta samman dem skattade parameterarna (o,,3; och k(1)) 1
Lee-Carters modellen fas den logaritmerade dédlighetsintensiteten for alder
x och kalenderar t.

5 Jamforelsevariabler

Som tidigare ndmnts &r syftet att skaffa en uppfattning om felet i prognoser
av framtida dodlighet. For den skull studerar vi i detta arbete historisk da-
ta med Lee-Carters modellen och sedan jamfora detta med verkliga utfallet
genom att ta nagra jamforelsevariabler. Som jamforelsevariabler har vi valt

1) Skatta u,(t) genom att anvinda observationer fran lika manga ar bakat
i tiden som sedan ska skattas i framtiden och jamféra det med verkliga fallet.

2) Vad é&r skillnaden mellan den skattade sannolikheten att en x-arig in-
divid avlider i ett givet aldersintervallet givet att individen lever vid x och
verkliga fallet.

3) Hur mycket skulle forsikringsbolaget ta ut i premie for olika forsak-
ringar med den skattade fi,(t) och verkliga fallet.

For dem ovan ndmnda jimforelsevariabler gor vi tio ars,tjugo ars och
fyrti rs prognoser och ser sedan hur mycket det skiljer sig fran verkliga ut-
fallet. Dar dven jamféra dem tre olika periodernas prognoser for att se om
felet okar eller minskar ndr man gor langa periodisk prognoser.

5.1 Jamf6relse mellan den skattade /i, (f) och den verkliga
utfallet

Dodlighetsestimeringen bygger pa att extraplation d.v.s man tar hinsyn till
historisk data for att kunna prediktera kommande dédlighet. Parametrarna
i Lee-Careters modellen skattas med hjélp av historisk data. Fér att utfora
dem tre olika periodiska prognoser som nidmns ovan, skattar vi paramet-
rarna i Lee-Carters modellen (ag,0; och k) utifrdn data fran intervallet
t=|T,T+t1]|,dér T=1900-2000 och t1 &r lika med tio for tio ars prognos, tju-
go for tjugo ars prognos och fyrti for fyrti ars prognos.

Med hjilp av de skattade parameterarna kan vi nu ga bakat i tiden och
estimera dodlighetsintensiteten . () genom att anvinda observationer fran
lika manga ar bakat i tiden som sedan ska skattas i framtiden for dem tre
olika prioderna. Modellen antar att dodlighetsintensiteten 6ver tiden drivs
av enda tidsvarierande parameter d.v.sk;. Utifran den skattade x(t) skattar
vi en linje trend med minsta-kavadratmetoden( se figur 9). Den skattade

17



trenden i £(t) anvinds i prognosen.

I figur 9 har en linje trend skattas med minsta-kavadratmetoden utifran den
skattade x(t), t for perioden 1980-2000. Detta dr for tio ars prognos for
kvinnor. Fér dem o6vriga prognosen beter sig den skattade trenden ik(t)
ungefir pa samma séitt bade féor mén och kvinnor.

_7 1 L Il
1980 1985 1990 1995 2000
t

Figur 9: Skattningen av kappa for kvinnor dldern mellan 20-90 ér, kalenderdr 1980-
1990

Darur bildas prognostiserade pl(z) = iz, t) = explay + By - k(T)] for
nagot intervall som ligger utanfér det intervallet | T, T+t1| dar vi skattar pa-
rametrarna o, Oy och k().

Skattningen av den verkliga observerade dédligheten i den ursprungliga
datamaterialet vid tidpunkten T &r p2(x)=p = % diar D ar antal doda in-
divider och R é&r risktiden. Vi har ju sett tidigare att skattningen av R &r
Ry (t) = NestUZDENe() oy gt N,y (£ — 1) = Ny (t) + Dy (t), da &r det j ér
antal doda genom medeltalet hur ménga som lever under aret,

Dy (1)

Dy (t
Nx(t> + %

o=

Nu kan vi utfora jamforelsen mellan den skattade doédlighetsintensiteten
pul(z) och verkliga utfallet p2(x) genom att plota dem i samma graf. Vi
borjar med att gora tio ars prognos for dem tre olika jamforelse variablera.
I figur 10-27 nedan har vi den observerade och skattade dodlighetsintensite-

18



ten, bade for mén och kvinnor aldern mellan (20-90) ar.

0.45 T
skattad
0.4} *  observerad|

:. o o e <
20 30 40 50 60 70 80 90

Figur 10: Observerad p.(t) 1920 och skattad frin 1900-1910,f6r mdin
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Figur 11: Observerad p.(t) 1930 och skattad fran 1910-1920,f6r mdin
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Figur 12: Observerad . (t) 1940 och skattad fran 1920-1930,for min
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Figur 13: Observerad p.(t) 1950 och skattad fran 1930-1940,f6r mdin
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Figur 14: Observerad p,(t) 1960 och skattad fran 1940-1950,f6r mdn
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Figur 15: Observerad p.(t) 1970 och skattad fran 1950-1960,f6r mdin
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Figur 16: Observerad p.(t) 1980 och skattad fran 1960-1970,f0r min
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Figur 17: Observerad p.(t) 1990 och skattad frin 1970-1980,f6r mdin
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Figur 18: Observerad p,(t) 2000 och skattad fran 1980-1990,f6r mdin
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Figur 19: Observerad p.(t) 1920 och skattad frin 1900-1910,for kvinnor
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Figur 20: Observerad p,(t) 1930 och skattad 1910-1920,for kvinnor
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Figur 21: Observerad p.(t) 1940 och skattad frin 1920-1930,f6r kvinnor
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Figur 22: Observerad p,(t) 1950 och skattad frin 1930-1940,for kvinnor
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Figur 23: Observerad p.(t) 1960 och skattad fran 1940-1950,f6r kvinnor
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Figur 24: Observerad . (t) 1970 och skattad fran 1950-1960,for kvinnor
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Figur 25: Observerad p.(t) 1980 och skattad frin 1960-1970,f6r kvinnor
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Figur 26: Observerad p,(t) 1990 och skattad frin 1970-1980,f6r kvinnor
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Figur 27: Observerad p.(t) 2000 och skattad frin 1980-1990,for kvinnor

Den prognotiserade dodlighet paverkas framst av trenden och vilken in-
verkan den har i olika aldrar, det vill siga kombinationen av virden pa S,
och k(t). Parameteren o, sitter startniva pa doédlighet. I figur 11 och 20
kan vi se hur skattningen av k¢ i figur 7-8 f6r bade mén och kivinnor pé-
verkar prognosen. Modellen 6verskattar dédligheten redan vid laga aldrar.
Dodligheten bade hos mén och kvinnor, aldern mellan 20 till ungefar 75 &r
overensstdmmer mellan observerade data och skattade doédlighet. Darimot
vid hogre aldrar &n 75 minskar 6verensstdmmelsen. Detta kan bero pa att
det ar for fa observationer vid hoga aldrar.

5.2 Sannolikheten att man avlider i ett visst Aldersintervall

En annan jamforelsetal &r att titta pa skillnaden mellan den skattade sanno-
likheten att en x-&rig individ avlider i intervallet (x,x-+h) dir h>0, givet att
individen lever vid x,det vill siga P[T' < x + h | T > x| dér T &r individens
livsldngd.

Fordenskull bildar vi éverlevelsefunktionen £(x),20 < z < 90. Overlevel-

sefunktionen &r sannolikheten for en x-arig individ att leva ytterligare t ar.
Vi har formeln
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() = eap(~ /O " (y)dy)

Men nu har vi p(x) bara fran x=20, s vi kan bara fa fram

U(z) = exp(—/ w(y)dy),for 20 < z < 90
2

och den kan vi approximera med trapetsformeln enligt féljande:

U(x) p(20) + p(z) | )
=exp | ————— + w(y) | for 20 < 2 <90
£(20) 2 y;1 o

Nu kan vi bilda denna funktion for alla x med 20 < = < 90 fér bada
dodlighetsfunktionerna pl och p2. Vi kallar % for g(x), s vi har gl(x)

och g2(x). Da har vi

Pla<T, <t = tla) = £b) _ gla) —g(b) _ . @7

t(a) g(a) g(a)

fér nagot virde pa a och b.

Med hjilp av ovan staende formel kan vi nu bilda dem sannolikheten
som vi ska jamfora for de bada dédlighetsfunktionerna pl och p2. Vi har
bestdmt oss for att studera sannolikheten att en individ avlider i denna al-
dersintervall P[30 < T < 50 | T > 30], P[50 < T < 65 | T > 50] och
P[65 <T <80 | T > 65].

Fran tabell 1-2 kan observeras att dodligheten minskar ju lingre fram i
tiden vi kommer. Minskningen av dédligheten beror pa forbéttrade levnads-
forhallande och livsstil. Mediciniska utveckligen har ocksé spelat en stor roll i
minskningen av dédligheten. Denna utveckling antas fortsitta dven i framti-
den. Vi kan dven observera att kvinnor har lagre sannolikhet att d6 &n mén.
Relativa felet for méin respektive kvinnor &r mindre for aldern 65 &r jAmfort
med aldern under 65 ar. Figuren 27 och 28 nedan visar relativa felet for mén
repektive kvinnor, dér vi ser att metoden Overskattar sannolikheten att en
individ avlider i dem olika aldersintervallerna for kvinnor. Metoden 6verskat-
tar sannolikheten att en individ avlider i aldersintervallet (30,50) givet att

29



man lever vid 30 ar, f6r man. Daremot underskattar metoden sannolikheten
for aldersintervall (50,65) och for &ldersintervall (65,80) varken Gverskattar
eller underskattar metoden sannolikheten.

Att metoden Gverskattar sannolikheten att man avlider i dem givna al-
dersintervall betyder att i verkligheten ar sannolikheten ligre och minskar
med tiden. Detta har bade fér och nackdel for forsikringsbolaget. Nackede-
len &r om individen tecknar en livsrdnta forsdkring, d& ar effekten negativ
for forsdkringsgivaren men diremot om individen tecknar en dédsfalls for-
sikring kan hinda att forsékringsgivaren tar ut mycket i premien, da kan
forsdkringsgivaren ldmna tillbaka pengarna som aterbaring om forsidkring-
en ar berdttigade till aterbdrning. Nar metoden underskattar sannolikheten
galler det tvartom.
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Period Skattat P | Verklig P | Relativa felet
1900-1910—1920 | P[30< T'<50| T>30] | 0,1243 0,1204 0,0322
P[50< T'<65| T>50] | 0,1802 0,1846 —0,0238
P[65< T'<80| T>65] | 0,5270 0,5604 —0,0596
1910-1920—1930 | P[30< T'<50| T>30] | 0,1627 0,0966 0,6843
P[50< T'<65| T>50] | 0,2085 0,1821 0,1452
P[65< T'<80| T>65] | 0,5639 0,5600 0,0068
1920-1930—1940 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0879 0,0693 0,2689
P[50< T'<65| T>50] | 0,1771 0,1694 0,0456
P[65< T'<80| T>65] | 0,5490 0,5506 —0,0030
1930-1940—1950 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0619 0,0457 0,3555
P[50< T'<65| T>50] | 0,1649 0,1389 0,1866
P[65< T<80| T>65] | 0,5486 0,5276 0,0398
1940-1950—1960 | P[30< T'<50| 7>30] | 0,0330 0,0340 —0,0304
P[50< T'<65| T>50] | 0,1254 0,1103 0,1375
P[65< T<80| T>65] | 0,5066 0,4760 0,0643
1950-1960—1970 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0249 0,0300 —0,1722
P[50< T'<65| T>50] | 0,0846 0,0940 —0,0996
P[65< T'<80| T>65] | 0,4225 0,4069 0,0382
1960-1970—1980 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0294 0,0278 0,0557
P[50< T'<65| T>50] | 0,0808 0,0852 —0,0523
P[65< T'<80| T>65] | 0,3553 0,3488 0,0185
1970-1980—1990 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0250 0,0244 0,0264
P[50< T'<65| T>50] | 0,0757 0,0805 —0, 0600
P[65< T<80| T>65] | 0,2989 0,3202 —0, 0667
1980-1990—2000 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0243 0,0188 0,2942
P[50< T'<65| T>50] | 0,0795 0,0701 0,1336
P[65< T<80| T>65] | 0,3048 0,2728 0,1169

Tabell 1: Sannolikheten att en individ avlider i &ldersintervall ,(30,50),(50,65)

och (65,80) kvinnor
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Period Skattat P | Verklig P | Relativa felet
1900-1910—1920 | P[30< T'<50| T>30] | 0,1224 0,1279 —0,0429
P[50< T'<65| T>50] | 0,2206 0,2244 —0,0167
P[65< T'<80| T>65] | 0,5886 0,6190 —0,0491
1910-1920—1930 | P[30< T'<50| T>30] | 0,1871 0,1063 0,7605
P[50< T'<65| T>50] | 0,2519 0,2153 0,1696
P[65< T'<80| T>65| | 10,6418 0,6133 0,0465
1920-1930—1940 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0919 0,0833 0,1037
P[50< T'<65| T>50] | 0,2117 0,2137 —0,0093
P[65< T'<80| T>65] | 0,6160 0,6443 —0,0438
1930-1940—1950 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0717 0,0565 0,2694
P[50< T'<65| T>50] | 0,2209 0,1839 0,2011
P[65< T'<80| T>65| | 0,6763 0,6033 0,1209
1940-1950—1960 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0417 0,0505 —0,1749
P[50< T'<65| T>50] | 0,1725 0,1747 —0,0126
P[65< T'<80| T>65] | 0,5758 0,5915 —0,0265
1950-1960—1970 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0462 0,0510 —0,0929
P[50< T'<65| T>50] | 0,1546 0,1684 —0,0818
P[65< T'<80| T>65] | 0,5632 0,5624 0,0015
1960-1970—1980 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0550 0,0521 0,0557
P[50< T'<65| T>50] | 0,1656 0,1708 —0,0306
P[65< T'<80| T>65] | 0,5596 0,5633 —0,0067
1970-1980—1990 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0526 0,0392 0,3411
P[50< T'<65| T>50] | 0,1707 0,1406 0,2142
P[65< T<80| T>65] | 0,5681 0,5129 0,1076
1980-1990—2000 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0332 0,0301 0,1028
P[50< T'<65| T>50] | 0,1224 0,1055 0,1595
P[65< T'<80| T>65] | 0,4659 0,4350 0,0709

Tabell 2: Sannolikheten att ett individ avlider i aldersintervall,(30,50),(50,65)

och (65,80) mén
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Figur 28: Relativa felet for sannolikheten att en individ avlider i dldersintervall
(30,50) ringen,(50,65) ggr och (65,80) plus,kvinnor
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Figur 29: Relativa felet for sannolikheten att en individ avlider i dldersintervall
(80,50) ringen, (50,65) ggr och (65,80) plus,mdin
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5.3 Premien

Hér ska vi understka hur mycket férsdkringsbolaget skall ta ut i premie fran
en x-arig individ som &r forsdkrad, for olika forsdkringar med den skattade
fiz(t) och verkliga fallet. Vi har tagit tva forsikringar som har mest med do-
den att gora, uppskjuten temporar livranta och kapitalférsikring for dédsfall.

Uppskjuten temporér livrdnta innebér att, fran forsdkringsbolaget beta-
las det ut ett konstant belopp k per ar med bérjan efter m ar s lange som
den forsdkrade lever, dock langst i s ar. Forsdkringsbeloppet betalas med
andra ord ut under &ldersperioden (x+m,x+m+s) under forutsittningen att
individen lever i intervallet.

Kapitalforsikring for dédsfall innebér att, fran forsdkringsbolaget betalas
det ut 1 krona da den forsikrade avlider under forutsittning att det intraf-
far senast d& den férsdkrade uppnéatt aldern z. Fran forsdkringsbolaget gors
alltsa enbart en engangsutbetalning.

Berdkningen som ska goras har nu &r kapitalvirdet. Kapitalviardet av en
utbetalning ar véntevdrdet av nuvdrdet av utbetalningen diskonterad med
avseende pa rdntan och dodlighet. Fordenskull bestdmmer vi kommutations-
funktionerna D(x), N(x) och M(x). D(X) ar de levandes diskonterade tal,
N(x) ar summan av de levandes diskonterade tal och M(x) &r summan av de
avlidnas diskonterade tal.

N(z) = / " Dy,

M(x) = / D (1)t

dér x> 0 och § = 0,02.
Med hjélp av Euler-Maclaurins summationformel kan N(x) skrivas som

Dg”) - %(ux +5)D(x).

M(x) kan skrivas som, M(x)=D(x)-0N(x).
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Med de ovanstéaende kommutationsfunktionerna kan vi nu berdkna ka-
pitalvirdet for uppskjuten temporir livrinta och kapitalforsikring for déds-
fall. Vi boérjar med att berdkna kapitalvirdet for uppskjuten temporar liv-
ranta. Betrakta aldern (x=30 och x=45) f6r tva individer som dr forsakrade.
Om individen &r 30 ar gammal betalar han premie i 35 &r (m=35), efter
65 far han utbetalningar i 15 &r (s=15) om individen &r vid liv, dvs utbe-
talningen sker i aldersintervallet (65,80) och om individen &r 45 &r gammal
betalar han premie i 20 &r (m=20), efter 65 far han utbetalningar i 15 &r
(s=15) om individ &r vid liv, dvs utbetalningen sker i aldersintervall (65,80).
Arspremien for uppskjuten temporira livranta for x—=30 ges av

och enganspremien ges av

~N(65) - N(80)
E =560

Arspremien for kapitalforsikring for dodsfall, x=30 ges av

Enganspremien for kapitalforsikring for dodsfall, x=30 ges av

 M(30) — M(65)
D(30)

Arspremien for uppskjuten temporira livrinta for x=45 ges av

och enganspremien ges av

_ N(65) — N(80)
E= D(45)
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Arspremien for kapitalforsdkring for dédsfall, x=45 ges av

Enganspremien for kapitalforsikring for dodsfall, x=45 ges av

E =

M (45) — M(65)

D(45)

I Tabellen 3-6 och figur 30-31 har vi relativa felet till de tva olika for-
sdkringarna, for de olika aldrarna. Om relativa felet &r storst eller minst {6r
de olika aldrarna dr svart att sdga, for det varierar mycket. Relativa felet
for uppskjuten temporér livrdnta for kvinnor i figuren 30 nedan ser vi att
metoden underskattar premien for bada aldrarna men diaremot Gverskattar
premien for kapitalforsikringen for bada aldrarna. I figur 31 ser vi att meto-
den 6verskattar arspremien och underskattar engangspremien fér uppskjuten
temporir livrinta for bada aldrarna for mén. Arspremien for Kapitalforsik-
ringen for dédsfall overskattas for aldern 45 och underskattas for aldern 30
men diaremot Gverskattar metoden engdngspremien fér bada alderarna.

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for aldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45

1900-1910—1920 0,0157 0,0453 0,0181 0,0462

1910-1920—1930 —0, 0626 —0,1137 —0,0357 —0, 0529
1920-1930—1940 —0, 0069 —0,0579 0,0019 —0, 0419
1930-1940—1950 —0,0581 —0,0544 —0,0481 —0,0423
1940-1950—1960 —0,0391 —0, 0982 —0,0374 —0,0983
1950-1960—1970 —0, 0228 —0,0712 —0,0271 —0,0768
1960-1970—1980 0.0054 —0,0076 0,0054 —0,0061
1970-1980—1990 0,0168 0,0218 0,0168 0,0228

1980-1990—2000 —0, 0286 —0,0308 —0,0258 —0, 0262

Tabell 3: Relativa felet av drspremie och engdngspremie for uppskjuten temporir

livrdnta, kvinnor
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Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for dldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45
1900-1910—1920 0,0076 0,0065 0,0109 0,0084
1910-1920—1930 0,4555 0,3733 0,1983 0,1745
1920-1930—1940 0,1507 0,1332 0,0781 0,0700
1930-1940—1950 0,2686 0,2496 0,2253 0,2095
1940-1950—1960 0,0888 0,0872 0,1123 0,1085
1950-1960—1970 —0,1389 —0,1335 —0,0916 —0, 0876
1960-1970—1980 —0.0163 —0,0168 —0,0426 —0,0416
1970-1980—1990 —0,0290 —0,0293 —0,0519 —0,0512
1980-1990—2000 0,1875 0,1819 0,1339 0,1307

Tabell 4: Relativa felet av drspremie och

dédsfall, kvinnor

engangspremie for kapitalforsikring for

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for aldern 30 | for aldern 45 | f6r aldern 45
1900-1910—1920 0,0242 0,0547 0,0568 0,0477
1910-1920—1930 —0,0912 —0,1754 —0,0586 —0,1054
1920-1930—1940 0,0054 0,0269 0,0065 0,0333
1930-1940—1950 —0,0818 —0,1372 —0,0702 —0,1267
1940-1950—1960 0,0181 0,0643 0,0156 0,0615
1950-1960—1970 —0,0047 —0,0948 —0,0109 —0,1054
1960-1970—1980 0.0083 0,0662 0,0126 0,0845
1970-1980—1990 —0,0770 —0,1180 —0,0671 —0,1116
1980-1990—2000 —0,0350 —0, 0496 -0, 0326 —0,0449

Tabell 5: Relativa felet av drspremie och

hwrdnta, man

engdangspremie for uppskjuten tempordr

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for dldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45
1900-1910—1920 0,0870 —0,0309 —0,0137 —0,0126
1910-1920—1930 0,5110 0,4025 0,2272 0,1951
1920-1930—1940 —0,0807 0,0246 —0,000967 0,00017
1930-1940—1950 —0,1374 0,2117 0,2114 0,1934
1940-1950—1960 —0, 3880 —0, 0632 —0, 0609 —0,0580
1950-1960—1970 —0,4067 —0, 0604 0,000179 0,0041
1960-1970—1980 —0.3240 0,0317 —0,0778 —0,0761
1970-1980—1990 —0, 3498 0,2406 0,2554 0,2364
1980-1990—2000 —0,5522 0,1456 0,1210 0,1184

Tabell 6: Relativa felet av drspremie och engdngspremie for kapitalforsikring for

dédsfall, mdn
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Figur 30: Relativa felet for bada forsikringarna(ringen for =30 och ggr for x=45),
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Figur 31: Relativa felet for bada forsikringarna(ringen for x=380 och ggr for
x=45),man
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6 Langperiodska prognoser

Det man &r intresserad av ar egentligen att gora langtids prognos 6ver dod-
ligheten med Lee-Carters modellen. Fragan &r hur bra dverensstdmmer pro-
gnosen med verkligheten. Med hjilp av jamf{orelsevariabler som anvinds ovan
ska vi gora 20 och 40 ars prognos.

6.1 20 ars prognos

Skattningen av dodlighetsintensiteten gors precis pa samma sétt som 10 ars
prognos for 20 ars prognos. Figur 32-38 nedan visar att skattningen av dod-
ligheten &verensstammer ganska bra for aldern under 65 med den observerade
dédligheten for mén men daremot f6r aldern 6ver 65 antingen Gverskattar
eller underskattar metoden dodligheten. For kvinnor ser vi fran figur 39-
45 att den skattade dodligheten Gverenstdmmer ganska bra fram till aldern
ungefir 70 men for aldern 6ver 70 antingen &verskattar eller underskattar me-
toden dodligheten. Jamfort med 10 ars prognosen sa har anpassningen med
den observerade dddlighet for 20 ars prognosen har minskat ganska mycket.
Minskningen &r lagre fér kvinnor dn for mannen. Det verkar som att ju lang-
re periods prognos man gor over doédligheten desto mer Gkar osidkerheten i
progunosen.
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Figur 32: Observerad p,(t) 1940 och skaitad fran 1900-1920,f6r mdn
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Figur 33: Observerad p.(t) 1950 och skattad fran 1910-1930,f6r mdn

0.4 ‘
skattad
*  observerad

e —

0.35f

0.25F

0.15

0.05

20 30

Figur 34: Observerad . (t) 1960 och skattad frin 1920-1940,for min
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Figur 35: Observerad . (t) 1970 och skattad frin 1930-1950,f6r mdn
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Figur 36: Observerad p,(t) 1980 och skattad fran 1940-1960,f6r mdn
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Figur 38: Observerad p,(t) 2000 och skattad fran 1960-1980,f6r mdn
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Figur 39: Observerad .. (t) 1940 och skattad fran 1900-1920,fér kvinnor
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Figur 40: Observerad p.(t) 1950 och skattad fran 1910-1930,for kvinnor
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Figur 41: Observerad p,(t) 1960 och skattad frin 1920-1940,for kvinnor
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Figur 42: Observerad p1,(t) 1970 och skattad fran 1930-1950,for kvinnor
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6.1.1 Sannolikheten att en individ avlider i dldersintervallet (30,50),(50,65)
och (65,80)

Period Skattat P | Verklig P | Relativa felet
1900-1920—1940 | P[30< T'<50| T">30] 0,1376 0,0693 0,9864
P[50< T'<65| T>50] 0,1983 0,1694 0,1704
P[65< T'<80| T>65] 0,5674 0,5506 0,0304
1910-1930—1950 | P[30< T'<50| T">30] 0,0777 0,0457 0,7001
P[50< T'<65| T>50] 0,1695 0,1389 0,2199
P[65< T'<80| T>65] 0,5499 0,5276 0,0423
1920-1940—1960 | P[30< T'<50| T">30] 0,0533 0,0340 0,5666
P[50< T'<65| T>50] 0,1637 0,1103 0,4842
P[65< T'<80| T>65] 0,5677 0,4760 0,1927
1930-1950—1970 | P[30< T'<50| T">30] 0,0239 0,0300 —0,2024
P[50< T'<65| T>50] 0,1043 0,0940 0,1027
P[65< T'<80| T>65] 0,4608 0,4069 0,1324
1940-1960—1980 | P[30< T'<50| T">30] 0,0147 0,0278 —0,4697
P[50< T'<65| T>50] 0,0743 0,0852 —0, 1287
P[65< T'<80| T>65] 0,4209 0,3488 0,2067
1950-1970—1990 | P[30< T'<50| T'>30] 0,0191 0,0244 —0,2141
P[50< T'<65| T>50] 0,0608 0,0805 —0,2451
P[65< T'<80| T>65] 0,3175 0,3202 —0,0081
1960-1980—2000 | P[30< T'<50| T">30] 0,0233 0,0188 0,2420
P[50< T'<65| T>50] 0,0641 0,0701 —0, 0860
P[65< T'<80| T>65] 0,2461 0,2728 —0,0979

Tabell 7: Sannolikheten att en individ avlider i ett vist aldersintervall, kvin-
nor
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Period Skattat P | Verklig P | Relativa felet
1900-1920—1940 | P[30< T'<50| T>30] | 0,1602 0,0833 0,9241
P[50< T'<65| T>50] | 0,2489 0,2137 0,1647
P[65< T'<80| T>65] | 0,6456 0,6443 0,0020
1910-1930—1950 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0790 0,0565 0,4002
P[50< T'<65| T>50] | 0,2022 0,1839 0,0990
P[65< T'<80| T>65] | 0,6028 0,6033 0,00086
1920-1940—1960 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0640 0,0505 0,2673
P[50< T'<65| T>50] | 0,2013 0,1747 0,1522
P[65< T'<80| T>65] | 0,6662 0,5915 0,1263
1930-1950—1970 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0343 0,0510 -0, 3275
P[50< T'<65| T>50] | 0,1562 0,1684 —0,0722
P[65< T'<80| T>65| | 0,5448 0,5624 —0,0312
1940-1960—1980 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0290 0,0521 —0,4432
P[50< T'<65| T>50] | 0,1384 0,1708 —0,1894
P[65< T'<80| T>65] | 0,5480 0,5633 —0,0271
1950-1970—1990 | P[30< T'<<50| T>30] | 10,0447 0,0392 0,1399
P[50< T'<65| T>50] | 0,1585 0,1406 0,1274
P[65< T'<80| T>65] | 0,5591 0,5129 0,0901
1960-1980—2000 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0593 0,0301 0,9713
P[50< T'<65| T>50] | 0,1701 0,1055 0,6116
P[65< T'<80| T>65] | 0,5518 0,4350 0,2683

Tabell 8: Sannolikheten att en individ avlider i ett vist aldersintervall, mén

48




1
@]
o}
0.5 * b
a
E * + +
¥
| +
of n ]
% *
© K o
05 ‘ ‘ . O ‘
1900 1920 1940 1960 1980 2000
kalenderar

Figur 46: Relativa felet for sannolikheten att en individ avlider i dldersintervall
(30,50) ringen,(50,65) ggr och (65,80) plus,kvinnor
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Figur 47: Relativa felet for sannolikheten att en individ avlider i dldersintervall
(80,50) ringen, (50,65) ggr och (65,80) plus,mdin
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I figur 46 ser vi att metoden underskattar sannolikheten att en individ av-
lider i aldersintervallet (30,50), ddremot Gverskattar metoden sannolikheten
for alderintervallet (50,65) och (65,80) for kvinnor. Fér mén som vi kan se i
figur 47 dverskattar metoden sannolikheten for alla tre ddersintervall. Om vi
jamfor resultatet med 10 ar prognos sa ser vi att underskattningen och 6ver-
skattningen varierar slumpmassigt for badde méan och kvinnor. Detta betyder
att metoden inte 6verskattar eller underskattar sannolikheten systematiskt.

6.1.2 Relativa felet for uppskjuten temporir livrinta och kapital-

forsikring for dodsfall

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | f6r dldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45

1900-1920—1940 —0,0619 —0, 1425 —0,0337 —0,0936
1910-1930—1950 —0,0603 —0,0961 —0,0440 —0,0747
1920-1940—1960 —0,1275 —0,1857 —-0,1137 —0,1749
1930-1950—1970 —0,0443 —0,1050 —0,0463 —0,1088
1940-1960—1980 —0,0446 —0, 1456 —0,0514 —0, 1545
1950-1970—1990 0,0385 0,0402 0,0344 0,0380

1960-1980—2000 0.0188 0,0452 0,0200 0,0498

Tabell 9: Relativa felet av drspremie och

hvrinta, kvinnor

engangspremie for uppskjuten temporar

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engéngspremie
for aldern 30 | for dldern 30 | for &ldern 45 | for aldern 45
1900-1920—1940 0,5474 0,4622 0,2582 0,2267
1910-1930—1950 0,3946 0,3599 0,2876 0,2635
1920-1940—1960 0,5329 0,5033 0,5122 0,4793
1930-1950—1970 0,0020 0,0052 0,0575 0,0586
1940-1960—1980 —0, 2402 —0,2320 —0,1450 —0,1388
1950-1970—1990 —0,2037 —0,2002 —0,2179 —0,2131
1960-1980—2000 0,0139 0,0109 —0,0657 —0,0654

Tabell 10: Relativa felet av drspremie och engdngspremie for kapitalforsikring for

dédsfall, kvinnor
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Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for dldern 30 | for aldern 45 | {6r aldern 45

1900-1920—1940 -0, 0801 —0,1397 -0, 0464 —0,0768
1910-1930—1950 —0,0327 —0,0404 —0,0213 —0,0253
1920-1940—1960 —0,0668 -0, 0849 —0,0544 —0,0728
1930-1950—1970 0,0383 0,0397 0,0289 0,0273

1940-1960—1980 0,0330 —0,0349 0,0177 —0,0529
1950-1970—1990 —0,0847 —0,1339 —0,0746 —0,1255
1960-1980—2000 —0,1424 —0,1829 —0,1202 —0,1591

Tabell 11: Relativa felet av drspremie och engdngspremie for uppskjuten temporir

lwrdanta, mdan

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for &dldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45
1900-1920—1940 0,5119 0,4175 0,2493 0,2124
1910-1930—1950 —0,0253 0,1767 0,1403 0,1264
1920-1940—1960 0,1907 0,1725 0,1438 0,1264
1930-1950—1970 —0,1546 —0,1441 —0,1048 —0,0962
1940-1960—1980 —0,2411 —0,2254 —0,1625 —0,1485
1950-1970—1990 0,2744 0,2572 0,2542 0,2356
1960-1980—2000 0,7800 0,7221 0,6170 0,5694

Tabell 12: Relativa felet av drspremie och engdngspremie for kapitalforsdikring for

dédsfall, mdin

I figur 48-49 nedan ser vi att metoden underskattar premien fér upp-
skjuten temporidr livrénta och Overskattar kapitalforsikringen for dodsfall
fér mén respektive kvinnor fér bade aldrarna. Jamfér med 10-ars progno-
sen s& beter sig metoden pa samma sitt for kvinnor men fér mén varierar

slumpmaéssigt.
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Figur 48: Relativa felet for bada forsikringarna(ringen for =380 och ggr for =45),
kvinnor
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Figur 49: Relativa felet for bada forsikringarna(ringen for x=380 och ggr for
x=45),man
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6.2 40 ars prognos

Aven hir gors skattningen av dodlighetsintensiteten precis pa samma sitt
som 10-ars och 20-ars prognos. Skattningen av dddlighetsintenstieten for
mén som vi kan se i figur 50-52 hér nedan visar att den skattade dodlighe-
tintenstietet Overensstdmmer med den observerade for dldern upp till ungefar
65. For aldern over 65 6verskattar metoden dédligheten. For kvinnor i figur
53-55 daremot Gverdnsstdmmer den skattade dodligheten med den observer-
de fram till aldern 60, for aldern 6ver 60 Overskattar metoden dédligheten
valdigt mycket. Néar vi jaimforde 10-ars prognosen med 20-ars prognosen sa
var det att minskningen av Gverensstimmelsen var det mindre f6r kvinnor
jamfort med méns, har ar det precis tvirtom minskningen ér mindre fér mén.
Att metoden Gverskattar eller underskattar dédligheten verkar vara slump-
maéssigt.

Att metoden Overskattar dodlighetsintenstieten redan vid 60-ars aldern
for kvinnor kan inte vara bra. Detta betyder att i verkligheten dr dédlighets-
intensiteten ldgre. Det hir kan inte vara bra for forsikringsbolaget, man ar
ju intresserad av att veta hur mycket pengar man skall avsitta for framtida
pention.
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Figur 50: Observerad pi,(t) 1980 och skattad fran 1900-1940,f6r mdn
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Figur 52: Observerad p,(t) 2000 och skattad fran 1920-1960,f6r mdn
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Figur 53: Observerad p,.(t) 1980 och skattad fran 1900-1940,fér kvinnor
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Figur 54: Observerad p.(t) 1990 och skattad fran 1910-1950,f6r kvinnor
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Figur 55: Observerad p1,(t) 2000 och skattad fran 1920-1960,for kvinnor

6.2.1 Sannolikheten att en individ avlider i dldersintervallet (30,50),(50,65)

och (65,80)
Sannolikheten att en individ avlider i &ldersintervallet (30,50),(50,65) och
(65,80)
Period Skattat P | Verklig P | Relativa felet

1900-1940—1980 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0551 0,0521 0,0570
P[50< T'<65| T>50] 0,1795 0,1708 0,0509
P[65< T'<80| T>65] | 0,6090 0,5633 0,0811

1910-1950—1990 | P[30< T'<50| T>30] | 10,0301 0,0392 -0, 2326
P[50< T<65| T>50] | 0,1471 0,1406 0,0473
P[65< T<80| T>65] | 0,5643 0,5129 0,1004

1920-1960—2000 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0196 0,0301 —0, 3496
P[50< T'<65| T>50] 0,1250 0,1055 0,1845
P[65< T<80| T>65] | 0,5338 0,4350 0,2269

Tabell 13: Sannolikheten att en individ avlider i ett vist aldersintervall, méin
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Period Skattat P | Verklig P | Relativa felet

1900-1940—1980 | P[30< T'<50| T>30] | 0,0498 0,0278 0,7926
P[50< T'<65| T>50] | 0,1552 0,0852 0,8210
P[65< T'<80| T>65] | 0,5524 0,3488 0,5835

1910-1950—1990 | P[30< T'<50| T>30] 0,022 0,0244 —0,0871
P[50< T'<65| T>50] | 0,1092 0,0805 0,3560
P[65< T'<80| T>65] | 0,4931 0,3202 0,5400

1920-1960—2000 | P[30< T'<50| T>30] |  0,0097 0,0188 —0,4814
P[50< T'<65| T>50] | 0,0669 0,0701 —0,0461
P[65< T'<80| T>65] | 10,4100 0,2728 0,5027

Tabell 14: Sannolikheten att en individ avlider i ett vist aldersintervall, kvin-
nor
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Figur 56: Relativa felet for sannolikheten att en individ avlider i dldersintervall
(30,50) ringen,(50,65) ggr och (65,80) plus,mdn
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Figur 57: Relativa felet for sannolikheten att en individ avlider i dldersintervall
(80,50) ringen,(50,65) ggr och (65,80) plus,kvinnor

Metoden underskattar sannolikheten att en individ avlider i aldersinter-
vallet (30,50) f6r mén men ddremot Gverskattar sannolikheten for aldersin-
tervall (50,65) och (65,80) (se fig.56). For kvinnor underskattar metoden
sannolikheten for aldersintervall (30,50) och (50,65) och Gverskattar sanno-
likheten for aldersintervall (65,80) (se fig.57).
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6.2.2 Relativa felet for uppskjuten temporir livrinta och kapital-
forsdkring for dodsfall

For 40-ars prognosen overskattar metoden aspremien och underskattar en-
gangspremien fér uppskjuten temporar livrinta bade for min och kvinnor.
Déremot 6verskattar metoden bade arspremien och engangspremien for ka-
pitalférsékring for dodsfall (se figur 57-58). kapitalforsékring f6r dédsfall for
20 och 40-ars prognos beter sig p4 samma sétt for bade mén och kvinnor men
skiljer sig fran 10-ars prognos. Uppskjuten temporér livranta varierar slup-
miéssigt for dem tre olika periods prognoser. Att metoden Gverskattar eller
underskattar premierna verkar vara slumpmaéssigt vilket betyder att meto-
den inte overskattar eller underskattar premeien systematisk.

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for dldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45
1900-1940—1980 -0,1810 -0,2977 -0,1658 -0,2889
1910-1950—1990 —0,1090 -0,2382 -0,1068 -0,2407
1920-1960—2000 -0,0483 -0,1410 -0,0528 -0,1438

Tabell 15: Relativa felet av drspremie och engdngspremie for uppskjuten temporir
livrdnta,kvinnor

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for dldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45
1900-1920—1940 0,8206 0,7837 0,8614 0,8108
1910-1930—1950 0,2149 0,2137 0,3199 0,3109
1920-1940—1960 -0,1741 -0,1687 -0,1049 -0,0999

Tabell 16: Relativa felet av drspremie och engidngspremie for kapitalforsikring for
dédsfall, kvinnor

Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for &dldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45
1900-1940—1980 -0,0349 -0,0703 -0,0325 -0,0687
1910-1950—1990 —0,0344 -0,0717 -0,0366 -0,0800
1920-1960—2000 -0,0683 -0,1294 -0,0670 0,1363

Tabell 17: Relativa felet av drspremie och engdngspremie for uppskjuten tempordr
livrdnta, mdn
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Period Arspremie | Engangspremie | Arspremie | Engangspremie
for aldern 30 | for dldern 30 | for aldern 45 | for aldern 45
1900-1920—1940 0,0516 0,0491 0,0534 0,0500
1910-1930—1950 —0,0408 -0,0349 0,0356 0,0352
1920-1940—1960 0,0258 0,0307 0,1314 0,1295

Tabell 18: Relativa felet av drspremie och engdngspremie for kapitalforsikring for

dddsfall, ,méan
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Figur 58: Relativa felet for bida forsikringarna(ringen for x=30 och ggr for 1=45),

kvinnor

60




Uppskjuten temporar livranta rspreme

0 T T ® T T
<ot | | 3
1900 1920 1940 1960 1980 2000
kalenderar
Uppskjuten temporar livranta engangspremie
0.2 T T T T *
w3 . ]
_02 1 1 1 1
1900 1920 1940 1960 1980 2000
kalenderar
Kapitalforsakrigar for dodsfall arspremie
02 T T T T X
< 0% & g
0.2 . . . .
1900 1920 1940 1960 1980 2000
kalenderar
Kapitalforsakrigar for dodsfall engdngspremie
0.2 T T T T 3
o % 5 ]
_02 1 1 1 1
1900 1920 1940 1960 1980 2000
kalenderar

Figur 59: Relativa felet for bida forsikringarna(ringen for z=30 och ggr for
x=45),mdn

7 Slutsats

Historisk data visar att folk lever ldngre och ldngre. Minskning av dodlig-
heten beror pa forbattrade levnadsforhallanden och livsstil. Medelaldern vid
dédsfall ar 1968 var 74 ar for kvinnor och 70 ar f6r mén jamfért medelaldern
vid dodsfall ar 2005 var 81,5 fér kvinnor och 76,5 ar for méan. Med antagande
av att forbéttringar av levnadsférhéallanden och livsstil dven i framtiden har
man gjort prognos 6ver dodligheten med Lee-Carters modellen. Frigan &r
hur bra metoden 6verensstammer med verkligheten.

Forsta jimforelsevariabeln dvs jamforelsen mellan den skattade dédlig-
hetsintensiteten och verkliga utfallet for 10-ars prognosen som vi kan se i
figur 10-27, beskriver dédligheten hos mén och kvinnor, aldern mellan 20
och 90 ar. Skattningen for aldern 20 till ungefar 75 overensstdmmer med den
observerade datan bade for mén och kvinnor men fér hégre aldrar &n 75 bade
fér mén och kvinnor minskar éverensstdmmelsen. Detta kan bero péa att det
ar for fa observationer i hogre aldrar.

For 20-ars prognosen 6verensstammer dédlighetsintensiteten med den ob-
serverade fram till alder 65 fér mén och fram till 70 ar for kvinnor och for
40-ars prognosen overensstimmer dddlighetsintensiteten med den observera-
de fram till 65 ar fér mén och 60 ar fér kvinnor.
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Om vi jamfor 10-ars prognosen med 20-ars prognosen ser vi att overstam-
melsen mellan skattad och observerad dédlighet minskar fér 20-ars prognosen
bade fér mén och kvinnor, men minskningen #r mindre fér kvinnor. Over-
ensstdmmelsen blir bittre for mén dn kvinnor i 40-ars prognosen. 10-ars
prognosen passar bést med verkligheten jamfort med 20 och 40-ars progno-
sen. Skillnaden mellan 20 och 40- ars prognos fér mén &r inte mycket men
déremot for kvinnor skiljer det sig mycket. Felet 6kar i prognosen ju ling-
re periods prognos man gor. Att metoden overskattar dédlighetsintensiteten
betyder att i verkligheten dr dddlighetsintensiteten lagre. Detta kan vara
ett problem for férsdkringsbolaget att avsédtta pengar for framtida pension.
Fran dem hér tre olika periods prognoser kan vi observera att metodens Gver-
skattning eller underskatting av dédligheten dr slumpmaéssig vilket betyder
att metoden inte Overskattar eller underskattar dédligheten systematisk.

I 10 och 20-ars prognosen metoden Gverskattar relativa felet fér sanno-
likheten att en individ avlider i de givna aldersintervallen, for mén och kvin-
nor. I &ldersintervallet (65,80) fordelar sig lika for mén i 10-ars prognosen.
Metoden overskattar relativa felet for aldersintervallet (50,65), (65,80) och
underskattar relativa felet for aldersintervallet (30,50) f6r kvinnor i 20 och
40-ars prognosen. I 40-ars prognosen underskattar metoden relativa felet for
aldersintervallet (30,50), (50,65) och 6verskattar relativa felet for dldersinter-
vallet (65,80) fér mén. Aven hiir kan vi observera att metoden inte dverskattar
eller underskattar sannolikheten systematiskt.

Metodens 6verskattning av sannolikheten att en individ avlider i ett visst
aldersintervall betyder att sannolikheten i verkligheten &r mindre. Detta har
bade fordel och nackdel for férsdkringsbolaget. Nackdelen &r om en individ
tecknar en livrinta forsdkring, d& ar det en negativ effekt for forsékringsgi-
varen men diremot om individen tecknar en dddsfall forsikring kan hinda
att forsdkrinigsgivaren tar ut mycket i premie, da kan forsakrinigsgivaren
lamna tillbaka pengarna som aterbdring om forsdkringen &r berittigade till
aterbéring.

Slutligen dr fragan hur mycket forsékringsbolaget skall ta ut i premie med
den skattade och observerade dédlighetsintensiteten. I 10 och 20-arsprognosen
overskattas och underskattas premien for kvinnornas del p4 samma sitt som
i 40-arsprognosen. Fér mén dr 6verskattning och underskattning mer slump-
miéssigt, liksom for sannolikheten.

I allménhet kan man vil sdga att Lee-Carter dr en bra metod att skatta
dodligheten med. Enligt resultet av detta arbete bér man gora hogst 20 ars
prognos. 10 ars prognos ger bédsta prognosen. Men trots att det dr osdkert
att gora langtids prognos éver dodligheten med Lee-Carters modellen maste
forsdkringsbolaget gora dodlighetsprognoser cirka 50 ar framéat. Att berdkna
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sannolikheten att en individ avlider i ett visst aldersintervall och bestdmma
premien med Lee-Carters modellen dr inget jag skulle rekommendera.
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