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SAMMANFATTNING

For att kunna tacka framtida kostnader for skador som idag annu
inte anmalts samt for skador som rapporterats men inte slutreglerats,
avsétter varje forsakringsbolag medel till en ersdttningsreserv. Det
finns manga tillvagagangssitt for att estimera storleken pa reserven.
Historiskt sett har de flesta metoderna endast gett en punktskattning av
det totala reservbehovet. P& senare & har det kommit fram en rad olika
metoder som forutom punktskattning &ven ger ett osakerhetsmatt for
reserven. | denna studie undersoks tre olika generaliserade linjara
modeller, ndrmare bestdmt Tweedie-modellerna Gverspridd Poisson,
sammansatt Poisson och Gamma, som genom bootstrap-simulering
ger en simulerad fordelning for reserven. Metoderna jamférs med
varandra och problem med algoritmerna belyses.
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Handledare: Esbj6rn Ohlsson, Anders Lindstrém



Stochastic claimsreserving using Tweedie
models and bootstrap ssmulation

ABSTRACT

To be able to cover future expenses caused by claims incurred
but not reported and claims reported but not settled, a generd
insurance company must alocate capital to a reserve. There are many
approaches to estimate the size of this reserve. Historically most of the
methods have given just a point estimate of the required reserve. In
recent years a number of methods has been introduced which in
addition to a point estimate gives a measure of the uncertainty in the
reserve. In this study we examine the use of three different generalized
linear models, namely the Tweedie models overdispersed Poisson,
compound Poisson and Gamma, that together with bootstrap
simulation gives a smulated distribution for the reserve. The methods
are compared to each other and problems with the agorithms are
discussed.
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1 Bakgrund

Inom sakforsakring hander det att det gér |ang tid fran att en skada intraffar tills slutgiltig
erséttning utgdr fran forsakringsbolaget. Det kan handa att det gér en lang tid fran
skadetillfallet tills skadan anméals till bolaget eller att det tar lang tid fran att skadan anmélts
till bolaget tills det avgors vilka belopp som skall utbetalas. | Slutet av en forsakringsperiod
(vanligen ett ar eller ett kvartal) skall det i bolagets bokslut framga hur mycket medel som
avsétts for dessa intréffade men icke slutgiltigt reglerade skador. Denna avséttning av kapital
kallas ofta for ersattningsreserven. Erséttningsreserven i sin tur brukar delas upp i reserv for
intraffade men g rapporterade skador, IBNR (Incurred But Not Reported), och reserv for
rapporterade men g slutreglerade skador, IBNER (Incurred But Not Enough Reported).

Att bestdmma denna erséttningsreserv & ett statistiskt problem. Data brukar vara uppstallda i
en triangel kallad utvecklingstriangel dér raderna representerar skadedr och kolumnerna
utvecklingsar. Elementen i utvecklingstriangeln representerar utbetalningar gjorda under
utvecklingsér j for skador intréffade under skadedr i och betecknas y; med motsvarande

stokastiskavariabel Y], i, ] =1,2,...m. Utbetalningar gjorda under utvecklingsdr j &r gjordaj —

1 ar efter det att skadan intraffade. Vanligen antar man att alla skador & slutreglerade efter m
&r. For (i,j) med i + j £ m+1 & vy, kéndaoch den statistiska uppgiften &r att utvidga

triangeln till en kvadrat innehallande prediktioner om framtida utbetalningar. Triangeln som
utgor framtida utbetalningar kallas hér for framtidstriangeln.

utvecklingsar utvecklingsar
skadear 1 2 < m-1 m skadear 1 2 3 .. m-1 m
1lyn Y12 Y13 o Yim1r Yim 1yn Y12 Y13 o Yim1r Yim
2|yx Y22 Y23 e Yoma 2|yx Y22 Y23 o Yomi Yaom
M-1Ym11  Yma2 M-1Yn11 Ymiz Ymi3 v YmamaYmam
m yml m yml Ym2 Ym3 Ym,m—l Ym,m
Figur A: Utvecklingstriangel Figur B: Utvecklingstriangel och Framtidstriangel

Den totala erséttningsreserven, R, bestér av summan av Y,
med R=Q

.
i+j>m+1 71
verkligen betyder utbetalt under & j och inte framtill och med &r j.

i framtidstriangeln och skattas

. Data & hér alltsa painkrementell form sd att utbetalt under &r j

Den kanske vanligaste metoden for att bestdmma ersattningsreserven & Chain Ladder-
metoden. Metoden & en deterministisk metod som ger en punktskattning for reserven. Pa
senare &r har flerametoder som forutom punktskattning aven ger prediktionsfel ochi vissa
fall fordelning for totala reserven kommit fram. | England & Verrall (2002) gors en
sammanstallning av en rad sadana sa kallade stokastiska reservsattningsmetoder. England &
Verrall (1999) foredar en dverspridd Poisson GLM-modell som med bootstrap-simulering ger
en ssimulerad férdelning med percentiler for totala reserven. Pinheiro, Andrade e Silva &
Centeno (2002) utvidgar metoden frén England & Verrall (1999) med att dven undersoka en
Gamma GLM-modell samt med en korrigering av residual erna som anvéands vid bootstrap-
simuleringen. Mack (1993) foresar en fordelningsfri metod for att berékna prediktionsfel et
hos Chain L adder-skattningarna.



1.1 Uppgift

| detta arbete soker vi osékerheten i den totala reserven genom dess fordelning. Arbetet &r
tankt att kunna anvandas till att méta kommande EU-lagstiftning for forsakringsbolag.
Lagstiftningen forvantas stélla kapitalkrav som bland annat kommer att bero pa osékerheten i
reserven. De undersbkta modellerna ar tre generaliserade linjaramodeller, GLM, som genom
bootstrap-simulering ger en simulerad fordelning for totala erséttningsreserven. Modellerna
har logaritmisk lankfunktion med den linjara strukturen log(m;) =c+a, +b; och

variansfunktionen v(m;,) =m’ déar pi dettaarbete & 1, 1.5 eller 2.

Modeller med denna variansfunktion kallas for Tweedie-modeller. Modellerna svarar mot
fordel ningarna (6verspridd) Poisson (dap = 1), ssmmansatt Poisson (p = 1.5) resp. Gamma (p
= 1.5) varfor modellernai detta arbete genomgaende kommer att kallas fér OdP, SaPo och
Gamma dven om det egentligen bara &r strukturen pa variansfunktionen som &r det viktigai
modellanpassningen. Vilken aktuell fordelning som variansfunktionen svarar mot har
betydelse endast i det sista steget, simuleringssteget, dar det simuleras fran dessa fordelningar
i framtidstriangeln.

2 Metoder

Genom att ansétta en generaliserad linjar modell kan enskilda prediktioner géras for
framtidstriangelns samtliga celler. Det & emellertid komplicerat eller ibland omgjligt att
analytiskt ber&kna prediktionsfelet hos skattningen for totala reserven som & summan av
framtidstriangelns element. Aven i defall det gér att berakna prediktionsfelet for summan sa
ar dessa berékningar bara approximativa (Pinheiro, Andrade e Silva & Centeno (2002)). Det
ar darfor bootstrap-simulering anvands i detta arbete for berékning av prediktionsfelet.
Forutom prediktionsfelet ger simuleringen &ven en empirisk férdelning ur vilken exempelvis
percentiler kan utl&sas.

2.1 Antaganden
Vi gor foljande antaganden.

(A1) m ° E[Y,]=gd,, dar érj“zldj =1

(A2) Y;, Y, oberoendeda (i,j)* (i',]").

(A3) Fordelningen for Y;; tillhor familjen EDM och har variansfunktion v(m) = m°
dar pl {1,1.5,2}.

Exponentiella dispersionsmodeller, EDM, & familjen av férdelningar vars frekvensfunktion

|
kan skrivas paformen f, (y) = exp:' ¥a- b@) +c(y;f ,w){'/, se exempelvis Ohlsson &

P A

Johansson (2003) fér EDM::s anvandning inom GLM.



Antagande (Al) innebér att de utbetal da skadebel oppen modelleras multiplikativt dar
parametern g; tolkas som en nivaparameter, eller mer specifikt férvantade totala

skadekostnaden, for skadedr i. Parametern d; tolkas som forvantade proportionen
skadekostnad som uppstar under utvecklingsdr j. Antagande (A2) innebér helt enkelt att

utbetalningarnai olika celler antas vara oberoende och antagande (A3) att de har en varians
proportionell mot véantevéardet upphdjt till p. Logaritmering av (Al) i bagge leden ger

(AL’) log(m;) =log(g;) +log(d;), dar Iog(é 'j“zldj) =0, som genom ett |ampligt

parameterbyte (se appendix for detaljer) och reducering av en parameter kan skrivas som
(A1”) log(m,) =c+a, +b;,dara, =b, =0.

Antagandena (A1), (A2) och (A3) definerar en generaliserad linjar modell, GLM, se
McCullagh & Nelder (1989).

2.2 Bootstrap-smulering

Bootstrap-simulering som en datorbaserad statistisk metod introducerades av Efron 1979.
Metoden ersdtter analytiska berakningar av férdelning och prediktionsfel hos parametrar och
statistikor med en simuleringsalgoritm. Simuleringsalgoritmen gar ut pa att ur ett givet
stickprov aterskapa manga nya stickprov genom slumpmassigt urval med aterlaggning. En
introduktion till bootstrap-metoden finnsi Efron & Tibshirani (1993).

Det finns olika sétt att gatill vagai bootstrap-algoritmen. Har anvands den typ som kallas for
residual-bootstrap (Efron & Tibshirani, 1993) som innebér att man skapar nya
pseudostickprov genom urval med aterlaggning bland residualernai stallet for urval bland
gélva observationerna. For detta krévs en residual definition som gor att residualerna kan
betraktas som oberoende och lika fordelade. Har anvands den standardiserade
Pearsonresidualen

i ==

' fa-h)

dar h; ar diagonalelementet i ”hat”-matrisen fOr observation y; (se appendix for definition
S

av "hat”-matrisen) och r; = Yi" i 4 den” ostandardiserade’ Pearsonresidualen.

ij, pearson W

Spridningsparametern f  skattas med Pearsonskattningen f =

() st _ rij,pearson

2 2
i+j£m+1rii,pear30n dar
df
df =n- p(=antal observationer - antal parametrar) & antalet frihetsgrader i modellen.

Ur (1) kan y; l0sas ut vilket ger

(2) y;; = rij fAV(m,-)(l- hij) + mj )



Bootsrap-simuleringen borjar med att vi ur vart stickprov y (utvecklingstriangeln) forst
skapar n residualer. Sedan skapas genom slumpméssigt urval med aterlaggning bland
residualernaen ny pseudotriangel 'y~ genom relationen

2) yi*j = ri'j'\/f,\v(mj)(l' hij) +1M)

dar r.;. innebar slumpmassigt vald residual. Pa denna psuedotriangel appliceras modellen,
parametrar skattas och prediktioner for varje cell i framtidstriangeln gors genom

yi? = exp{C +d, + 5j } i + j >m+1. Denna procedur upprepas B ganger och index b anger
aktuellt iterationsnummer. Nar prediktioner i framtidstriangeln gjortssimulerasi varje cell i
framtidstriangeln ur den aktuella modellens férdelning med prediktionerna yf; som

vantevarden och parametern f som skattasi varje iterationssteg utgor en parameter i den

aktuellafordelningen som det simuleras ur (se appendix for exakt utseende hos
fordelningarna). Sedan summeras dessa simulerade varden i framtidstriangeln och vi har efter
B iterationer B stycken skattade reserver. Vi far &ven en empirisk fordel ningsfunktion for

totalareserven F(x) = #HJst”Ex ur vilken percentiler kan utl&sas.

Simuleringen sker alltsdi tvasteg. | forsta steget simuleras en pseudotriangel fram genom
slumpmassigt urval bland residualerna. | det andra steget sker simulering ur den aktuella
fordelningen i framtidstriangelns alla celler. Tanken &r att fanga upp dels variationen i
parameterskattningarna och dels variationen i framtiden. England & Verrall (2002, kapitel 7)
uttrycker detta som ” Prediction variance = Estimation variance + Process variance”. En
bootstrap-algoritm som efter det forsta steget skattar den total reserven genom summan av
framtidstriangelns celler fangar bara felet i parameterskattningarna och missar déarmed
variationen kring de framtida véantevérdena.



2.2.1 Bootstrap-algoritmen steg for steg

| schemat nedan &r bootstrap-algoritmen illustrerad steg for steg.

Steg 1 — Startprocedur

* Anséttning av modell med skattning av parametrarna c,a;, b, (i,j =1,2...m) och f .
Parametrarna c,a;, b ; skattas med quasi-likelihood (se appendix) och f med
pearsonskattningen.

* Berdkning av anpassade varden vy, i utvecklingstriangeln (i + j £ m+1).

yij - rTij

Jvm)a- )

« Bergkning av de standardiserade residualernaenligt (1): r,¥ =

Steg 2 — Simulering, upprepas B ganger

Substeg 2.1 - estimationsfelet

» Skapande av en pseudotriangel y* genom relationen y; =r,.,.. [fv(m,)(d- k) +m, for varje
platsi utvecklingstriangeln dar residualerna r;.;. véljs genom slumpmassigt urval med
aterlaggning bland residualerna fran steg 1.

* Ansdttning av modell och skattning av parametrarna c,a;,b;, (i,j =1,2...m)och f .

* Prediktioner for alla celler i framtidstriangeln genom
§° = exple” +aP +B°f, i+j>m+1.

Substeg 2.2 - processfelet

» Skapande av simulerade varden §°™, (i+j > m+1), dér b anger iterationssteg och sim att den

a simulerad, i allaceller i framtidstriangeln. Simuleringen sker fran aktuell fordelning med
prediktionerna fran substeg 2.1 som vantevarden.




« Berakning av bootstrap-simulerad total reserv R” = a g

Steg 3 - Resultat efter B iterationer

1 o8

ﬁabzl(% -R)".

» Skattning av standardavvikelsen for reserven med s; = \/

» Skattning av fordelningen for reserven med den empiriska fordelningen F (x) = M _

* Berdkning av percentiler hos den framsimulerade fordel ningen. Percentilerna defineras har
genom | , =[aB] déar a & en sannolikhet och funktionen [x] betyder heltalsdelen av x.

Percentilen & da observation nummer | , i det ordnade stickprovet av simulerade reserver.

3 Data

Data som anvénds i detta arbete & utvecklingstrianglar for tre forsakringsklasser hos Trygg-
Hansa, civil, trafik, resp. olycksfall. For att skydda Trygg-Hansa ar beloppen omraknade till
fantasienheten a-mark. Trianglarna avser utbetalt skadebel opp och beloppen & avrundade till
néarmaste heltal.

Med utbetalt skadebelopp menas har bokade utbetalningar. | praktiken skulle en cell kunna
varanegativ eftersom det ibland férekommer negativa utbetalningar det vill sdga
inbetalningar till bolaget. Detta sker exempelvis da bolaget betalar ut for en trafikskada som
senaretillfaller ett annat férsakringsbolag varvid bolaget far tillbaks det utlagda beloppet. De
negativa utbetalningarna & smai forhallande till de positiva varfor negativa cellvarden
uppstar mycket séllan och i férekommande fall hamnar bland de allra sista utvecklingsaren da
utbetalningarna gar mot noll. Aktuella data fran Trygg-Hansainnehdller inga negativa varden.

Att det i praktiken skulle kunna hénda att cellvéarden &r negativa & dock ett problem som
maste dvervagas noga. Skall modellernatilldta negativa varden eller skall de bygga pa att alla
data &r positiva och betrakta negativa varden, om de forekommer, som fel i data. | det senare
fallet maste data justeras. Aven om aktuella data frén Trygg-Hansa enbart innehdller positiva
varden blir detta problem aktuellt vid bootrap-simuleringen da vissa pseudotrianglar
innehaller negativa varden. Detta diskuteras vidare i avsnitt 4.5.

3.1 Utvecklingstrianglar

| datatriangel 1, 2 och 3 aterfinns de tre utvecklingstrianglarna pa inkrementell form. | cell
(i,j) stér utbetalt skadebelopp under utvecklingsar j for skadedr i.

10




Skade- Utvecklingsar
ar 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1991 455026 239 004 37780 12 100 12725 11748 3800 2709 656 1204 3535 2758
1992 488 889 205 687 28 558 12 017 7684 5991 2074 2599 1152 2074 2758
1993 445587 231555 24193 15 640 7 266 3907 2595 1896 874 1131
1994 460 090 247 022 37 285 17 180 7765 4474 3134 1321 1906
1995 462 317 274102 38792 13 790 7 603 3358 3521 2081
1996 488 402 281 925 37572 13 387 8 097 7332 2699
1997 485153 299578 34 104 23048 13 654 9833
1998 469 737 288414 49 503 23893 14 079
1999 476509 352 804 64 066 44 921
2000 463 609 345 448 57 855
2001 516 484 363 033
2002 562 729
Datatriangel 1: Utvecklingstriangel. Forsékringsklass civil. Enhet a-mark.

Sade- Utvecklingsar
ar 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1985 156 063230 111838130 21142392 12241537 8410511 14679382 9828106 14210733 15454940 15861540 6923365 21738979 10329201 13453250 10437657 9579207 17715929 5419239
1986 155091 032 135597 624 25443576 16113355 15978471 13240829 10764 950 21351958 9717327 16835904 13370156 13424302 8174112 35831829 14544305 14747320 9 307 465
1987 181016 649 161 159105 25273050 17782484 20900299 13076994 15410388 12781235 14054606 5689056 16189 167 21871643 17704383 16474 067 22629931 15672321
1988 208670773 167882070 43262051 37644157 27809555 20609914 31759 751 12914918 16516 403 18 318 403 29 540 209 20 654 633 21835746 15186 123 11 166 040
1989 198 311234 191525760 44706702 22290021 29874341 19392713 26716 770 30082336 12283812 16 207 258 22 960477 22639840 33776 729 25984 186
1990 239683619 183683603 42958688 28174342 19622973 18554 163 22382261 24037 310 23251992 15463269 24 679000 38863067 30 711 312
1991 245737117 144852 785 39096 659 24621365 16311842 20619275 18 706 822 16892812 25504 833 22 146 539 25416 660 38 070 314
1992 221151095 127 269 647 41218430 24452687 20047288 28755435 13626 921 11948967 16482819 29227 113 17 094 804
1993 210127694 119483395 39878377 33570157 34303372 17284086 27503 639 30103081 41878299 40685663
1994 203832530 127723011 38273522 36300830 32595444 22510828 27775066 42683098 61 006 861
1995 207437891 122631681 42122386 33023356 21846173 23019249 39 778 304 33097 219
1996 164 459 900 100 935488 33138889 24374875 16804580 36050902 29 038 330
1997 159458 110 113251953 40484435 51039129 25768939 34 837 589
1998 192 043580 146 773594 43034962 40961806 37098 112
1999 196 055 568 143 089 868 51 700 229 40 568 867
2000 163718738 141807 096 51 426 099
2001 163451788 134 411 369
2002 176 723 239

Datatriangel 2: Utvecklingstriangel. Forsakringsklass trafik. Enhet a-mark.
Skade- Utvecklingsar
ar 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1986 23630 25020 6950 11472 12519 5713 4244 5873 4158 3472 6 028 3165 2119 1773 2475 2930 292
1987 23630 25020 7612 15324 12655 13934 8883 4509 6445 2621 3865 2208 6604 1503 538 417
1988 23630 26069 20878 21379 14543 11011 9130 7224 10093 6969 6297 3199 1895 4920 3559
1989 24445 29498 32622 27685 18618 15346 13207 9334 7103 6434 3396 5749 2465 4407
1990 18988 44225 45456 31750 21790 14775 13874 8599 10939 6009 6368 5893 6662
1991 27545 47345 53786 35906 29256 14535 11553 17118 7056 11031 8 664 8961
1992 31027 58727 60783 50122 30302 24365 15197 13735 11555 11754 10900
1993 44716 64890 69719 41004 30822 18476 17792 18297 15615 7898
1994 62889 66339 64875 52026 36149 21557 19539 14883 9615
1995 38873 55160 77094 44559 29805 21239 15704 10599
1996 40998 54452 63085 45679 32616 23020 28053
1997 39474 49957 53288 52176 36031 25630
1998 38811 54034 64492 53691 44755
1999 45089 61824 73528 54171
2000 44 485 55397 69533
2001 40079 49029
2002 56 782

Datatriangel 3: Utvecklingstriangel. Forsakringsklass olycksfall. Enhet a-mark.

Detre trianglarna har lite olika egenskaper. Trafiktriangeln bestér av betydligt strre varden
an de tva andra och betraktas som g avslutad med vilket menas att utbetalningar for de
aktuella skadedren forvantas fortsétta bortom det sista utvecklingsdret i triangeln. Trianglarna
har ocksa olika dimension dér civil-triangeln har den minsta dimensionen.
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4  Resultat av tillampning pa data fran Trygg-Hansa

Anpassning av modellerna och simulering sker med hjdp av programvaran SAS. Forst
undersoks modellernas anpassning till data dar residualplottar for de olika modellerna
redovisas och diskuteras. Sedan utférs §alva bootstrap-simuleringen for de olika metoderna
och resultaten redovisas.

4.1 Modellernasanpassning till data

For att studera modellernas anpassning till data plottades de standardiserade

pearsonresidualerna rijSt , enligt (1), mot sina anpassade varden m; . Enligt modellen kan dessa

betraktas som oberoende och lika fordelade med véntevarde O och varians 1. For ett
tillfredsstéllande resultat skall inga monster finnas bland dem utan det skall se ut som ett jamt
brus kring 0-axeln. Avvikelser fran detta kan tyda pa att modellen &r felaktig pa nagot sitt, se
exempelvis McCullagh & Nelder (1989) kap. 12. Pafdljande sidor &r de standardiserade
pearsonresiduelarna plottade mot rm, for allamodeller i alla forsakringsklasser.
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4.1.1 Forsakringsklass civil
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Figur 1 (till vanster): Standardiserade pearsonresidualer plottade mot T . Modell OdP. Forsakringsklass

civil.

Figur 2 (till hoger): Standar diser ade pear sonresidualer plottade mot IT . Modell SaPo. For sékringsklass

civil.
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Figur 3: Standardiserade pearsonresidualer plottade mot T . Modell Gamma. Forsakringsklass civil.

13



4.1.2 Forsdkringsklasstrafik
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Figur 4 (till vanster): Standar diserade pear sonresidualer plottade mot T . Modell OdP. Forsakringsklass

trafik.
Figur 5 (till hoger): Standar diser ade pear sonresidualer plottade mot IT. Modell SaPo. For sékringsklass

trafik.
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Figur 6: Standar diserade pear sonresidualer plottade mot T . Modell Gamma. Forsakringsklass tr afik.
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4.1.3 Forsdkringsklass olycksfall
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Figur 7 (till vanster): Standardiserade pearsonresidualer plottade mot T . Modell OdP. For sékringsklass

olycksfall.

Figur 8 (till hoger): Standar diser ade pear sonresidualer plottade mot IT. Modell SaPo. For sékringsklass

olycksfall.

st. pearsonresidualer mot anpassade varden. Modell:gamma.
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Figur 9: Standar diserade pearsonresidualer plottade mot IT . Modell Gamma. Forsikringsklass

olycksfall.

Vad det galler forsakringsklass civil & det svart att se ndgot direkt monster bland

observationerna. Méjligen kan en parabel paformen - x* skonjas for OdP- och SaPo-
modellen for stora rt dar vi har fa observationer. Tendensen &r storst for OdP-modellen.

Spannvidden for residualerna verkar kamed i for OdP samtidigt som den ser ganska
konstant ut fér SaPo medan den for Gamma mdjligen verkar sunka.

Pa forsakringsklass trafik har vi en tat svarm med residualer for [dga 1+ och en lite glesare
svarm langre bort pa 1t -axeln. Residualerna ar kraftigt konformade for Gamma-modellen.
SaPo-modellens residualer ser ut att foljaen linje paformen - kx i den bortre glesare

svarmen. OdP-residualerna ser bra ut.
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Pa forsakringsklass olycksfall har vi ett jamnt residual spektrum for OdP-modellen varefter
kon-utseendet 6kar med 6kande p i variansfunktionen.

For Gamma-modellen ser residualerna ut att avta med 6kande v for allatre
forsakringsklasser vilket kan tyda pa en for hog potensi variansfunktionen. Tydligast & detta
i olycksfall. Det som mest ser ut som ett ” skolboksexempel” av oberoende likafrdel ade
observationer & OdP-residuaerna for olycksfall. Dar far man hjdp av att residualerna ar
jamnt fordelade med avseende pa rt . Modellerna OdP och SaPo ser hyfsade ut i allatre fallen
och mojligen ser OdP-modellen béttre ut &n SaPo. Kanske skulle p = 1.25 eller liknande ge
bést anpassning.

4.2 Skattad reserv utan bootstrap

Metoderna ger lite olika skattningar av den totala reserven och resultaten skiljer sig for de
olika forsakringsklasserna. | tabell 10 ges skattningarna av den totala reserven for alla
metoder. | tabell 11 uttrycks skattningarna som procent av OdP-skattningen (som alltid &r
samma som Chain Ladder-skattningen). Vi ser att i forsékringsklass civil ger metodernai stort
sett samma skattning av reserven, SaPo-skattningen ar aningen storre &n OdP och Gamma-
skattningen annu lite storre, dock bara cirka 1.7% storre an OdP. | forsdkringsklass trafik ar
skillnaderna storre dar SaPo ger en 8.6% stérre skattning an OdP och Gamma 18.2% stdrre an
OdP. | forsakringsklass civil & skillnaderna annorlunda. Dér ger SaPo och Gamma aningen
|&gre skattningar an OdP, SaPo knappt 1% och Gamma drygt 2% l&gre.

| OdP SaPo Gamma
Civil 726 869 731649 739210
Trafik 3146215376 3416936388 3717943160
Olycksfall 1 664 686 1 652 360 1 627 902

Tabell 10: Skattadereserver for alla metoder.

| OdP SaPo Gamma
Civil 100 100.7 101.7
Trafik 100 108.6 118.2
Olycksfall 100 99.3 97.8

Tabell 11: Skattadereserver for alla metoder som procent av OdP.

Den stora skillnaden pa forsakringsklass trafik ar anméarkningsvard. Skattningen av totala
reservbehovet ar néstan 20% storre med Gamma an med OdP. Annars &r det svart att se nagra
monster, i tvafall vaxer reservbehovet med vaxande p ochi ett fall sunker den.

4.3 Parametern f

Vid anséttning av modellerna skattades parametrarna ¢, a;, b; genom maximering av quasi-
likelihooden (se appendix). Parametern f skattades genom pearsonskattningen

rijz,pearson — 1 o (yij - mj)z
i+JEML p n-p i+jEm+l V(mj)

v(rm) =, v(m) = m® resp. v(m) = m? for de tre modellerna OdP, SaPo och Gamma.

=3 dar variansfunktionen v(m) ju &
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Skattningen avf for detre modellernai steg 1 i bootstrap-algoritmen finnsi tabell 12 dar vi

ser mycket varierande varden. Skillnaderna beror pa att variansfunktionen & namnare i
pearsonresidualen och ger darfér mindre pearsonresidualer med kande p. Foljaktligen blir

aven f mindre.

| OdP SaPo  Gamma

Civil 2156 9.58 0.066
Olycksfall 969 8.16 0.088
Trafik 3174359 534 0.093

Tabell 12: Skattade f :ni steg 1.

44 Residualer

Vid skapandet av de standardiserade Pearsonresidualernai steg 1 i bootstrap-algoritmen blir
residualerna r; i nordostra hornet och r3; i sydvéastra hornet lika med noll eftersom

Mm,, = Y, Och M, =Y, per definition. Dessaresidualer betraktas inte som observationer
fran den underliggande stokastiska variabeln och tas darfor inte med bland residualerna ur
vilkaurval med aterlaggning sker. Vi tror helt enkelt inte pa att vi har tva observationer som
passar perfekt varfor vi skulle foérloravariation om dessa noll-residualer togs med i
simuleringen.

Statistiska data om de resulterande residual mangderna efter det inledande bootstrap-steget
aerfinnsi Tabell 13. Medelvardet hamnade néra 0 och standardavvikelsen nara 1 éverlag,
som vantat.

n-2 medelv. st. avv. min max

Civil OdP 76  -0.0091 1.099 -3.13 3.40
SaPo 76  -0.0078 1.019 -2.70 3.61

Gamma 76 0.0001 1.015 -2.36 3.02

Trafik OdP 169 -0.0096 1.006 -1.96 3.99
SaPo 169 -0.0062 1.007 -1.98 3.75

Gamma 169 0.0001 1.011 -2.31 342

Olycksfall OdP 151 0.0062 1.002 -3.56 2.82
SaPo 151  -0.0027 1.011 -3.05 3.38

Gamma 151 0.0000 1.047 -3.69 4,59

Tabell 13: Data om residualerna fran steg 1i bootstrap-algoritmen

45 Negativa vérden i pseudotrianglarna

Aven om aktuella data frén Trygg-Hansainte innehdller negativa varden & problemet med
negativa varden i utvecklingstriangeln vart att diskutera. For ndgra av modellerna uppstod
relativt ofta negativa varden i pseudotrianglarna (se figur 14). Dessa kan uppstd om den
slumpmassigt valdaresidualen ar stor och negativ, serelation (2'). Vid en sddan situation kan
parametrar skattas genom quasi-likelihood med det mindre strénga kravet att
kolumnsummorna skall vara positivai falet OdP och Gamma. Nér negativavéarden i
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pseudotriangeln uppstar sker detta dock oftast nagonstansi den norddstra delen av triangeln
varfor kolumnsumman med stor sannolikhet blir negativ da detta sker. | fallet SaPo tillats
negativa varden men problem uppstar da SAS skall skatta parametrar. Den iterativa
skattningsprocessen som SAS anvéander sig av (se appendix) konvergerar inte alltid varfor en
korrigering aven i SaPo-fallet var nddvandig.

Héar valdes den pragmatiska |osningen att inte tilldta ndgra negativa varden ver huvud taget.
Vid ett negativt varde i pseudotriangeln ersattes den med ett annat varde. | fallet OdP och
SaPo ersattes negativa varden i pseudotrianglarna med vardet noll. | Gammafallet ersattes
negativa varden i pseudotrianglarnamed talet 100 i alla tre forsakringsklasserna. Hur England
& Verral (2001) och andral6st problemet framgar inte ur deras uppsatser.

Att ersétta negativa varden med positivainnebér att en del av den totala variationen
underskattas vilket bor beaktas vid analyserna efter simuleringen. Speciellt om negativa
varden uppstar ofta.

| tabell 14 nedan redovisas hur ofta ett negativt varde uppstod i pseudotrianglarna. | fallet
OdP var detta ett relativt stort problem dér det for forsakringsklass civil skedde 2728 ganger
paolikastalleni triangeln och for forsakringsklass olycksfall 885 ganger. For modellen SaPo
var det ocksa ett problem dar det i forsakringsklass civil var enresidua (r = - 2.698) som gav
upphov till de negativa véardena. For Gamma-modellen uppstod inte negativavarden i civil
eller trafik medan en mycket stor residual (r = - 3.687) spokade i forsdkringsklass olycksfall.

Att negativa varden inte uppstod sa oftai forsakringsklass trafik beror pa att den ursprungliga
triangeln har genomgaende hoga varden. Véardena for de sena utvecklingsdren har inte gatt ner
mot noll an.

OdP SaPo Gamma
Civil 2728 ganger 253 ganger
olikar altid r=-2.697604 inga negativa vérden
olikastallen utv.&r 7 och framéat
Trafik 46 génger
r <=-1.310445 inganegativavéarden | inganegativavarden
altid nordostra hornet
Olycksfall 885 ganger 189 ganger 357 ganger
r <=-0.561069 r<=-1.504999 altid r=-3.687047
utv. &r 6 och framét utv.&r 10 och framét utv. & 2 och framét

Tabell 14: Férekomst av negativa varden i pseudotrianglarna under 1000 iterationer.

4.6 Simuleringssteget

Det &r forst vid simuleringen i framtidstriangeln som fordel ningsantagandet goér sig géllande.
Vid anséttning av modellen rackte det med specifikation av variansfunktion men hér maste vi
haen fordelning att ssmuleraifran. Simuleringen i framtidstriangeln med de predikterade
vardena som vantevarden skedde pa foljande sétt. | fallet OdP; for att simulera fran en

Overspridd Poissonfordelning med vantevarde yfj’ simulerades fran en poissonférdelad
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variabel med vantevérde 2 multi plicerat med f°. Indexet b anger aktuellt

b

fAT

iterationsnummer. For varje ny pseudotriangel skattas dispersionsparametern f om pa nytt. |

fallet SaPo simuleradesi tva steg (se appendix om hur SaPo-variabeln & uppbyggd). Forst
(y;)*°

simulerades ett m fram fran en poissonfoérdel ning med vantevarde P

erholls genom simulering ur en gammafordelning med parametrarna a =

b =f"(p- (yp)"*. | Gammafalet erhdlls y;o"

1

M och
p-1
genom simulering fran en

b,sim

) varefter y.

gammafdrdelning med parametrarna a = fAlb och b = f”’yfj’ dar gammafordelningen & sadan

att E[Y] =ab och Var(Y) =ab?.

4.6.1 Fordeningarnas utseende

Modellen OdP &r speciell genom att stodet for fordel ningen beror pa spridningsparametern f .
Givet parametern f hamnar stodet patalen f n, n=1,2,3.... Fordelningarna som det
simuleras fran i framtidstriangeln ser markligaut om f & stort i forhdllande till vantevardet
n vilket & fallet i allatre forsakringsklasserna. En typisk framtidstriangel i forsakringsklass

civil for OdP-modellen & den som beréknas pa den ursprungliga utvecklingstriangeln, se

figur 15.
utvecklingsar
skadedr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1
2 2684
3 3015 2607
4 1520 3208 2774
5 1216 1571 3317 2869
6 2322 1271 1642 3 466 2997
7 3313 2403 1315 1699 3587 3102
8 7205 3265 2368 1296 1675 3535 3057
9 11 857 8 096 3668 2661 1456 1882 3972 3435
10 21782 11231 7 668 3475 2520 1379 1782 3762 3253
11 48 298 23313 12 020 8 206 3719 2697 1476 1907 4026 3482
12, 337798 49 452 23869 12 307 8402 3807 2762 1511 1953 4122 3565

Figur 15: Framtidstriangel ber &knad pa ur sprungsdata. Forsakringsklass civil, modell OdP.

Parametern f skattades har till 2156 och vi ser att for utvecklingsar 9 och 10 & samtliga

varden lagre an detta och att vardenai utvecklingsdren 7, 8, 11 och 12 bara &r aningen storre
an 2156. D& véardenai framtidstriangeln, som fungerar som vantevarden i den fordelning som
det smuleras ur, ligger i narheten av f ser fordelningarna konstiga ut. | figur 16 och 17 finns
tva OdP-fordelningar plottade som illustrerar detta. Férdelningarna har stora punktmassor i ett
fatal punkter dar sannolikhetsmassan &r storsti y =0 om nr & mindreén f .
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Frekvensfunktion, OdP, phi=2156, m=2000
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Figur 16: Frekvensfunktion for en OdP-fordelad s.v.

Frekvensfunktion, OdP, phi=2156, m= 3500
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Figur 17: Frekvensfunktion for OdP-férdelad s.v.

Sannolikhetsmassan ligger pa punkterna n»>2156, n = 0,1,2... med en stor sannolikhet i nollan
i figur 16 da - = 2000 vilket kanns onaturligt da det som simuleras ar framtida utbetalningar.

Fordelningen borde vara kontinuerlig eller &minstone approximativt kontinuerlig sa att
punkterna for stodet ligger tétt.

| forsdkringsklass olycksfall & fenomenet densammaatt f &r stort i relation till
framtidstriangelns varden men dock inte lika stort. | en typisk framtidstriangel beréknad pa
ursprungsdata dér f skattadestill 969 ar det bara sista kolumnen i framtidstriangeln som
innehdller varden mindre &n det.

| fordelningarna SaPo och Gamma beror inte fordel ningarnas stod pa parametern f . Dér ser
fordelningarna mer rimliga ut &en fér mindre vérden i framtidstriangeln. Eftersom
frekvensfunktionen for en SaPo-fordelad stokastisk variabel har ett komplicerat utseende (se
appendix) aterfinnsi figur 18 en simulerad frekvensfunktion for en SaPo-férdelad variabel
med vantevéarde 1500 och spridningsparameter skattad till 9.58 da SaPo-modellen
applicerades pa den ursprungliga utvecklingstriangeln for forsakringsklass civil. DA Gamma
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modellen anpassades pa samma utvecklingstriangel skattades f till 0.066 och en bild av

frekvensfunktionen for en gammafordelad stokastisk variabel med vantevarde 1500 och
spridningsparameter 0.066 finnsi figur 19.

SaPo—fordelning (simulerad), mu= 1500, Data: Gl

Kvantiler

Minimum 0
5th Percentile 4577578
107 — 10th Percentile 624 524
Median 1414728
Mean 1508 068
%0th Percentile 2513552
55th Percentile 2587 455
Maximum E747 BEE

10030
@
|

0 T T T T T T T T T T T T T T T
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Figur 18: Simulerad frekvensfunktion for en SaPo-fordelad s.v.

Gamma-tathet, phi=0.066, mu=1500
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Figur 19: Frekvensfunktion for Gamma-férdelad s.v.

4.7 Resultat efter 1000 iter ationer

| denna undersdkning valdes B = 1000 iterationer varvid 1000 simulerade totala reserver R®
erhdlls. | det foljande undersoker vi prediktionsfelet, medelvardet, férdel ningarnas utseende
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och percentiler i férdelningarna for respektive metod for de tre forsakringsklasserna.
Prediktionsfelet som galler som en skattning av estimationsfelet + processfelet for totala

reserven skattades med standardavvikelsen av R® genom formeln
(R- R)? élOOO R
s= \/ o 1000 dar — _

) R ="l & medelvardet av de simulerade skattade
b1 1000- 1 1000

reserverna. Percentiler i den empiriska fordelningen erholls genom observation nummer |, i
det ordnade stickprovet av simulerade reserver dar |, =[a X1000] och a & procentnivan.

Den empiriska férdelningen erhélls genom F(x) = % . Den empiriska

frekvensfunktionen for totala reserven erhélls genom att plotta ett histogram éver R®.

4.7.1 Forsakringsklass civil

| tabell 20 ser vi percentiler hos den framsimulerade fordel ningen samt medel vérdet,
standardavvikelsen och variationskoefficienten, som & standardavvikelsen delat med
medelvardet, for forsakringsklass civil efter 1000 iterationer. Pa sistaraden redovisas
modellens ursprungligt predikterade totala reserv.

Percentiler OdP SaPo Gamma
0.025 631 890 601 873 493 781

0.05 642 876 628 821 529 659

0.1 661 000 645 960 574 923

0.25 693 805 681 354 643 035

0.5 734 313 725 459 729 353

0.75 772 374 770770 823 206

0.9 813811 822 597 938 441

0.95 843 405 852 475 1018 687

0.975 869 843 883 483 1094 428

0.99 887 529 920 748 1165017
Medelv. 735 462 730 037 745 100
St.avv. 60 298 69 784 147 872
Std/Medelv 0.082 0.096 0.198
Modell 726 900 731 600 739 200

Tabell 20: Percentiler och standardavvikelse efter 1000 iterationer. Forsakringsklass civil.

Modellerna ger olika variation dér OdP ger minst och SaPo aningen storre variation. Gamma
varierar mer an dubbelt s mycket som de 6vriga. Medelvardena ligger ganska néra det
ursprungligt skattade for allatre modellerna vilket tyder pa att bootstrap-simuleringen hér inte
verkar ha nagon storre bias vad det géller skattning av vantevardet. Att Gamma har en dubbelt
sa stor standardavvikelse som de andra & anmarkningsvart.

Histogram 6ver simulerade reserver for respektive metod redovisasi figur 21, 22 och 23.
Histogrammen &r plottade i samma skala.
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Simulerad total reserv, modell OdP civil
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Figur 21: Histogram éver simulerad totala reserver. Modell OdP, forsakringsklass civil.

Simulerad total reserv, modell SaPo, civil
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Figur 22: Histogram over simulerad totala reserver. Modell SaPo, forsékringsklass civil.
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Simulerad total reserv, modell Gamma, civil
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Figur 23: Histogram over simulerad totala reserver. Modell Gamma, forsakringsklass civil.

4.7.2 Forsdkringsklasstrafik

Percentiler, medelvarden och andra stati stiska data efter 1000 bootstrap-iterationer pa
utvecklingstriangeln for forsakringsklass trafik aterfinnsi tabell 24. Variationen som del av
vantevérdet & i samma storleksordning for allatre modellerna, omkring 7%. For allatre
modellernaligger det ssmulerade vantevardet néra (inom+ 1% av) det predikterade varde som
modellen ursprungligen ger. Vantevardena skiljer sig dock kraftigt &t sasom tidigare papekats.

Percentiler OdP SaPo Gamma
0.025 2714923121 2989 356 310 3202165921

0.05 2771166 134 3051574711 3273524 490

0.1 2 848 880 664 3128 822 238 3385614 239

0.25 2974748 319 3252 097 873 3537 869 904

0.5 3125922 257 3400 915 499 3717 601 889

0.75 3257 325 692 3565913123 3891882619

0.9 3416724 264 3713779419 4094 951 457

0.95 3500 740530 3810202 479 4197 054 018

0.975 3565987 417 3902 331702 4 286 686 132

0.99 3669209 172 3956 092 421 4410 156 788
Medelv. 3124 999 762 3414 218 098 3721694 105
St.avv. 220914 668 229 626 269 272 511 656
Std/Medelv 0.071 0.067 0.073
Modell 3146 000 000 3417 000 000 3718 000 000

Tabell 24: Percentiler och andra data efter 1000 iterationer. Forsékringsklasstrafik.

Resultatet av simuleringarna, for forsakringsklass trafik, i form av histogram aterfinnsi figur

25, 26 och 27.
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Simulerad total reserv, modell OdP trafik
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Figur 25: Histogram éver simulerade totala reserver. Modell OdP, forsékringsklasstrafik.

Simulerad total reserv, modell SaPo, trafik
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Figur 26: Histogram 6ver simulerade totala reserver. Modell SaPo, forsdkringsklass trafik.
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Simulerad total reserv, modell Gamma, trafik
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Figur 27: Histogram over simulerade totala reserver. Modell Gamma, forsakringsklasstrafik.

4.7.3 Forsakringsklass olycksfall

Percentiler och annat efter ssmuleringarna for forsakringsklass olycksfall finnsi figur 28. OdP
ger storst vantevarde, SaPo lite mindre och Gamma minst. Variationen & som i
forsakringsklass civil klart storst for modell Gamma. OdP har minst varians och SaPo aningen
storre.

Percentiler OdP SaPo Gamma
0.025 1494732 1460 384 1310843
0.05 1520 487 1483 157 1377070

0.1 1558 878 1511 388 1448 599

0.25 1615303 1583991 1536 406

0.5 1679 059 1655 201 1640 386

0.75 1740563 1726 152 1747 237

0.9 1800 982 1815030 1859423

0.95 1834173 1854 057 1948 175
0.975 1862 236 1890 557 2043 658
0.99 1891 933 1941 076 2150984
Medelv. 1679383 1658 464 1649 367
St.avv. 95 147 113735 179 780
Std/Medelv 0.057 0.069 0.109
Modell 1 665 000 1 652 000 1627 000

Figur 28: Percentiler och andra data efter 1000 iterationer. Forsdkringsklass olycksfall.

Resultatet av simuleringarna, for forsakringsklass olycksfall, i form av histogram aterfinnsi
figur 29, 30 och 31.
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Simulerad total reserv, modell OdR olycksfall
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Figur 29: Histogram dver simuleradetotala reserver. Modell OdP, for sdkringsklass olycksfall.

Simulerad total reserv, modell SaPo, olycksfall

FREQUENCY

140

130

120

1107

100 7]

90

80

70 ]

60

50 7

40

30

20

107

'

Mmoo
Mmoo OO
NNBooOO
NNLOOOO
NNMOO OO
NNoooOS
N=oo0O
Ne=TOooOC
N =000
LTE-3--F-¥-¥-¥-1
MNemnoooo
NoMNOOOO
-nnmoooQ
—muoooo
-mmoooo

reserv MIDPOINT

Figur 30: Histogram over simulerade totala reserver. Modell SaPo, forsdkringsklass olycksfall.
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Simulerad total reserv, modell Gamma, olycksfall
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Figur 31: Histogram over simulerade totala reserver. Modell Gamma, forsakringsklass olycksfall.
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5 Slutsatser

| tabell 32 sammanfattas resultatet av simuleringarna. Dar dterfinns medelvardet av
simuleringarna samt medelvérdet delat med modellens predikterade vérde och
variationskoefficienten uttrycktai procent.

OdP SaPo Gamma

Civil Medelvarde 735 462 730037 745 100
Medelv./Modell 101.2 99.8 100.8

V ariationskoeff. 8.2 9.6 19.8

Trafik Medelvarde 3124 999 762| 3414 218 098] 3 721 694 105
Medelv./Modell 99.3 99.9 100.1

V ariationskoeff. 7.1 6.7 7.3

Olycksfall Medelvéarde 1679 383 1658 464 1649 367
Medelv./Modell 100.9 100.4 101.3

V ariationskoeff. 57 6.9 10.9

Tabel 32: Simuleringsresultat.

Simuleringarna for allamodeller i allaforsdkringsklasser ger ett medelvarde som ligger
ganska nara det som modellen ger ursprungligen. Den storsta biasen ar for modell Gammai
forsakringsklass civil déar simuleringarnas medelvéarde &r 1.3% storre ah modellens
vantevarde. Dettaindikerar att simuleringsproceduren &r relativt bias-fri vad det géller
prediktion av modellens ursprungliga vantevarde trots problemen med negativa vantevéarden i
pseudotrianglarna (se kapitel 4.5).

Modellerna ger olika vantevarden utan nagot entydigt samband. | tvafall av tre vaxer
vantevardet med véaxande p i variansfunktionen dvs. OdP, som ger samma skattning som
Chain Ladder, ger minst reserv, SaPo lite storre och Gamma storst. Detta var fallet for
forsakringsklass civil och trafik. Skillnaderna &r relativt smai forsakringsklass civil dér
Gamma ger 1.7% stOrre skattad reserv an OdP medan de &r storrei forsakringsklass trafik dér
motsvarande skillnad & 18.2%. | det tredje fallet, for forsakringsklass olycksfall, sunker
vantevardet med 0kande p dar Gamma ger minst reserv SaPo lite storre och OdP storst dér
Gamma-modellens reserv &r 2.2% mindre &n OdP:s.

Variationskoefficienten varierar mellan metoderna och forsakringsklasserna. Gamma ger
storst variationskoefficient i allaklasser. OdP har 18gst variationskoefficient i klass civil och
olycksfall dar SaPo ligger ganska nara men ndgot over. | forsakringsklass trafik & SaPo-
modellens variationskoefficient aningen mindre &n hos OdP-modellens. Storsta skillnadernai
variation ar i forsakringsklass civil dar variationskoefficienten & mer an dubbelt sa stor for
Gamma jamfort med OdP och SaPo och minsta skillnaderna finns forsakringsklass trafik dér
standardavvikelsernaligger néra varandra, variationskoefficienternaér 7.1, 6.7 resp. 7.3
procent.

Om man betraktar 90-, 95-, 97,5- och 99%-percentilen for allatre metodernai allatre
forsakringsklasser &r resultatet entydigt. OdP ger minst percentil, SaPo lite storre och Gamma
storst.

M&jligen kan 1000 iterationer vara pagransen till for lite. Tittar vi pa Gamma-simuleringarna

i figur 23 och 31 ser det ut som att den framsimulerade fordelningen inte riktigt har
konvergerat.
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Analysen av plottade residualer i kapitel 4.1 talar fér OdP-modellen eller en modell med p
nara ett. Problemen med manga negativa varden i pseudotrianglarna daremot samt det
maérkliga utseendet hos fordelningarna det simuleras ur i framtidstriangeln talar emot OdP-
modellen. De kraftigt konformade residualerna samt den stora variansen hos Gamma-
modellen tyder pa att variansantagandet med p = 2 kan vara for stort. Gammamodellen kanns
Overlag aningen instabil. SaPo-modellens residual -plottar &r inte helt tillfredsstéllande.
Déaremot kanns fordelningarna det simleras ur i framtidstriangeln rimliga och problemet med
negativavarden i pseudotrianglarna & inte lika stort som i OdP.

| ett val mellan de tre modellerna OdP, SaPo med p = 1.5 och Gamma blir
rekommendationen att valjamodell SaPo. Den kanns naturlig da den uppstar genom ett
poissonférdelat antal gammafdrdel ade variabler och vi hér i en given cell har ett stokastiskt
antal utbetalningar av varierande storlek. Mjligen skulle en modell med p nagonstans mitt
emellan 1 och 1.5 vara bast. Pa senare tid har metoder och framférallt programvaror for att
skatta p kommit som gor att en metod skulle kunna vara att forst skatta p och sedan stoppain
deni en sadan har simuleringsalgoritm i SAS. | ett forsok, egentligen utanfor ramen for detta
arbete, skattades p med hjdlp av programvaran Emblem till 1.42, 1.42 och 1.65 for olycksfall,
trafik respektive civil.
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6 Appendix

6.1 Parameterbyteilog-linjara modellen

Parameterbytet for att ga fran den log-linjéra strukturen
(*) log(m,) =log(g,) +log(d, ), dér log(§ "d;) =0 til
(**) log(m,) =c+a, +b,,dér a, = b, =0 sker genom att |&ta

c=log(g,d,).a, =log(g, /g,), b, =log(d, /d,) U g, =e°+"’“(é§11ebi),dj Ao

6.2 Parameterskattning och " hat” -matrisen

Vid parameterskattning sker forst en 6vergang fran triangelform till listform sa att vi har

MM+ o antalet

observationerna y; i enlng vektor y =(y,,Y,,....Y,)" dar n=

observationer i utvecklingstriangeln. Observationerna y; ordnas sa att de hamnar

enligt ¥ = (Vi Yipreeer Yims Yoroeen Yoy ) - DEN generaliserade linjdra modellen skrivs d& pa
formen
g(m = Xb

dér funktionen g & log, X & den mm+1).

(2m- 1) -dimensionella designmatrisen

innehdllande ettor och nollor, och b = (by,...,b,, ;)" & parametervektorn innehallande
parametrarna c,a; och b, omddptaoch ordnade enligt b =(c,a2....,a,,b,,...b,)". D&
exempelvism=4 harvi g(m)=Xb U

dog(m) U 10001000y &
dog(m,) G @100001000 g
dog(m,) U &100000100 éb2
fog(m,) U €100000010 &°
Sog(m,) U _€101001000U = &
Qog(m,) U~ €.01000100U" &5
Qog(m,) Y €01000010U g&¢
Qog(m) /! €00101000U &7
Qog(m) Y €00100100U &

9

Gog(m,) 8000110004

co.oooooo oo

Skattningen av parametrarna ¢,a; och b; genom vanlig maximum likelihood sker genom
maximering av likelihoodfunktionen

l@q:f,y) = flé (ya, - b@,))+a c(y,f). Teorin nedan & hémtad ur Ohlsson & Johansson
(2003).
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Derivering av denna med avseende pa b, blir efter upprepad anvandning av kedjeregeln

lelé Yi-m Yi-m
b, f v(m)g&m) " mP!

={a(m =togm v(m =P} =1 §

f
Nollstéllet till dessa 2m+1 derivator ger SAS genom Newton-Raphson-metoden enligt
1°
b,Tb,
vektorn av forstaderivator till likelihooden. H gesav H = - X "W, X dé&r X & designmatrisen
och W, & en diagonamatris vars element parad i ges av
v(m)gqm)+v(m)gqm) L. _ 1
2 3 CH 2
f(v(m))“(g&m)) v(m)(g&m))

(*) b,,, =b, - H>s dér H (Hessianen) & matrisen av andraderivator och sér

Wy =Wy +(y, - m)

Hatmatrisen defineras hér, enligt SAS default, som Hatmatris =W X (X TWX) * X "W*?
dar W =W, om algoritmen slutade i forsta steget och W, annars.

Maximum quasi likelihood-skattning av parametrarna sker pa samma sétt. Enligt teorin
innebdr Maximum quasi likelihood att parametrarna skattas genom maximeri ng av quasi-

o m y, o M y,
Q fv (t) a Q
den vanligalog-likelihooden. Denna fungerar som en &ktalog-likelihood vad det géller
estimation av parametrarna, se Olsson & Johansson (2003) kap 3, och ger samma
parameterskattningar som maximum likelihood. Férdelen med quasi-likelihood &r att
fordelning inte behGver specificeras utan det récker med specifikation av variansfunktionen.

dt i stallet for

likelihood-funktionen Q(my) =& Q (my) =&

6.3 Fordelningar

6.3.1 Overspridd Poisson, OdP

Variansfunktionen v(n) = i svarar mot en 6verspridd poissonfordelning. Givet f &r
frekvensfunktionen for en 6verspridd Poisson variabel

| L
ol
fy(y) = exp;ylogg:m)m yIog(f) Iogaeeyi- —exp'WHogg;ngy déar
' 244
i & o)

y=fn,nl {01,2..}, och0annars. For dessafordelningar géller att Var(Y) =frr b
Var(Y) = ./f ./m det vill siga standardavvikelsen & proportionell mot ./m.

6.3.2 Sammansatt Poisson
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Dal< p<2i v(m =mP visar Jargensen (1997) att fordelningen blir

lyg-b u .
fo(y) =expr Y20 gy, P
|
1 Py , PO |
b@) =, @@ p)* Y m=b@) =@ p)*" 0 a= " och
T oy f"b-Ffly)" 6
ploge-a ., x Gay>0
oyf.p=i ¢ an(2- p)/(p- D)
|
0 0 annars

Denna fordel ning uppkommer pa foljande satt:
Antag att Z = éin:lxi dar X, ~iid Ga(a,b) och N ~ Po(m) samt N och X; oberoende. Med

Ga(a,b) menas har gammafordelning med E[X] =ab och Var(X) =ab 2. Parametrarnaa

och b i gammafordelningen samt mi poissonfordelningen véljs
- 2P

enligta = 2 2 b =f(p-1)mP*och m:f 2- 1) Den stokastiska variabeln Z har da ovan

p- - P

namnda fordelning. For dessa fordelningar galer att Var(Y) =fmP b . Var(Y) =-/fmP .

6.3.3 Gamma

Téatheten for en gammaférdel ad stokastisk variabel &
e ” =expj(a - 1)log(y)- log(G@a))- alog(b) - gg=
|

1 ., 1
fY(y;a,b):ﬁy lba
1-f

o —an ) = eyt Y 1/M) - log(m) y
={t =1/a, m=ab} —exp% f +Iog(f TS )F\;

¥q - b@) 4 c(y:£ )4,

P —

= {0 = U/m b(a) = log(- 1/)} = exp]
|

For denna fordelning géller att Var (Y) =fm? b Var(Y) = ./f m dv s standardavvikelsen &
proportionell mot vantevardet.
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