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Abstract

Inom skadeforsakring finns det olika metoder for att skatta relation-
stalen i en multiplikativ tariff. T det hér examensarbetet har Jungs
marginalsummemetod, GLM och en Tweedie-modell undersokts. Syftet
med arbetet var att jamfora metoderna i tre avseenden: skattade rela-
tionstal, varianser samt konfidensintervall. Jamf{crelsen har gjorts dels
pa verkliga data, dels pa simulerade data. I de olika simuleringsfallen
har olika férhallanden undersdkts, som till exempel att skadedata har
simulerats fran gamma- samt lognormalfordelning.

Resultaten har inte varit entydiga, men den metod som bast kla-
rade av de forhallanden som undersoktes i det har arbetet var GLM
och andra bést var Tweedie-modellen.
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Sammanfattning

Inom skadeforsdkring finns det olika metoder fOr att skatta relationstalen i en multiplikativ
tariff. I det hiar examensarbetet har Jungs marginalsummemetod, GLM och en Tweedie-modell
undersokts. Syftet med arbetet var att jamfor metoderna i tre avseenden; skattade relationstal,
varianser samt konfidensintervall. Jamforelsen har gjorts del pa verkliga data, dels pé
simulerade data. I de olika simuleringsfallen har olika foérhéllanden undersokts, som till exempel
att skadedata har simulerats frdn gamma- samt lognormalférdelning.

Resultaten har inte varit entydiga, men den metod som bést klarade av de forhéllanden som
undersoktes i det hér arbetet var GLM och andra bést var Tweedie-modellen.

Summary

There are several different methods used in non-life insurance to estimate the rating factors in a
multiplicative tariff. In this paper three methods are examined: method of marginal totals (
Jung’s method ) and methods based on multiplicative GLM and Tweedie models. The aim is to
compare how these methods estimate rating factors, their bias and precision, and their
confidence intervals. Comparisons have been made on both real data and simulated data. In the
simulations, different conditions have been examined, and for example the claim amounts have
been simulated from both the gamma and the lognormal distributions.

The results were not unambiguous, but overall, GLM was the method that performed best in
relation to the factors examined in this paper. The Tweedie method was judged second best.
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1. Inledning

Ett sakforsakringsbolag erbjuder kunder att ersétta eventuella framtida skadekostnader
mot en avgift, premien. Premie skall ticka forsékringsbolagets ataganden mot kunden,
riskpremien, samt deras administrativa kostnader och vinst. Hur stor riskpremie
kunderna betalar for en forsékring beror dels pd hur stor risken dr att de rékar ut for en
skada, dels pa hur stort det eventuella skadebeloppet blir. Olika forsakringstagare
motsvarar olika stora risker. Nar riskpremien berdknas undersoks darfor olika
premieargument (variabler) som kan tinkas paverka risken for forsdkringsbolaget. Ofta
antas en multiplikativ modell for vantevirdet av skadekostnaden. Den riskpremie som
kunderna betalar ska motsvara den forvintade skadekostnaden for den kategorin av
kunder.

1.1. Problemstillning och syfte

I en tariff bestdms premien med hjélp av premieargument, dir risken i olika klasser
inom ett premieargument stts i relation till varandra. Det finns olika metoder for att
bestimma relationstalen i en multiplikativ tariff. En metod som tidigare varit vanlig dr
marginalsummemetoden, som dven kallas Jungs metod. Numera har metoder baserade
pa generaliserade linjdra modeller, GLM, blivit alltmer vanliga. Tweedie-modellerna,
som &r ett specialfall av GLM, ger upphov till &nnu en metod. Syftet med
examensarbetet &r att jimfora dessa metoder i tre avseenden: skattade relationstal med
tillhdrande varianser och konfidensintervall.

Jamforelsen gors dels pa “verkliga” data, dels pa simulerade data. Frdgor som jag
hoppas kunna besvara med arbetet dr vilken metod som ar mest tillforlitlig. Vad hénder
om vissa modellantaganden inte dr uppfyllda, t ex om medelskadan har en annan
fordelning #n vad metoderna utgar frin. Ar det nigon av metoderna som klara detta
bittre dn de dvriga?

1.2. Avgriansning

Béde GLM- och Tweedie-modellklasserna innefattar manga olika modeller. Inom GLM
kommer den modell att undersokas dir antalet skador dr Poisson-fordelat och
skadebeloppet d4r gammafordelat. For att skilja denna modell frén 6vriga GLM kallar jag
den for Standard-GLM. Inom Tweedie-modellerna undersdks den sammansatta
poissonfordelningen direkt pa riskpremien. (Se appendix for tabell dver de undersokta
metoderna.)

Naér det géller skattade varianser och konfidensintervall i anslutning till Jungs metod
kommer jag att anvinda den LF-Wasa metod som Stig Rosenlund skriver om i
Evaluation of GLM in non-life insurances. Motsvarande berdkningar inom

GLM kommer jag att goras enligt den metod som Esbjorn Ohlsson och Bjorn Johansson
tar upp 1 Prissdttning inom sakforsdkring med Generaliserade linjdra modeller.



2. Bakgrundsteori

2.1. Begrepp
Inom sakforsékringsmatematiken definieras féljande begrepp:

* Riskpremien, Y, total skadekostnad per forsékringsér.
Medelskadan, M, total skadekostnad dividerat med antal skador.
Skadefrekvens, S, antal skador per forsdkringsér.

* Duration, w, dr den tid som forsékringen géllt.

Riskpremien = Medelskadan _ Skadefrekvensen
2.2. Modellantagande

Inom sakforsékring finns det tre modellantaganden, som gor det mojligt att utforma
teorier for riskpremien.

* For olika forsdkringsavtal dr utfallen (antal skador och skadekostnader) oberoende
av varandra.

* [ disjunkta tidsintervall dr utfallen oberoende av varandra.

* Utfallen for tva forsikringsavtal, med samma exponering (antal skador och
duration), i samma tariffcell, har samma fordelning.

Det man vill dstadkomma vid indelningen av forsdkringarna &r att skillnaden mellan
olika tariffceller ska vara stor i jaimforelse med inom tariffcellerna. [4]

2.3. Multiplikativ modell

Riskpremien ska motsvara den for forsékringsbolaget forvintade skadekostnaden. Vid
berdkning av riskpremien har man olika premieargument (variabler) som man tror
paverkar bolagets risk eller forvintade skadekostnad. Varje premieargument &r i sin tur
indelat i olika klasser. Malet &r att dela in forsékringsavtal med lika stor risk i samma
grupp. Pa s vis betalar var och en av forsékringstagarna for sin egen risk/forvintade
kostnad. Det vanliga dr att man ansitter en multiplikativ modell for den forvéntade
kostnaden for en forsdkring med riskpremien Yy . (1) (Den multiplikativa modellen
anvinds dven vid analys av skadefrekvensen och medelskadan.) Modellen
parameteriseras vanligen sa att man har en bascell och de dvriga parametrarna uttrycker
hur risken avviker frén bascellen.

E(Yijk.“) =VYoViV2iVa "
déry, dr baspremienoch y,, =y, =vy;, =---=1 dr bas for respektive premieargument.

y,; ar relationstalen f6r premieargument 1. (1)

En multiplikativ modell ar rimlig eftersom den innebér att forandringar av riskpremien
blir relativa. Detta kan ldtt inses med ett enkelt exempel. Om man har tva



premieargument, alder och geografisktomrade, och premien éndras for alder sa blir den
relativa fordndringen densamma oberoende av var man bor. Om man istéllet har en
additiv modell och premien dndras for &lder s& paverkas premiens procentuella
fordndring av var man bor.

3. Metoderna
3.1. Jungs marginalsummemetod

En av marginalsummemetodens upphovsmén ér svensken Jan Jung, som var med och
utvecklade den under slutet 1960-talet. [2] Det metoden sdger ér att skattningarna av
tariffcellernas forvintade skadekostnad ska ha samma marginalsummor som de
observerade skadekostnaderna. Ekvationssystemet (4) nedan visar
marginalsummemetodens skattningar av relationstalen. Endast tvd premieargument ar
med for att fa enklare notation. Ekvationerna fick Jung fram genom att maximera
poissonfordelningens likelihoodfunktion. Enligt Jung ger ekvationerna alltid
véntevardesriktiga skattningar av marginalsummorna d@ven om antagandet om
poissonfordelning inte géller eller om modellen man antagit inte stimmer. Det &r alltsé
en fordelningsfri metod. [2]

X, = skadekostnad i tariffcell i j
w; = duration
Y, =X, [w,

Detta ger foljande ekvationssystem :

D T2 = 3wy i=l..p
J 7

EW”YOYU)/ZJ' =Ewi/Yij Jj=l..gq (2)

Om man summerar den forsta ekvationen 6ver i kan man sedan 16sa ut y .

7,; 16ser man ut ur den forsta ekvationen som funktion av y,; - na, och vice versa.

E w; Y
-

Yor 8
Ew,jyliyzj
a
Ewif'Yij
Yy = i=l...p
: Vozwijyzj
J
Dl 6
Y, == j=i...q 3
Y Yozwijyli

Ekvationssystemet (3) 10ses iterativt.



3.2. LF-Wasa metoden

Skattning av varianser samt berdkning av tillhérande konfidensintervall har i detta
arbete gjorts enligt LF-Wasa metoden, som utgér fran Jungs metod. I LF-Wasa metoden
anvinds kvadratsummorna av skadekostnaderna vid bildandet approximativa
konfidensintervall for riskpremiens relationstal. I metoden antas inget om
skadekostnadens fordelning, utan den utgar fran att antalet skador &r poissonfordelat och
att den totala skadekostnaden da blir sammansatt poissonfordelad. [7]

Exempel med tvé variabler :

Z,; ar skadekostnaden for skada k = 1,2 3,..., N, i tariffcell ij .
N antal skador i tariffcell i/ med duration w

N, ~Poissonfordelad (é;w; )

Z" 2y Z

12 Loy Layres Z Ny ar oberoende och lika fordelade med en fordelning som far bero pé ij,

meninte pd N, .
N,

i
Y. =LVZ
W /

f ~ Sammansatt Poissonfoérdelning for fixerat .

kij

For att fa fram variansen for den sammansatta Poissonfordelningen kan den
kumulantgenererande funktionen, W(t), deriveras. (Se appendix for motivering till W(t).)

For att notationen ska bli enklare har jag inte tagit med index i nedan.
W(t) =Wy (Y, )

V(1) = W'y (Vs (W', (1)
W) =W (W, O, () +W' (W, ()", ()

EQY)=1"(0) =W (¥, (O)F',,,,, (0) =W (O)W',,, (0)= E(N)E(Z,)/ w=wAE(Z,)/ w
E(Y)=2AE(Z))

Var(Y) =" (0) = W' (¥, ()W, ,, (0)* + W' (¥, ()P, (0)
=W (0)¥',,, (0)7 +W' (0", ,, (0)=Var(N)E(Z, / w)* + E(NYVar(Z, | w)
=wWAME(Z,))* +Var(Z,))/ w* = AE(Z,>) | w

Var(Y) = AE(Z,) | w @)



Nu har vi fatt fram variansen for riskpremien, Y, i en tariffcell. Eftersom den totala
skadekostnaden i varje del av tariffcellen kan antas vara sammansatt poissonfordelad,
kan man enligt LF-Wasa metoden skatta variationskoefficienten, v,, for observerad
riskpremie i premieargument » och klass s, genom att dividera skadekostnadens
kvadratsummor med sammanlagd skadekostnad i kvadrat. (5) Dessa
variationsskattningar anvands dven som variansskattning for riskpremiens relationstal,

Vrs- [7]

vy = (EZZU )/(E Zz/'y (5)

Summerar 6ver skadekostnader som tillhor premieargument » och klass s.

[7]

Nu kan man enligt LF-Wasa metoden bilda approximativa konfidensintervall for de
skattade relationstalen, ¥,,, genom att utgd frin att logaritmen av ¥, r approximativt
normalfordelad da durationen ér stor. [7] Riskpremien, Y, dr approximativt
Normalférdelad eftersom den har bildats av en summa. Aven riskpremiens relationstal,
sk, och logaritmen av y,, kan antas vara approximativt normalfordelade eftersom
divisions- och logaritmfunktionen dr, for korta intervall, approximativt linjdra. Vi far
hér ett 95 procentigt konfidensintervall for den forvintade skadekostnaden i
premieargument 7 klass s.

log(y,,) 1,96 = Y. exp{i 1,96\%} (6)

Konfidensintervall for relationstal med klass ett som bas far man genom att anta att
logaritmen av y,/y;1 4r approximativt Normalfordelad med variansen v/, +v,,°. [5]

Vs exp{l,96\/\32r1 +97 } (95%) @)

’}/rl

3.3.2. Motivering till LF-Wasa metoden.

Vid motiveringen till variansskattningen har Esbjorn Ohlssons Hdrledning av ad hoc
konfidensintervall” anvints. Forst undersoks fallet med endast ett premieargument. Da
motsvaras riskpremiens relationstal av vintevérdet av riskpremien i tariffcellerna. Man
kan darfor skatta variansen for riskpremien i (4) ndr man ska skatta relationstalens
varianser. For att skatta variansen i ekvation (4) behovs dven skattningar for
poissonfordelningens parameter, A, och andra momentet for skadekostnaden.



A=X

N XN,
E(Z )skattas med - 2 Z, och E(Z”)skattas med - 2 Z,
Nu far man frén (5 )att

N N N
E(Y)= AE(Z) skattas med ):xﬁEZ =Ny #Z _%2
N
Var(Y) = )\‘E(Z )w skattas med Ax-L ZZ x L =Ny %2 %szz &)

forutsatt att det bara finns ett premieargument.

Den empiriska skattningen, Y, av den forvintade skadekostnaden for en forsdkring
under ett dr, u, dr approximativt normalfordelad. Genom att anvénda
felfortplantningsformlerna (se appendix) far man fram vintevirde och varians for
logaritmen av Y. Den skattade variansen i denna approximation ger LF-Wasa metodens
variansskattning och konfidensintervall.

Om Y ir approximativt ~ N(u, o), sa ir log(Y) approximativt ~ N(log(u), o” / u*).
I vart fall skattas Var( log(Y)) = Var(Y)/E(Y)* med =3 72/ @ 37 ) - 327/ (E Z,)

. . . I . AD .
vilket 6verensstimmer med variationsskattningen, v°, 1 (6).

Genom tariffcellernas oberoende fas skattade varianser for relationstalen.

log(s, )= 1og(§;) - Nogn, )- tog(u )57 +97 ) 0)

Vi ser i ekvation (9) att da vi endast har ett premieargument fir vi samma
variansskattning for relationstalen som 1 LF-Wasa metoden. Den kritik som riktats mot
LF-Wasa metoden &r att den inte ar fullt motiverad dd man har fler én ett
premieargument. Om man forsoker att skatta variansen for relationstalen da man har tva
premieargument ser det ut pa foljande sett:

Om man har f6ljande multiplikativa modell

My =B,

Skattar man «; och 8; enligt Jungs modell far man :

2l

G w;

=1...
}:wm DX

J
. EWyYu wY.
i g .
;= - i j=l.g
EW;/% Ew,ja,.
i i

Y, =L E w, Y. marginalen av riskpremien i klass i med avseende pd premieargument o (10)
. i y-y
7




Om basklassen i bada premieargumenten &r fem far man foljande skattningar av relationstalen i klass ett.

A 1 A
Ew.[j. —Ew.[g’.
A 5 . 5
;a2 wy, ey,
= L = X —
Y=

= ~— X ~
1
aS Ewlj/jj WS.YS. V‘T.Ew]fﬁf 5.
J

A 1 A
N W..O. — W..OL.
R ﬁl 2 5T W‘lYl W 5T Yl

i
21

=—1= — X = —x—L
Bs Ewilai w¥s S ywya, Y
7

Wy

Om man logaritmerar detta uttryck far man

%&Ewwﬂj

log(7,,) = log| —&—— | +log(¥; ) - log(¥; )
wlfzwljﬁj
J
n; . WiSdi
log (7,,) = log|———| + log(Y,, )~ log(Y ;) (1)

1
TIE Wi @i

[

Forst undersoks om skattningen i ekvation (11) dr konsistent. (Se appendix for
definition av konsistent.)

E, )- Hy =aB,

E()=— S EG )- 2 S p,
5. J 5.

st )

Y, och Y, konvergerar motsina véntevirden dd informationen vixer, vilket leder till

att ekvationerna i (11) gar mot foljande :

1 .
7_,2“’5//31

~ a a
log(yll ) g 10g ljiﬁ + 1Og(w1 E Wl./ﬁj ) + log(w5 E W5//3;/’ J =
; Wy Py 1.7 5. 7

.7 Wi 7
=log T < . +log
A as
w 2P 2vsb;
LJ 5.7
1 .
o I5ai ﬁ E Wilal
. Ws T LA
log(y,,) = log| — +log B
— Y w,aq, = 2 wsa,
Wi G Ws T
. . . a; =a,
Losningen till dessa tva ekvationer dr J .
/5/ = /5]
Asymptotiskt dr skattningarna de ritta och alltsé dr de konsistenta. (12)

10



Om durationen har en multiplikativ struktur sa blir den forsta termen i ekvation (11)
noll. Det visas nedan i (13) for en tva ganger tva tabell.

Multiplikativ struktur for antal observationer per cell, 2x 2 - tabell
Wy =Ny, XN, X i,j=12

w,; durationen i tariffcell ij

n,, durationen i premieargument 1 klass i

n,; durationen i premieargument 2 klass j

¢ = konstant

Undersoker endast den forsta termen i hogerledet i ekvation (11)

1
w%_EWNﬁ/ E‘”u”z/c )X (W21/3)1 +W22/3)2)
J

log| —5— '
ﬁEWUﬁj
7

J

= log|— =

1
‘(—)x (Wllﬁl +w,f, )
E 1,1y ;¢

J

1
X (nlznZIcﬁl +ny,n,,c3, ) 1
Ny ) Ny —xn,ex(ny, By +ny )
=log jl =log nf =0 (13)
x(nlanICﬂl +n”n220/32) —xn”cx(nnlj’] +n22/32)
ny Enzj' ny
J

Da durationen har en multiplikativ struktur &r det darfor enklare att berdkna vantevérde
och varians for uttrycket i (11). Forst berdknas viantevardet for ekvation (11).

LEWSI'/);;

E(log(,, )= £|log| || + £(og(y, ))+ £(og(¥: )=

72“’1/#/

1 A a,
Wy 2 Wb, w, 2 wiP om durationen har en a,
=log|—= +log —— | = = log| — =log(y]) (14)

1 A a multiplikativ struktur
L 5
1.7 Ws. 7

Variansen for ekvation (11) skattas pa foljande sitt da durationen har en multiplikativ
struktur.

11



Ny 5
Var(Y,j ) skattas ju med ﬁ 2 Zy

b

2

Var(Y;) = 2 ij2 Var(Ys;) skattas darfor med ! E Z Zsjk2
7 7

W wg’

Med samma motivering som dé vi hade ett premieargument blir :

Var(log(¥; ))=Var(v, YE(, ¥ som dr v’

Da durationen har en multiplikativ struktur kan man bortse fran forsta termen i ekvation (11).
om durationen har en

multiplikativ struktur

Var(yll)={ }=Var<1og<n.>- log(t, ))=v,? +v, (15)

Ekvation (14) visar att om man har en multiplikativ struktur pa durationen sa blir
skattningarna av relationstalen i (11) vantevardesriktiga. Da man har fler dn ett
premieargument blir variansskattningen korrekt under multiplikativ duration.

3.3. GLM

I den linjéra modellen har man yj,..., y, som &r observationer av de stokastiska
variablerna Y,..., Y,. Dessa dr oberoende och har gemensam varians. Vintevardena u;,
i=1...n, kan uttryckas linjart med hjélp av ett mindre antal modellparametrar. Och det &r
detta som &r det fundamentala i den linjdra modellen. [10] Yi=u;+¢; kan allts skrivas
Yi=x;"B+e;i.

Generaliserade linjdra modeller dr en utokning av den linjdra modellen. Hir tillater man
att viantevérdets linjdra struktur skapas genom en linkfunktion, g(ui)=x;’g. I detta
arbete har man en logaritmisk ldnk pa vintevérdet eftersom man utgér fran en
multiplikativ modell. D4 data &r pa listform istéllet for pd tabellform innebér den
logaritmiska lankfunktionen f6ljande:

E(Yi )= w, dirY, drnyckeltal for tariffcell i
lOg(Aui) = Exij/‘))j
7

x; dr en indikator variabel som talar om nér ; ska vara med. (16)

En annan skillnad, fran den linjdra modellen, dr att de stokastiska variablerna inte
behover vara normalfordelade utan kan komma fran den familj av
sannolikhetsfordelningar som kallas for exponentiella dispersionsmodeller, EDM.
Exempel pa fordelningar som tillhér EDM é&r normal-, poisson-, gamma-, lognormal-
och paretofordelningen. Alla tithetsfunktioner och sannolikhetsfunktionen, som tillhor
EDM, kan beskrivas genom frekvensfunktionen som visas i (17). Vilken EDM-
fordelning det dr bestdms entydigt av variansfunktionen. [4] Eftersom man har en hel
familj av fordelningar kan man ta fram modeller som géller generellt for alla
fordelningar som tillhér EDM.
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frekvensfunktionen (1 7 )

0. -b(6.
fy,. v, :Bf,¢)=eXP )/117(1)+C(y[’¢’wi)
o/w,

E(Y,)=b'®,)
Var(¥,)=b"(6,) £
dar v(u,)=»5"(6,) kallas variansfunktion

[y, (0)=0, w, =20, ¢>0,

b'(0,) dr tva génger kontinuerligt deriverbar och inverterbar.

3.3.1. Skadefrekvensen

I GLM kan man skatta skadefrekvensen och medelskadan var och en for sig. Genom att
faktorisera likelihoofunktionen i en faktor som é&r likelihooden for frekvensdata och en
som &r den av frekvensdata betingade likelihooden for skadedata, sd kan man separera
inferenserna for de tvé olika grupperna av parametrar.

L(s, m)= L(S)L(m‘s)

Antalet skador som intraffar inom en viss tariffcell antas vara poissonfordelade. Att
detta antagande dr rimligt kan man se genom att titta pd modellantagandena i kapitel tva
och definitionen av en Poisson-process (se appendix). Enligt modellantagandena ér
utfallen i disjunkta tidsintervall oberoende av varandra och tva avtal med samma
exponering inom samma tariffcell har samma fordelning for utfallen. Det sista
antagandet innebdr att det som dr av betydelse dr hur ldnge och inte nér ett avtal géllt.
Detta innebdr att denna rdkneprocess har stationéra och oberoende inkrement vilket ar
ett av villkoren for att det ska vara en Poisson-process. Man kan anta att skadorna
intréffar en och en vilket stimmer med nésta villkor for Poisson-processen. [4] I en
Poisson-process dr antalet skador som intrdffar under en viss tidsperiod poissonfordelat.
[8] Att antalet skador som intraffar under en viss tidsperiod ar Poissonfordelat ar alltsa
ett rimligt antagande.

Skadefrekvensen, S, = N, /w, (18)
N, antal skador i tariffcell i med duration w,
N, ~ Poisson (w,A,)

Fy (514) = P(S, =5,) = POV, = 5,,) = explw, 2, Y2
| (s,,)!

E(S,)=E(N,)/w, =4, =b'(8,)
Var(S,) =Var(N, /w,) =7, | w, = b"(@l.)%
Ddar¢=1 och v(A)=24,
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3.3.2. Medelskadan

Nér man skattar medelskadan utgér man fran att de enskilda skadebeloppen ar
gammafordelade. Eftersom variansfunktionen entydigt bestimmer vilken EDM man har
ar det en bra metod att undersdka om variansfunktionen &r rimlig, dd man bestimmer
fordelningen. For gammafordelningens variansfunktion dr véntevérdet proportionellt
mot standardavvikelsen, vilket dr ett rimligt antagande. [4] Enligt Ohlsson (2003) sats
2.2 ér att alla EDM ér reproducerbara vilket innebér att om man slar ihop tv4 tariffceller
déar medelvérdet inte skiljer sig mycket 4t s& stannar man inom samma EDM-famil;.
Aven detta #r ett rimligt antagande for skadefordelningen.

Medelskadan, M, = X, /n, (19)
X, kostnad for skador i tariffcell i med duration w,
X, ~ Gamma(w,a,,b,)

w;a,
(Wibi) B w,al—leb,w,m,

fMl (ml) = W/f)(‘ (Wim[) = T(wa)

EM,)=a,/b,

Var(M,) = (w,a,) /(w,b,)* = %‘)/w[a[ = @) -
dir ¢=1/a, och v(u,)=u’

3.3.3. Skattningar i GLM

Eftersom béade poisson- och gamma-fordelningen tillhér EDM-familjen kommer
skattningarna att beskrivas utifran frekvensfunktionen (17). I GLM skattas parametrarna
genom att maximera log-likelihoodfunktionen. For att gora detta deriveras log-
likelihoodfunktionen med avseende pa parametrarna (se appendix). Man kan se att
skattningarna av relationstalen inte beror pa ¢.

log - likelihood funktionen (20)
. 1

l(e,¢, Y) = 5 E Wi(yiei - b(ei)) + E c(yuqb’ Wi)

(Vt - U )x;‘,‘

——=0 ger ML -ekvationema: » w,—————~=0
o, 2" )

Niér varianserna skattas anvinds att ML-skattningarna dr asymptotiskt normalfordelade
och asymptotiskt vintevirdesriktiga.
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A=~NGI) @1)

o) S ey [

1--E(H)=-E

I (21) ser man att variansskattningen beror pd parametern ¢. For skadefrekvensen
behovs dock ingen skattning av ¢ eftersom den é&r ett. ¢ kan skattas pa tre olika sétt,

genom ML-skattning, Pearsons och Devians. I det hir arbetet anvédnds Pearsons
skattning.

Pearsons X2

0 - )

X _E Var(Y) = ¢EW" V(N) som #r approximativt x*(n - r) - fordelad.

(PXZ nirEW[ (y,-—M,-)Z (22)

3¢’)\= =

n-r T V(ﬁi )

Med hjélp av de skattade parametrarna kan konfidensintervall bildas. (23) visar ett 95-
procentigt konfidensintervall for medelskadans och skadefrekvensens betavariabler. Nar

man vill ha konfidensintervall for gammavariablerna anvdnder man sambandet som
visas i (23).

95%-igt KIfor B: B =196 Se(B)
95%-igt KIfory: (el 1005h) ofr96seh)y (23)

Niér varianser och konfidensintervall for riskpremien berdknas bortser man frén att
skattningarna av medelskadan och skadefrekvensen parametrar ar beroende. Att detta
kan goras motiveras av att likelihoofunktionen kan faktoriseras pa det sétt som beskrivs
i avsnitt 3.3.1. Variansen for riskpremien kan da berdknas enligt (24).

Y =S xM. = antal skador N summan av skadekostnaden

i i i

duration antal skador

/§Yijk = Bsa’k +/§Myk
Var(B" w) =Var(BSu)+Var(B" i) (24)
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3.4. Tweedie-modellen

De EDM som har variansfunktionen v(u)=u’ kallas for Tweedie-modeller. Dessa
modeller tillhor de generaliserade linjdra modellerna. Det som ér karaktéristiskt med
dessa dr att de ar skalinvarianta. Med det menas att en stokastisk variabel, som tillhor
EDM, som multipliceras med en konstant, tillhor fortfarande samma EDM familj.
Tweedie-modellen dir 1<p<2 &r den sammansatta Poissonfordelningen. I denna
sammansatta Poissonfordelning dr skadeantalet Poissonfordelat och skadekostnaden
Gammafordelad, vilket gor den ldmplig till att anvéndas direkt pa riskpremien. Eftersom
sammansatt Poissonfordelningen anvénds i forsdkringssammanhang, dr det intressant att
koppla den till EDM sa att generaliserade linjdra modeller kan anvéndas.

Tabell 1.
Négra olika fordelningar for olika p
p=0 Normalfordelning
p=1 Poissonfordelning
1<p<2 Sammansatt Poissonford.
p=2 Gammafordelning
p=3 Invers normal ford.

EDM-funktionen for Tweedie-modellen med 1<p<2.

F(.60.) = exp{M s c(y,k,p)}
1/ Aw,

dir 6, =0x"", b(O)= p__lz(-(p—lb)'”/’”‘ , b'(©0)=00-p)'" och

g S (wr) )
c(rpop)=1 "% &\ TGG=p)(p- Dy

0 annars

y>0

Denna fordelning far man genom foljande :

L4t Z, vara skadekostnaderna och N(w) antal skador. Dessa ér oberoende av varandra.

Z. ~ Gamma (-0,—a) med tithetsfunktion (I-‘(B) )z"’"legZ och N(w) ~ Poisson(wm)
-a
N(w) N(w)
HM=EL och YWF%EZ
Parametrana fas genom; A >0 m = }Lﬁb(e), a="2 _? 25)
p —

[3]

I det hér arbetet har p=1,5 anvints.
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3.5. SAS proc genmod

I det hir arbetet har SAS anvints. I SAS finns det fardiga procedurer, proc genmod, for
berdkning av relationstal, varianser och konfidensintervall for generaliserade linjéra
modeller. Att berdkna skattningar av relationstalen i Jungs metod &r samma sak som att
anvénda sig av proc genmod med Poissonantagande. (Se appendix for bevis.)

Proc genmod anpassar data till en generaliserad linjar modell med hjélp av maximum-
likelihood metoden. For att maximera likelihoodfunktionen anvinder SAS Newton-
Raphson algoritmen. Genom lédnkfunktionen, link, anger man vilken typ av modell man
vill ha, 1 vért fall ddr modellen dr multiplikativ anger man logaritmfunktionen.
Responsen antas ha en EDM-fordelning. Man far ange den typ av EDM-fordelning man
vill anpassa data till. S hir kan man skriva i SAS ndr man vill skatta betaparametrarna
for medelskadan med hjdlp av proc genmod. [11]

proc genmod data=medelskada;
class &var;
model medelskada=&var /dist=gamma
link=log
pscale;
weight skador;
ods output ParameterEstimates=r medelskada;
run;

I SAS kan man skatta parametern ¢ genom maximum-likelihood, Pearsons chi-tvd och
Devians. Om man inte anger ndgon metod sd anvinds ML- skattningen dd man har
gammafordelning, men for poissonfordelningen fixeras ¢ vid ett. For att f4 s kallad
overspridning d4 man har poissonférdelning anger man vilken metod ¢ ska skattas med.
(23) I det hir arbetet har jag anvint mig av Pearsons chi-tva vid skattning av ¢ i
gammafordelningen, och ingen Gverspridning i poissonfordelningen.

Da man har 6verspridning i Poissonfoérdelningen ser variansfunktionen

ut som forljande :

V(M) =¢A, dir ¢ >1

Om ¢ < 18 kallas det for underspridning [11] (26)

Det man ska ténka pa ndr man skattar relationstalen for medelskadan i SAS ir att det
bor goras pé icke-aggregerade data fOr att inte missa variationen inom cellerna. Nir det
giller skadefrekvensen kan man arbeta med aggregerade data ndr man inte antar nagon
overspridning.
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Nir det giller Tweedie-modellen finns det ingen fardig procedur i SAS som kan
anvindas. Man fér istillet anvdnda sig av programmeringssteg i proc genmod, dér man
sjélv talar om vad deviansen och variansen ska vara. I (27) har jag berdknat deviansen
for Tweedie-modellen.

Berikning av deviansen for Tweedie - modellen
Devians, D = 2[(y) - ()]
. 1
log- likelhood, 1(@; ¢,y )= P E w,(v,6, - b6, )+ E (v, W, 9)
u; = b'(ei): 61‘ = h(;“i):

D= 921)2 Wi (yih(yi )_ b(h(yi ))_ yih(;“i )_ b(h(ui )))

1 Tweedie :

H6)- - (p-1p)
p
p©)=(-rp,)"

~(p-1)

h(:“i)=‘blt[7
-p

2 N VT e
— D = Wl- i i + : (27)
4),2 @-plt-p) 1-p 2-p

3.6. Fordelar och nackdelar med metoderna.

Det finns bdde for och nackdelar med de tre olika metoderna som skattar relationstalen i
en multiplikativ tariff. En fordel, med Standard-GLM och Tweedie-modellen, &r att de
utgér fran fordelningar vilket gér det mojligt att berdkna varianser och
konfidensintervall. Det &r dven en fordel att man vet under vilka forutséttningar som
metoderna giller eftersom det gor det mojligt att avgora nér de bor anvéndas. I
Standard-GLM analyseras skadefrekvensen och medelskadan separat vilket gor det
mdjligt att ha olika klassindelningar i frekvens- respektive medelskadeanalysen. Detta
gor det enklare att finna signifikanta klassindelningar. Att medelskadan och
skadefrekvensen antas vara oberoende vid berdkning av riskpremiens variansskattning
kan dock vara en nackdel. En annan fordel med GLM ir att det finns fardiga procedurer
1 SAS som man kan anvinda sig av.

Det kan bdde finnas for- och nackdelar med att Jungs metod &r férdelningsfri. Det som
ar negativt dr att man inte vet niar man bor eller inte bor anvdnda metoden. Men a andra
sidan &r det en fordel att den alltid ger vantevérdesriktiga marginalsummor oberoende
av fordelning. Nér det géller LF-Wasa-metoden, som anvénds vid variansskattning av
Jungs relationstal, s& dr det en nackdel att metoden inte dr motiverad da man har fler &n
ett premieargument.
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4. Verkliga data

Berikningarna har gjorts pa skadestatistik fran Trygg-Hansas bussforsakringar mellan
aren 1998 och 2003. Till att borja med undersdktes vilka variabler som var mdjliga att
ha med i modell, alltsa variabler som det fanns uppgifter om i de flesta av

forsakringarna. Utav dessa anvéndes fem variabler. Dérefter gjordes klassindelning och
de klasser som hade storst duration fick vara basklasser. Sedan berdknades relationstal,

varianser samt tillhorande konfidensintervall enligt de tre metoderna.

4.1. Resultat fran verkliga data

For de skattade relationstalen gav metoderna likartade resultat. Nér det géllde de
skattade standardavvikelserna s& var Tweedies skattningarna nagot hogre dn Standard-

GLM och Jungs skattningar for i stort sett alla klasser. (Se tabell 2.)

I tabell 3 ser man att &ven om relationstalen skiljer sig ndgot at mellan de olika
metodernas skattningar s dr skattningarna inom varandras konfidensintervall.

En nackdel med att undersoka verkliga data &r att man inte har ndgot facit att jimfora
med, vilket gor det svart att avgdra vilken av metoderna som ir béttre dn de andra..

Tabell 2.
Relationstal standaravvikelse

Standard-GLM Jung |Tweedie Standard-GLM Jung | Tweedie

Parameter |klass frek m- r- r- r- frek m- r- r- r-
skada | premie |premie| premie skada | premie |premie| premie

variabel 1 1 1,29 0,78/ 1,00/ 0,98 1,01 0,04/ 0,0, 0,13 0,12 0,17
variabel 1 2 1,00 1,000 1,00 1,00 1,00
variabel 1 3 0,78 1,28/ 0,99 0,96 1,000 0,02| 0,14 0,12 0,11 0,13
variabel 2 1 0,69 1,01 0,69 0,64 0,71 0,03 0,19/ 0,14 0,12 0,17
variabel 2 2 1,08 0,93| 1,00 0,96 0,98/ 0,03 0,13 0,14| 0,12 0,15
variabel 2 3 1,00 1,000 1,00 1,00 1,00
variabel 2 4 1,58 1,34) 2,11 1,98 2,06/ 0,05/ 0,17 0,27 0,27 0,29
variabel 3 1 1,00 1,000 1,00 1,00 1,00
variabel 3 2 0,78 0,99 0,77 0,77 0,75/ 0,02 0,10 0,08 0,08 0,09
variabel 3 3 0,44 0,94, 0,41 0,40 0,40, 0,01 0,12 0,06/ 0,05 0,06
variabel 4 1 1,00 1,000 1,00 1,00 1,00
variabel 4 2 0,97 1,30 1,26] 1,30 1,31 0,02| 0,13/ 0,13 0,15 0,15
variabel 5 1 1,00 1,00, 1,00 1,00 1,00
variabel 5 2 0,71 0,92| 0,66/ 0,66 0,68/ 0,02/ 0,10 0,07 0,08 0,08
variabel 5 3 0,97 0,80 0,78/ 0,76 0,79 0,03 0,10 0,10/ 0,08 0,12
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Tabell 3.

95%-igt Kl
Standard-GLM Jung Tweedie
Parameter | Klass frekvens medelskada riskpremie riskpremie riskpremie

variabel 1 1 1,21 1,37 0,61 1,000 0,78 1,30 0,78 1,23 0,73 1,41
variabel 1 2

variabel 1 3 0,74 0,82 1,03 1,59 0,79 1,25 0,76| 1,20 0,78 1,28
variabel 2 1 0,63 0,75/ 0,70 1,45 0,48 1,01 0,44| 0,92 0,46/ 1,10
variabel 2 2 1,02| 1,15 0,71 1,21 0,77 1,32 0,75 1,23 0,73 1,33
variabel 2 3

variabel 2 4 1,49/ 1,67 1,05 1,70 1,65 2,71 1,52| 2,57 1,56 2,71
variabel 3 1

variabel 3 2 0,75/ 0,82 0,82 1,21 0,64 0,95 0,62| 0,94 0,59| 0,95
variabel 3 3 0,41 046, 0,73 1,21 0,32 0,53 0,31 0,51 0,30/ 0,52
variabel 4 1

variabel 4 2 0,93 1,02/ 1,07 1,58 1,03 1,54 1,05 1,62 1,04 1,63
variabel 5 1

variabel 5 2 0,68/ 0,75 0,75/ 1,14 0,53 0,81 0,53| 0,83 0,54| 0,87
variabel 5 3 0,92 1,03 0,63 1,01 0,61 0,99 0,62| 0,94 0,59| 1,06

5. Simulerade data

Nasta steg, 1 jdmforelsen mellan Jungs metod, Standard-GLM och Tweedie-modellen

var att simulera fram data. Hér foljer en beskrivning av hur det forsta simuleringsfallet
gick till. For de dvriga simuleringsfallen beskrivs endast vilka fordndringar som gjorts.

(Se appendix for tabell 6ver de olika simuleringsfallen.)

5.1. Simuleringsfall 1; Standardmodellen

Forst bestimdes hur modellen skulle se ut, det vill siga om den skulle vara
fullstdndigt multiplikativ samt hur minga premieargument, klasser och
observationer per cell den skulle ha. Relationstalen for skadefrekvensen och
medelskadan fixerades, dels for att anvinda dem vid simuleringen, dels som "facit”
att jimfora de skattade parametrarna med.

I det forsta simuleringsfallet hade vintevéirdena for nyckeltalen (riskpremien,
skadefrekvensen, skadebeloppet) en fullstdndigt multiplikativ modell.

N SN AN AN AN AN | AN | AN , AN , AN
E(Ny,) = )\’ijk“, =4 q;a ad = exp(d, +d,; +dy; + dy +dy ) (28)

o3k 4l
N,

;s = skadefrekvensen i tariffeell ijkl

= bascell

d
a, = relationstal for de olika klasserna for premieargument 1. i =1,....4
a,; = relationstal for de olika klasserna for premieargument 2. j =1,...,5

a,, = relationstal for de olika klasserna for premieargument 3. &k =1,...,5
a, =relationstal for de olika klasserna for premieargument 4. [/ =1,...,.4

For medelskada pa motsvarande sitt.
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2. Naésta steg var att bestimma vilka fordelningar som antalet skador och

skadekostnader skulle simuleras ifran. I det forsta fallet simulerades antalet skador
fran poissonfordelningen och skadekostnaden frdn gammafordelningen.

Forst simulerades antalet skador. For varje ijk/ (tariffcell) simulerades antalet
skador, Nju, win antal gdnger med véntevirdet fran (28). Dataséttet hade nu en
observation per forsikringsar och wy forsédkringsar (duration) per tariffcell.

Ett alternativt sétt vid poissonfordelningen ar att simulera antalet skador i varje
tariffcell med véntevardet frén (28) multiplicerat med wy. Detta gar att gora
eftersom summan av w stycken poissonfordelade stokastiska variabler med
véintevdrde A dr poissonfordelade med vintevéirde wA.

For varje skada simulerades sedan skadebeloppet fram. For att fa fram
gammafordelningens parametrar (a, b) berdknades medelvérdet och den skattade
standardavvikelsen frén den riktiga skadestatistiken, bussdataséttet. Detta gjordes
for att fi en rimlig skadefordelning och inte for att fa en fordelning som exakt
motsvarade det riktiga bussdatasdttet. Parametrarna skattades pé foljande sétt.

X = medelvirdet av skadekostnaden fran bussdata

s? = den skattade variansen fran bussdata

u = ab = gammafordelningens véntevirde

0’ = ab’ = gammafdrdelningens varians

Vilket ger skattningarna
b=s? / X och = / b

>
=l

Skattnig av a och b i varje tariffcell:
ay,.. =a

L M, M

bijkm = by(j)wyu Vz,y'}:[k

dir yo'y.yy;y % ... fixerats fran borjan.

Nu far man en gammafordelning med foljande struktur pé véntevirde och varians.

~ AL AL OM, M, M, M
Wi, = abijkm =aby, v VoiVoag---

(321','/(“. = dbAzijkm = ﬂzijk“./a" (29)
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3. Relationstal, varianser och konfidensintervall berdknades dérefter utifran Standard-
GLM, Jungs metod och Tweedie-modellen.

4. Simuleringen upprepades k antal ganger. Av varje parameter, varians och
konfidensintervall fanns det nu k stycken skattningar. For att fa ett hanterbart
datamaterial, som det gick att utféra berdkningar pa, las efter varje simulering alla
skattningar pd en enda rad. Detta gav ett datasétt med k stycken rader, med alla
skattningar av samma parameter i samma kolumn.

5.2. Simuleringsfall 2; Felspecificerad skadeférdelning

Har har samma simuleringsmonster foljts som for fall ett. Det som skiljer
simuleringarna at &r att i punkt tva har férdelningen, som skadekostnaden simulerats
ifrdn, 4dndrats frin gammafordelning till lognormalfdrdelning. Aven denna ging
anvindes bussdatasittets medelvirde och empiriska varians vid berdkningen av
fordelningens parametrar. Parametrarna skattades pé foljande sitt.

lognormalfordelningen(a, b * )

b2

a+—

med vintevirdet, u = e *J och variansen, 0% = e¢* QZb -e’ ]

medelvirdet av skadekostnaden i bussdata = x

. . . 2
stickprovsvariansen i bussdata = s

A

f=x
A2 2
o =S

Skattar parametrama a, b i lognormalfordelningen

e’ = xe
2 2 2

52 s ST +x

e’ = —+1l=—
x2 2

Q
[]
=1
—
o)
¥
+
=
o
~——
N}
[]
=
o

Anpassar parametrama sé att vinteviarde och varians blir olika i de olika tariffcellerna

—2
Gy a, M, M, M X M, M, M, M

e =eyyyy V;,V%”k~-=ﬁyo Vi V2V
S +X

. x° x’
Ay = IOg(my(yﬁlnyVﬁ J = IOg(m) + /3(?4 + /311:-4 + /3% + ﬁsﬂf T
2 =2
5 =log(s *x ) (0)

X
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Vintevérdet och variansen i lognormalfordelningen blir

bijk..2
S {a’AJrZ] a tom MMM - M, M M M
Uy, =€ =e e Vo VuVoYak =XYoo YiiVoVar
A2 LT R Mo m oM, M2 2a 26 bl
O . =€ Q e )(Vo Vi Y2, Y 3) e“é to—e )=
M, MM, M~N2 2a+h? (6 ~2 b?
=(Yo Yu 7/2/7/'3k) e Q _1)=,U ijk... -1

Vilket ger samma variansfunktionen som vi hade i simuleringsfall 1, v(u) = u°. (3 l)
5.3. Simuleringsfall 3; Felspecificerad skadefordelning och variansfunktion
Det som undersdktes i simuleringsfall tre, var hur bra metodernas skattningar blev nir

skadekostnaden simulerats frin en férdelning med en annan variansfunktion &n
v(w)=u’k. Hir skattades parametrarna i lognormalfrdelningen pa foljande sitt.

Anpassar parametrama i(31) sa att véntevdrde och varians blir olika i de olika tariffcellerna

2

~, N M, M, M, M\2 q al
bij/c., = IOg( 72 (Yo i Va2V 3k ) a= log(m)

} 2 72 JEp
g e MM M, MN2 _ = M, M, M, M
Uy =€ =ee” = = 22 (Yo ¥ii V2/V'3k) =XYo Y1ii V2V

Vilket ger foljande varians

2 2ay . Zb,k...z bgk..z 2a 2b,/(.z b,k...z 2 blzk..
Op. =e "’ Q To—e’ )te Q To—e’ Ui (7 =1) (32)

5.4. Simuleringsfall 4; Avvikelse fran multiplikativitet.

I det fjarde simuleringsfallet undersoktes hur bra de tre metodernas skattningar blev nir
modellen som simuleringarna gjordes frdn inte ldngre var fullstindigt multiplikativ. De
fixerade relationstalen kunde inte ldngre anvdndas som “facit”. Istdllet undersoktes hur
bra skattningarna stimde i de olika tariffcellerna. Forst fixerades relationstalen for
skadefrekvensen och medelskadan, darefter berdknades vintevirdena i de olika
tariffcellerna enligt ekvation (33). Dérefter simulerades skadefrekvensen och
medelskadan pd samma sétt som i simuleringsfall ett fran och med punkt tva.

En modell som inte har fullstdndigt multiplikativ struktur

Vi = 0T5% (VoY 1i¥a, V¥ a) +0,25xk
Dir k ar ett viktade medelvérdet av tariffcellernas fixerade véntevéarden. (33)
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Ingen av metoderna kan skatta relationstalen rétt eftersom de utgar frdn en multiplikativ
modell. For att fa ett matt pa hur bra metodernas parameterskattningar var viktades felen
som metoderna gav i de olika tariffcellerna med durationen. Detta gjordes eftersom det
ar béttre att modellerna skattar fel nér durationen ar liten jaimfort med dé& durationen ér
stor.

Metodernas skattningar undersdktes genom att kvadratsumman av skattningarnas fel jimfordes.
2 Wikt (Yijkl - )707711'7;2‘/)7%7;41 )z (34
7

Summering 6ver alla simuleringar och celler.

LF-Wasa metoden har inte ndgot sétt att skatta varianserna for de skattade parametrarna
i tariffcellerna och dérfor har inte variansskattningarna jamforts hér.

6. Hur kan man undersoka metoderna mot varandra utifran det simulerade
materialet?

6.1. Vilken av metoderna ger “mest” vintevardesriktiga skattningar?

Forst jimfordes de skattade parametervérdena fran Jungs metod, Standard-GLM och
Tweedie-modellen med de “riktiga” parametervirdena, de som fixerats fran borjan.
Eftersom skattningarna sdg symmetriska ut i histogram jimfordes medelvirdena av
skattningarna med de riktiga virdena. Har sdg man om det fanns nigot systematiskt fel
dvs om parameterskattningarna var vintevirdesriktiga, alltsd om villkoret (35) var
uppfyllt. (P11 har tagits som exempel, samma beridkningar har utforts for alla variabler.)

E(llcz [3”11) =B, skattning frdn simulering,s =1...k (35)

For att undersdka om de skattade variablerna var véintevérdesriktiga bilades
konfidensintervall fér medelvirdet av parameterskattningarna. Medelvérdet av
variablerna ir, enligt centrala griansvirdes satsen (se appendix), approximativt
Normalfordelat.

l @ 5 L
gEﬁS“ ar approximativt  N(u,,,011/k) for stora k.

E(By)) =y,
Var(B,)) =01
k = antal skattningar (36)
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Eftersom det var manga skattningar av varje parameter kunde dven variansen skattas
med stickprovsvariansen, S*. Skattningarna ansigs vara vintevirdesriktiga om testet i
(37) inte kunde hitta att skattningarna inte var vintevérdesriktiga, alltsd om Hy inte
kunde forkastas.

_ 1 5
ﬂn =z2ﬁ 11
2 1 As o . . . .
S =ﬁ2 =B, Summering dver simuleringarna, s =1...k

HO:[;’I]=/31] H]I[JT”;éﬁ”

B,, =riktiga parametervirdet

KI: B, +1,96x4/S%1/k med konfidensgrad 95% (37)

6.2. Vilken metod ger minst varians/standardavvikelse?

Skattningarnas empiriska varians (stickprovsvariansen), som &r en skattning av den
sanna variansen, undersoktes for att se vilken metod som gav minst varians.

1
k-1

S21I =

E QESH - By ) Summering 6ver simuleringarna, s =1...k
s

6.3. Beriknar metoderna varianser och konfidensintervall korrekt?

Den empiriska standardavvikelsen jamfordes med kvadratroten ur medelvérdet av de
skattade varianserna for att se om de skattade varianserna berdknats korrekt.

S,, jamfordes med Se([a?”)= /%Evar(ﬁsn) simulering, s =1..k (38)

For att undersdka om konfidensintervallen berdknats korrekt berdknades
konfidensintervall for de skattade parametrarna med hjilp av de skattade varianserna,
alltsa de varianser som berédknats enligt metodernas formler med de skattade
parametrarna insatta. Dérefter undersoktes om de riktiga” parametervdrdena lag inom
intervallet. For att hélla reda pa nér villkoret var uppfyllt skapades en bernoulli variabel
som var ett om vilkoret var uppfyllt och noll annars.
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u,; = detsanna parametervérdet
{; = skattning av parametern enligt Jungs eller GLM — metoden
Z;(s)= {

1 ,omi ;liggerinomdetx - procentiga konfidensintervalletfor{ ;.

0 ,annars

Simulering, s =1...k
Z. dr Bernoullifsrdelad(x/100) (39)

)

Efter att & stycken simuleringar gjorts, och fran dessa hade & stycken skattningar av
varje parameter berdknats, sd hade man k stycken Bernoullivariabler. Summan av dessa
ar Binomialfordelade. Under hypotesen att metodens 95 procentiga konfidensintervall
berédknats korrekt blev:

z Z;(s) binomialférdelad(k,0.95) simulerings=1...k

For att undersoka om konfidensintervallen berdknats korrekt, berdknades forst
medelvirdet av Z-variablerna och sedan konfidensintervall for dessa. Medelvérdet
visade hur ofta de riktiga variablerna 1ag inom metodernas skattade konfidensintervall.

Z, =%EZ”. simulering s =1...k

Jkx0,95%(1-0,95)

Z, +196x
- k

Jor 95% —igt konfiden sin tervall (40)

6.4. Hur ofta lyckas metoderna identifiera skillnader mellan klasser?

Hur ofta forkastar metoderna en icke sann hypotes? Ett ensidigt konfidensintervall for
de skattade variablerna berdaknades for att undersoka hur ofta metoderna forkastade att
det inte fanns en skillnad mellan variabeln och bascellen. Dérefter skapades en
bernoullivariabel som holl reda pa hur ofta hypotesen forkastats.

Hy:B, =B, j=b
H,:B; < B, dira, irbascell = f, <0
95% — igt KI: @j B, +1,64495e(p, ))

1 om O finnsikonfidensintervallet | )
simulering, j=1...k (41)

z;=

0 annars
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6.5. Vad kan undersokas genom simuleringarna?

Vid simulering av data finns det mdjligheter att undersoka hur bra metoderna fungerar
under olika omsténdigheter. I de olika simuleringsfallen undersoktes olika aspekter som
kunde tinkas paverka metodernas skattningar. I simuleringarna anvindes fyra
premieargument, med fyra klasser i tvd av dem och fem i de andra tvé4, vilket innebar
400 tariffceller. Varje simulerat datasétt motsvarade ett forsédkringsar och i varje
forsdkringsar fanns det 334 139 stycken ettariga forsékringar. Antal skador som
intrdffade bland dessa var ungefar 30 000 stycken. Samma fixerade relationstal och lika
stor duration i de olika tariffcellerna anvéndes i de olika simuleringsfallen. Déremot
hade premieargumenten varierande monster vad géller relationstal och duration.

6.5.1. Durationens inverkan

Durationens pdverkan, pa hur bra metodernas skattningar blev, undersoktes. Det som
framst undersoktes var om LF-Wasa: s variansberikning paverkades av att durationen
inte hade en multiplikativ struktur. For att undersoka detta hade tvd premieargument, j
och £, exakt lika relationstal bade for skadefrekvensen och for medelskadan, medan
antalet forsdkringsar skiljde sig at. For premieargumentet k var det lika stor duration i de
olika klasserna men for j varierade antalet. Alla premieargument, utom for j och /, hade
en multiplikativ struktur nér det gillde durationen. Den summerade durationen dver
premieargumenten j och / sag ut pa foljande sitt. (tabell 4)

Tabell 4
Durationen per cell i tusental, njy
nj, n;j1 n;j2 njs Nja
N 50 25 15 5
N2 35 17,5 10,5 3,5
nsj 25 12,5 7,5 2,5
Ng,) 15 7,5 4,5 1,5
ns, 5 15 25 50

6.5.2. Relationstalen inverkan

Aven relationstalens utseende varierades for att se om ndgon av metoderna bittre
klarade av vissa omstidndigheter dn vad de andra gjorde. Hur ofta modellerna forkastade
att tva relationstal var lika, nir de var lika undersoktes, enligt (41). For detta &andamal
hade premieargument i tva klasser med lika relationstal och tvé klasser dér
relationstalen endast skiljde sig lite at fran varandra.
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7. Resultat av simuleringarna
7.1. Resultat av simuleringsfall 1; Standardmodellen

Forst undersoktes hur nira medelvdderna av parameterskattningarna var de sanna
virdena. For Standard-GLM var medelvirdena av skadefrekvensens
parameterskattningar véildigt nira de sanna virdena. Daremot for Standard-GLM:s
skattning av medelskadan och riskpremien var skillnaden négot storre. Nar Jungs
parameterskattningar av riskpremien undersoktes, sig man att skattningarna var ganska
néra de riktiga parametervirdena, men att de var ndgot sémre dn Standard-GLM:s
skattningar. Medelvdrdena av Tweedie-metodens parameterskattningar var véldigt lika
Standard-GLM: s och alltsa nira de sanna vardena. (Se tabell 5) Nér
véantevirdesriktighet undersoktes, enligt testet 1 (37), kunde testet inte forkasta att nagra
av skattningarna var véntevardes riktiga.

Tabell 5.
Simulering | medelvirdet av parameterskattningarna |  Riktiga betavardena |differens mellan r-premie och
L riktiga
Standard-GLM Jung | Tweedi
arg |klass |frek |m- I- I- I- frek |m- I-
skada |premie |premie |premie skada |premie [Stand-GLM |Jung |Tweedie

i 1] -0,020|-0,034| -0,054| -0,055| -0,054|-0,020| -0,037| -0,057 0,003| 0,002 0,003
i 2| -0,011{-0,022| -0,033| -0,033| -0,033(-0,010| -0,018| -0,028 -

-0,005| 0,010 -0,005
i 3] -0,001| 0,001 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
j 1] -0,406|-0,469| -0,874| -0,875| -0,874|-0,406| -0,467| -0,873 -0,001 -0 -0,001
j 2| -0,288|-0,420| -0,708| -0,710| -0,708(-0,288| -0,416| -0,703

-0,005| 0,010 -0,005

i 3] -0,182[-0,407] -0,589] -0,589] -0,589[-0,182] -0,406| -0,588 20,001 -0 -0,001

4| -0,088|-0,072| -0,159| -0,162| -0,160|-0,087| -0,069| -0,156

[y

-0,003| 0,010 -0,004

i 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
k 1] -0,406|-0,464| -0,870] -0,870] -0,870]-0,406| -0,467| -0.873 0,003| 0,003] 0,003
k 2| -0,288[-0,415| -0,703] -0,702| -0,702[-0,288] -0.416 -0,703 0| 0,001 0,001
k 3] -0,182[-0,404] -0,586] -0,585| -0,586]-0,182] -0,406 -0,588 0,002| 0,003] 0,002
k 4] -0,087[-0,069] -0,155| -0,156] -0,155[-0,087| -0,069| -0,156 0,001 ol 0,001
k 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1] -0,619]-0,508| -1,127] -1,126| -1,127[-0,619] -0,511] -1,130 0,003 0004 0,003
1 2| -0,368[-0,367| -0,735] -0,734| -0,735-0,368] -0,368| -0,735 0| 0,001 0
1 3] -0,167]-0,266] -0,433| -0.433] -0433[-0,167| 0,262 -0,429 0,004] -0 -0004
1 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Hur bra metodernas variansskattningar var undersoktes genom att medelvirdena av de
skattade varianserna jamfordes med stickprovsvarianserna. Eftersom varianserna var
smé undersoktes roten ur medelvirdet av variansskattningarna och stickprovsvariansen
for att jamforelsen skulle bli enklare. For Standard-GLM stdmde medelvirdena av de
skattade varianserna bra 6verens med stickprovsvarianserna. Detta resultat tyder pd att
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det gér att skatta varianserna for skadefrekvensen och medelskadan var och en for sig,
trots att de ar beroende, nir man skatta variansen for riskpremien, vilket bekréftar
resonemanget i 3.3.1. For Jungs metod stimde medelvirdet av de skattade varianserna
bra dverens med stickprovsvariansen for de premieargument som hade en multiplikativ
struktur pa durationen, i ock k. Daremot for premieargument j och / var medelvérdet av
de skattade varianserna légre 4n stickprovsvariansen. Detta resultat beror pé att LF-
Wasa metoden bortser frdn en del av variansen dd durationen inte har en multiplikativ
struktur. Nar Tweedie metodens skattade varianser undersoktes var medelvirdet av dem
ganska lika stickprovsvarianserna. (Se tabell 6)

Tabell 6.
Simulering Roten ur medelvirdet av de skattade S (empirisk)
1. varianserna, m-std

Standard-GLM Jung | Tweedie Standard-GLM Jung |Tweedie

arg. |klass |frek |m- r-premie |r-premie |r-premie |frek  |m- r-premie |r-premie |r-premie
skada skada

i 1/ 0,020| 0,091 0,093] 0,100; 0,092/ 0,021| 0,091 0,092| 0,101 0,092
i 2| 0,016/ 0,070 0,072 0,078 0,071} 0,016) 0,072 0,074 0,078 0,073
i 3| 0,014 0,062 0,063| 0,069 0,062 0,014| 0,062 0,063 0,068/ 0,063
i 4
j 1| 0,018 0,081 0,083 0,073 0,082 0,018/ 0,080 0,083 0,084 0,083
j 2| 0,019| 0,086 0,088/ 0,079 0,088 0,018/ 0,087| 0,089 0,090, 0,088
j 3] 0,020| 0,092] 0,094 0,086 0,095| 0,020, 0,091 0,093 0,094 0,092
j 4| 0,023| 0,105 0,108 0,102 0,105 0,023| 0,105 0,108 0,110/ 0,107
j 5
k 1/ 0,018 0,083 0,085 0,090] 0,083 0,018/ 0,084 0,087 0,090 0,087
k 2| 0,018/ 0,080 0,082 0,087 0,081 0,018 0,077/ 0,080 0,085 0,080
k 3| 0,017] 0,078 0,080 0,084/ 0,080 0,017| 0,075 0,077 0,081 0,077
k 4| 0,017| 0,076/ 0,078 0,082 0,075/ 0,016| 0,074] 0,076 0,079 0,076
k 5
1 1/ 0,019| 0,087] 0,089 0,072 0,087 0,019| 0,088 0,090, 0,092 0,090
1 2| 0,018 0,083 0,085] 0,077] 0,084 0,019] 0,082 0,084 0,087 0,084
1 3| 0,017| 0,076, 0,078 0,076] 0,077 0,016] 0,077/ 0,080 0,082 0,079
1 4

Alla tre metoderna gav parameterskattningar som var ndra de riktiga virdena, men
Tweedie och Standard-GLM:s skattningarna var nagot bittre an Jungs (se tabell 6 & 7).
Aven den empiriska variansen var lika for alla metoderna, men den metod som hade
lagst empirisk varians var Tweedie och den som hade hogst var Jung (se tabell 6).
Standard-GLM var den metod vars skattade varianser bést dverensstimde med de
empiriska varianserna (se tabell 8).

Tabell 7.

Kvadratsumma av riktiga - medelvardet av de skattade, delat med antal (10

b)

Standard-GLM Jung Tweedie
frek m-skada r-premie r-premie r-premie
2,37 65,98 75,96 108,79 73,65
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Tabell 8.
Kvadratsumman av kvoten mellan m-std och S

Standard-GLM Jung Tweedie
frek m-skada |r-premie |r-premie |r-premie
1,005 1,010 1,008 0,908 0,985

Tabell 9 nedan visar huruvida de 95 procentiga konfidensintervallen beréknats korrekt.
De kursiva virdena i tabellen markerar de som inte berdknats korrekt enligt villkoret i
(40). Alla tre metoderna berdknade i stort sett alla konfidensintervallen korrekt, bortsatt
fran dér durationen inte hade en multiplikativ struktur i Jungs metod. Tweedie modellen

berdknade de 95 procentiga konfidensintervallen korrekt for alla premieargument. (Se
tabell 9)

Hur ofta modellerna inte forkastade att parametrarna inte skiljde sig fran bascellen
undersoktes enligt testet 1 (41). For premieargument i skiljde sig de riktiga parametrarna
i klass ett och tva endast lite it och i klass tre och fyra var de exakt lika. Man kunde se
att for klass tre forkastade inte metoderna att det inte fanns en skillnad i ungefar 95
procent av fallen, vilket stimde eftersom det var 95 procentiga konfidensintervall som
jag hade utgétt ifrdn. For klass ett och tva ddremot, fanns det ju en liten skillnad mellan
klasserna och dir forkastade inte metoderna att det inte fanns en skillnad ofta. Aven for
klass tre i premieargumenten j och k forkastade inte metoderna ibland att det inte fanns
en skillnad trots att det fanns en skillnad. Ju mindre skillnad mellan klasserna det var
desto storre risk var det att metoderna inte forkastade det inte fanns ndgon skillnad.
Detta &r dock ett rimligt resultat och alla tre metoder gav lika resultat. (Se tabell 9)

Tabell 9.
Simulering Berédknas de 95%-iga KI korrekt? Hur ofta forkastas inte att parametern inte
1. skiljer sig fran bascellen?
Standard-GLM Jung | Tweedie Standard-GLM Jung |Tweedie
arg. | klass | frek m- |r-premie | r-premie | r-premie | frek m- | r-premie | r-premie | r-premie
skada skada
i 1| 0,946| 0,948 0947 0,956 0,951 0,726] 0911 0,868 0,859| 0,860
i 2| 0,950 0,944| 0,947 0956 0,941| 0,827 0913 0,883 0,885 0,878
i 31 0,945 0,946/ 0,959 0,951 0,948 0,943) 0,954 0,947 0,953] 0,943
i 4
j 1/ 0,950| 0,958 0,951 0911, 0941 0,000, 0,000; 0,000, 0,000 0,000
j 2| 0,960| 0,947 0,948 0,912 0)952| 0,000 0,000 0,000/ 0,000] 0,000
j 3| 0,954 0,953 0,955 0,927 0959 0,000{ 0,004/ 0,000/ 0,000 0,000
j 4| 0,959| 0,949, 0945 0923 0,939 0,010| 0,840 0,586 0,526/ 0,568
j 5
k 1/ 0,961| 0,945 0945 0)944| 0,938/ 0,000 0,000 0,000, 0,000 0,000
k 2| 0,946 0,952 0,951 0,957 0,945/ 0,000/ 0,000 0,000/ 0,000 0,000
k 3] 0,952 0,958 0964 0,965 0962 0,000, 0,001 0,000;  0,000| 0,000
k 4| 0,953| 0,955 0956 0,954 0,941 0,001| 0,774 0,339 0,384, 0,330
k 5
1 1/ 0,953| 0,956/ 0957, 0877, 0,942 0,000 0,000 0,000; 0,000, 0,000
1 2| 0,940 0,952 0,951 0,913 0,947) 0,000, 0,000; 0,000 0,000{ 0,000
1 31 0,952 0,940, 0,940 0,930 0937 0,000/ 0,029| 0,000 0,001 0,000
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Att Standard-GLM metoden gav sékra skattningar i det forsta simuleringsfallet &r inte
konstigt med tanke pd att jag utgatt frin att antalet skador var poissonfordelat och att
skadebeloppet var gammafordelat.

7.2. Resultat av simuleringsfall 2; Felspecificerad skadeférdelning

Standard-GLM:s skattningar av skadefrekvensens, medelskadans och riskpremiens
parametrar var dven hér véldigt bra, medelvérdet av parameterskattningarna var néra de
riktiga viardena. Samma resultat giller dven for Jungs metod och Tweedie metoden (se
tabell 10). Nar viantevardes riktighet undersoktes, enligt testet (37), sdg man att alla
skattningarna var véntevirdes riktiga, dvs att testet inte forkastade att de var
véntevardes riktiga, med ett undantag for Standard-GLM:s skattning av
skadefrekvensen for premieargument j klass tva.

Tabell 10.
Simulering medelvardet av parameterskattningarna riktiga betavardena differens mellan r-premie
2. och riktiga
Standard-GLM Jung |Tweedi
e
arg. |klass |frek m -skada |r- I- I- frek m- r- Stand-
premie |premie |premie skada |premie |GLM Jung [Tweedie

i 1| -0,021] -0,037| -0,058| -0,059| -0,059| -0,020| -0,037| -0,057| .0,001| -0,002 -0,002
i 2| -0,01f -0,017( -0,027| -0,028| -0,027| -0,010{ -0,018] -0,028 0,001 0 0,001
i 31 -0,001 0,002 0,001 0| 0,001 0 0 0 0,001 0 0,001
i 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i 1] -0,406| -0467| -0,873| -0,872| -0,873| -0,406| -0,467| -0,873 ol 0,001 0
i 2| -0,286| -0,416 -0,703| -0,702| -0,702| -0,288| -0,416| -0,703 0| 0,001 0,001
i 3| -0,182| -0407| -0,589| -0,589| -0,589| -0,182| -0,406| -0,588| .0,001| -0,001 -0,001
i 4| -0,087| -0,073 -0,16| -0,16| -0,16| -0,087| -0,069| -0,156| .0,004| -0,004 -0,004
i 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
k 1| -0,406| -0,468 -0,874| -0,874| -0,874| -0,406| -0,467| -0.873| .0,001| -0,001 -0,001
k 2| -0,288| -0418| -0,706| -0,706| -0,706| -0,288| -0,416| -0,703| .0,003| -0,003 -0,003
k 3| -0,182] -0,402| -0,584| -0,585| -0,584| -0,182| -0,406| -0,588 0,004 0,003 0,004
k 4| -0,087| -0,067| -0,154| -0,155| -0,154| -0,087| -0,069| -0,156 0,002| 0,001 0,002
k 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1| -0,619] -0,514| -1,133| -1,134| -1,134| -0,619| -0,511| -1,130| .0,003| -0,004 -0,004
1 2| -0,368 -0,37| -0,738| -0,74| -0,739| -0,368| -0,368| -0,735| .0,003| -0,005 -0,004
1 3| -0,167| -0,262| -0,429( -043| -0,429| -0,167| -0,262| -0,429 0| -0,001 0
1 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Medelvirdet av de skattade varianserna skiljde sig inte mycket fran stickprovsvariansen
for Standard-GLM:s skattningar. Aven hir tyder resultatet pa att det gar att skatta
varianserna for skadefrekvensen och medelskadan var och en for sig trots att de ar
beroende, vilket bekréftar resonemanget i 3.3.1. Nér det gillde skattningarna av
varianserna for Jungs metod sé var de inte lika bra, medelvérdet av dem var ldgre én
stickprovsvariansen i alla olika klasser. Skillnaden var dock storre for de klasser dir

31



durationen inte hade en multiplikativ struktur. Fér Tweedie var medelvdrdena av de
skattade varianserna légre dn stickprovsvarianserna i nastan alla klasser. (Se tabell 12)

Tabell 11.
Simulering 2 | Roten ur medelvérdet av de skattade varianserna S (empirisk)
, m-std

Standard-GLM Jung Tweedie Standard-GLM Jung | Tweedie

arg. |klass |frek m-skada |r-premie |r-premie |r-premie  [frek |m- r-premie |r-premie |r-premie
skada

i 1 0,020 0,084 0,086 0,094 0,084 0,020, 0,083 0,086 0,099 0,088
i 2| 0,016] 0,065 0,066/ 0,075 0,065/ 0,016] 0,068 0,070, 0,080, 0,072
i 3] 0,014] 0,057] 0,058 0,067 0,057) 0,014| 0,057| 0,058 0,068 0,059
i 4
j 1 0,018/ 0,074 0,076] 0,071 0,075) 0,017\ 0,076 0,077 0,083 0,079
j 2/ 0,019 0,079 0,081 0,076 0,080| 0,018/ 0,078 0,080 0,086 0,081
j 3] 0,020 0,084 0,087 0,082 0,087| 0,020, 0,083 0,084, 0,091 0,085
j 4/ 0,023 0,097] 0,100 0,093 0,096/ 0,023/ 0,095 0,097 0,103 0,098
j 5
k 1 0,018, 0,076 0,078 0,086 0,076) 0,019, 0,077, 0,079 0,088 0,080
k 2| 0,018 0,073 0,076] 0,083 0,074| 0,018 0,072| 0,074, 0,082 0,075
k 31 0,017, 0,071 0,073 0,082 0,073| 0,017| 0,073 0,074, 0,085, 0,076
k 4/ 0,017, 0,070 0,072 0,080 0,068 0,017| 0,072| 0,074, 0,083 0,075
k 5
1 1 0,019 0,080 0,082 0,070 0,080 0,018 0,080 0,081 0,087| 0,082
1 2| 0,018 0,076 0,079 0,075 0,077) 0,017/ 0,078 0,079 0,085 0,081
1 31 0,017 0,070 0,072 0,073 0,071| 0,016] 0,070 0,072, 0,077, 0,073
1 4

I denna simulering var medelvérdet av parameterskattningar nédra de sanna vérdena for
alla tre metoderna, skillnaden var dock minst for Standard-GLM och storst for Tweedie.
Standard-GLM var den metod som gav ldgst stickprovsvarians och det var dven den
metod dér de skattade varianser stimde bést dverens med stickprovsvarianserna. Jung
ddremot var den metod som gav hogst empirisk varians och dven den metod dér den
skattade variansen sdmst dverensstimde med den empiriska variansen. (Se tabell 12 och
13)

Tabell 12.
Kvadratsumma av riktiga - medelvérdet av de skattade, delat med
antal (107)
Standard-GLM Jung Tweedie
frek m-skada r-premie r-premie  |r-premie
3,88 43,46 46,56 54,80 52,50

Tabell 13.

Kvadratsumman av kvoten mellan m-std och S

Standard-GLM Jung Tweedie

frek m-skada |r-premie |r-premie |r-premie

1,027 0,982 0,997 0,859 0,920
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I tabell (14) nedan, som visar om de 95 procentiga konfidensintervallen berdknats
korrekt, betecknar de kursiva viardena de fall diar konfidensintervallen inte berdknats
korrekt. Standard-GLM berédknade alla konfidensintervall korrekt med ett undantag for
riskpremien (premieargument 7 klass ett). Nar det géllde Jungs metod sdg man samma
monster som for simuleringsfall ett. For de premieargument som inte hade en
multiplikativ struktur for durationen berdknades inte konfidensintervallen korrekt. For
de Ovriga tva argumenten var det endast pa ett stdlle som metoden inte berdknade
konfidensintervallet korrekt. Tweedie, som i forra simuleringen beréknade
konfidensintervallen korrekt, gav hér ett mycket sémre resultat. Metoden gav en légre
konfidensgrad &n vad de skulle gora. Sjdlvklart finns det ett samband med att metodens
skattade standardavvikelser var for laga och ddrmed blev konfidensintervallen for
”smala”. (Se tabell 14)

Nér hur ofta modellerna lyckades identifiera skillnader mellan klasser undersoktes,
kunde man se liknade resultat som for simuleringsfall ett. Fér premieargument i klass
tre, dér det i sjdlva verket inte var nagon skillnad, accepterade Jung och Tweedie mer
séllan 4n vad Standard-GLM att det inte fanns en skillnad. Vilket betyder att Jung och
Tweedie sa att parametern hade betydelse for ofta. Nér det géllde klass ett och tva, dar
det fanns en liten skillnad mellan klasserna och bascellen, accepterade Standard-GLM

oftare att parametern inte skiljde sig fran bascellen &n vad Tweedie och Jung gjorde. (Se
tabell 14)

Tabell 14.
Simulering 2 Berédknas de 95%-iga KI korrekt? Hur ofta forkastas inte att parameter inte
skiljer sig fran bascellen?
Standard-GLM Jung Tweedie Standard-GLM Jung Tweedie
Arg. |Klass |frek |m- r-premie |r-premie |r-premie  |[frek  |m- r-premie |r-premie |r-premie
skada skada
i 1/ 0,951| 0,954 0945 0,934 0,939| 0,712 0,895| 0,841 0,795 0,814
i 2| 0,952] 0,941 0,932 0,936 0,920 0,852| 0,921 0,897) 0,867 0,870
i 31 0,944 0,954| 0,948 0,947 0,931\ 0,949| 0,953 0951 0,939 0,935
i 4
j 1/ 0,963| 0942 0950, 0,894 0,940 0,000, 0,000 0,000, 0,000 0,000
j 2| 0,958/ 0952 0955 0918 0,940/ 0,000, 0,002 0,000, 0,001 0,000
j 31 0,940 0,946/ 0,952 0,921 0,941 0,000, 0,004 0,000, 0,004 0,000
j 4| 0,955 0,939 0945 0,909 0,934) 0,011| 0,823| 0,494 0,405 0,460
j 5
k 1/ 0,941] 0,950 0,950 0,952 0,933/ 0,000| 0,000; 0,000 0,000 0,000
k 2| 0,944/ 0953] 0962 0,958 0,941 0,000, 0,000 0,000, 0,000 0,000
k 31 0,951 0,948 0,948 0,943 0,926/ 0,000| 0,003 0,000] 0,002 0,000
k 4| 0,951 0,940 0943 0946 0,920, 0,000, 0,740 0,289| 0,350 0,278
k 5
1 1/ 0,958| 0954 0962 0,865 0,959/ 0,000, 0,000 0,000, 0,000 0,000
1 2| 0,964| 0944| 0950, 0,917 0,933/ 0,000/ 0,005 0,000] 0,000 0,000
1 31 0,959 0,950 0,947 0,931 0,931\ 0,000, 0,028/ 0,000 0,000 0,001
1 4
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7.3. Resultat av simulering 3; Felspecificerad skadeférdelning och
variansfunktion

Medelvirdet av Standard-GLM:s parameterskattningar stimde mycket bra med de
riktiga parametrarna for skadefrekvensen. For alla andra parameterskattningar stimde
medelvdrdena sdmre dverens med de riktiga parametrarna om man jimfor med de andra
simuleringsfallen. Den metod som var nagot battre dn de ovriga var Tweedie (se tabell
15). Nér véntevérdes riktighet undersoktes, enligt formel (37), sd var det ménga
parametrar som inte var vintevirdes riktiga (se tabell 16 dér en etta betyder att testet i
(37) inte kunde forkastas). Jung var den metod som hade flest vintevérdes riktiga

parameterskattningar.
Tabell 15.
Simulering medelvardet av parameterskattningarna riktiga betavardena differens mellan r-premie
3. och riktiga
Standard-GLM Jung | Tweedie
arg. |klass |frek m- skada |r- I- r-premie |frek |m- I- Stand-
premie |premie skada |premie |GLM |Jung Tweedie
i 1 -0,02| -0,044| -0,064| -0,07 -0,065( -0,020| -0,037| -0,057| -0,007| -0,013 -0,008
i 2| -0,01f -0,019| -0,029| -0,035 -0,03| -0,010| -0,018| -0,028| _0,001| -0,007 -0,002
i 3 0 0| -0,001| -0,003 -0,001 0 0 0| -0,001| -0,003 -0,001
i 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i 1| -0,407| -0461| -0,868| -0,876 -0,871(-0,406| -0,467| -0,873| 0,005 -0,003 0,002
i 2| -0,288 -0.411| -0,699| -0,707 -0,702(-0,288| -0,416| -0,703| 0,004| -0,004 0,001
i 3| -0,183] -0.403| -0,586| -0,593 -0,588( -0,182| -0,406| -0,588| 0,002| -0,005 0
i 4 -0,088| -0,073| -0,161| -0,165 -0,162( -0,087| -0,069| -0,156| -0,005| -0,009 -0,006
i 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
k 1| -0,405| -0,457| -0,862| -0,87 -0,866 -0,406| -0,467| -0,873| 0,011| 0,003 0,007
k 2| -0,287 -0,4| -0,688| -0,692 -0,69| -0,288| -0,416| -0,703| 0,015/ 0,011 0,013
k 3| -0,183| -0,392| -0,575| -0,579 -0,577(-0,182| -0,406| -0,588| 0,013| 0,009 0,011
k 4 -0,087| -0,058| -0,146| -0,147 -0,146( -0,087| -0,069| -0,156| 0,010/ 0,009 0,010
k 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1| -0,619| -0,502| -1,121| -1,129 -1,125(-0,619| -0,511 -1,130| 0,009 0,001 0,005
1 2| -0,367| -0,364| -0,731| -0,738 -0,734(-0,368| -0,368| -0,735| 0,004| -0,003 0,001
1 3| -0,167 -0,26| -0,426| -0,431 -0,428-0,167| -0,262| -0,429| 0,003| -0,002 0,001
1 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabell 16.

Ar parameterskattningarna vantevardes riktiga?

Standard-GLM Jung Tweedie

arg. |klass |frek |m-skada |r-premie |r-premie |r-premie

i 1 1 1 1 1 1
i 2 1 1 1 1 1
i 3 1 1 1 1 1
i 4 1 1 1 1 1
j 1 1 0 1 1 1
j 2 1 1 1 1 1
j 3 1 1 1 1 1
j 4 1 1 1 1 1
j 5 1 1 1 1 1
k 1 1 0 0 1 1
k 2 1 0 0 0 0
k 3 1 0 0 1 0
k 4 1 0 0 1 0
k 5 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1
1 2 1 1 1 1 1
1 3 1 1 1 1 1
1 4 1 1 1 1 1

Medelvérdet av Standard-GLM:s skattade varianser stimde mycket bra med
stickprovsvariansen for skadefrekvensen, ddremot for medelskadan var skillnaden

storre. For riskpremien, i premieargument j och /, stdmde inte variansskattningarna bra

overens med stickprovsvariansen. For Jungs metod var medelvérdet av de skattade
varianserna lagre dn stickprovsvarianserna for alla premieargument. Samma resultat
gillde for Tweedies skattningarna av varianserna, de var lagre 4n stickprovsvariansen

for alla premieargument. (Se tabell 17)
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Tabell 17.

Simulering 3. Roten ur medelvérdet av de skattade S (empiriskt)
varianserna , m-std

Standard-GLM Jung Tweedie Standard-GLM Jung |Tweedie

arg. |klass frek |m- r-premie |r-premie |r-premie  |[frek  |m- r-premie |r-premie |r-premie
skada skada

i 1} 0,020| 0,126/ 0,128 0,162 0,114, 0,020/ 0,128, 0,129| 0,184| 0,136
i 2| 0,016] 0,097 0,099 0,136 0,087/ 0,016/ 0,104 0,105 0,152 0,111
i 3| 0,014/ 0,086 0,087 0,127 0,077/ 0,014| 0,088 0,089 0,136 0,096
i 4
j 1/ 0,018/ 0,112 0,113| 0,113 0,100, 0,018| 0,101 0,103, 0,130| 0,109
] 2| 0,019 0,119 0,121 0,117 0,108, 0,019 0,104 0,106 0,130 0,111
] 3| 0,020 0,127, 0,129, 0,126 0,117, 0,020 0,112 0,113} 0,141 0,119
j 4| 0,023| 0,146 0,148 0,162 0,128 0,024 0,155, 0,158 0,198 0,165
j 5
k 1) 0,018 0,114 0,116] 0,144 0,102) 0,019 0,115 0,116] 0,158 0,121
k 2| 0,018 0,111 0,112, 0,147 0,099, 0,018/ 0,114/ 0,115 0,158 0,120
k 31 0,017/ 0,107 0,109, 0,145 0,098, 0,017/ 0,112} 0,113} 0,158 0,119
k 4/ 0,017 0,105 0,106 0,157 0,092, 0,017 0,123} 0,125 0,173] 0,131
k 5
1 1} 0,019| 0,120 0,122| 0,121 0,107/ 0,020/ 0,119, 0,120 0,152 0,128
1 2| 0,018/ 0,115 0,117 0,133 0,103| 0,018, 0,125| 0,128 0,163] 0,136
1 31 0,017/ 0,106/ 0,107 0,141 0,095/ 0,017| 0,120, 0,122| 0,156 0,130
1 4

Alla tre metoders parameterskattningar var ganska lika varandra, men Tweedies

skattningar var mest och Standard-GLM var minst lika de riktiga parametrarna (se tabell
18). Den metod som gav ldgst empirisk varians var Standard-GLM och den som gav
hogs var Jungs (se tabell 17). Nir det géllde skattningarna av standardavvikelserna var

Standard-GLM:s skattningar mest lika och Twwedies minst lika den empiriska
standardavvikelsen (se tabell 19).

Tabell 18.
Kvadratsumma av riktiga - medelvérdet av de skattade,
delat med antal (107)
Standard-GLM Jung Tweedie
frek m-skada |r-premie |r-premie |r-premie
4 624 613 448 416
Tabell 19.
Kvadratsumman av kvoten mellan m-std och S
Standard-GLM Jung Tweedie
frek m-skada |r-premie |r-premie |r-premie
0,983 0,983 0,982 0,781 0,694

For Standard-GLM berédknades konfidensintervallen ibland korrekt. For Jung sag man

samma monster som tidigare, att for de argument dér durationen inte hade en
multiplikativ struktur var konfidensintervallen ldgre &n de skulle vara. Tweedie




modellens 95 procentiga konfidensintervall hade egentligen ldgre konfidensgrad &n vad
den skulle ha. (Se tabell 20)

Tabell (20) visar dven hur ofta metoderna lyckades identifiera att det fanns en skillnad
mellan klasserna. Standard-GLM och Jungs metod lyckades oftare inte forkasta att det
inte fanns en skillnad mellan basklassen och klass tre 1 premieargument i, én vad
Tweedie metoden gjorde. Tweedie sa att parametern hade betydelse for ofta. For klass
ett och tva, dér det fanns en liten skillnad, var Jung och Tweedie de metoder som oftast
sa att det fanns en skillnad.

Tabell 20.
Simulering Berédknas de 95%-iga KI korrekt? Hur ofta forkastas inte att parametern inte
3. skiljer sig fran bascellen?
Standard-GLM Jung Tweedie Standard-GLM Jung Tweedie
arg. |klass |frek m- r-premie |r-premie |r-premie  |[frek  |m- r-premie |r-premie |r-premie
skada skada
i 1 0,965 0,948 0,946, 0,929 0,908 0,742 0919| 0,891| 0,789 0,815
i 2 0,95 0,941 0,937 0,941 0,875/ 0,836| 0,925 0,907, 0,878 0,846
i 31 0948 0957 0958 0,954 0,877) 0,939| 0,955 0,949| 0,952 0,907
i 4
j 1 0,945 0,959| 0,956| 0,903 0,932 0| 0,006 0| 0,004 0,001
j 2| 0954| 0965 0967, 0916 0,939 0| 0,024 0| 0,004 0,002
j 31 0951 0,967, 0976/ 0,907 0,944 0| 0,051 0,003] 0,023 0,007
J 4/ 0,944 0934, 0931 0,887 0,881/ 0,015/ 0,853 0,669 0,581 0,568
j 5
k 1 0,942 0,945| 0,945] 0,947 0,892 0/ 0,01 0,001 0,005 0,001
k 2| 0944| 0944 0,941 0,94 0,878 0| 0,029 0 0,019 0,001
k 31 0958 0938 0,936 0944 0,891 0| 0,035| 0,003 0,03 0,004
k 4/ 0,946, 0918 0914, 0,949 0,834 0/ 0,82 0,562 0,674 0,495
k 5
1 1 0,942 0,953] 0,952 0,85 0,896 0| 0,008 0 0 0
1 2| 0953] 0925 0925 0891 0,868 0| 0,065 0,001 0,008 0,003
1 31 0937 0918, 0,923 0939 0,854 0| 0,208 0,025 0,079 0,026
1 4

7.4. Resultat av simulering 4; Avvikelser fran multiplikativitet

Niér avvikelser frdn multiplikativitet undersoktes kunde inte samma undersdkningar
goras som i de andra simuleringsfallen, eftersom jaimforelsen nu gjordes i tariffcellerna.
Forst undersoktes de skattade parametervirdena enligt formel (34). Resultatet blev att
alla tre metoderna skattade vintevirdet i tariffcellerna lika bra eller lika déligt, se tabell
21. For att kunna jamfora stickprovsvariansen togs ett medelvirde av dem over alla
tariffcellerna. Man bor tinka pa att parameterskattningarna har systematiska fel som
paverkar stickprovsvariansen. Detta beror pa att parameterskattningarna inte kan skattas
ritt da vi utgétt frdn en modell som inte &r fullt multiplikativ. Tweedie var den metod
som gav ldgst stickprovsvarians och Jung den som gav hogst, se tabell 22. Hur bra
variansskattningarna stimde dverens med stickprovsvariansen undersoktes for
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Standard-GLM och Tweedie. I tabell 23 ser man att bddas variansskattningar dr bra men

att Tweedies dr nagot bittre.

Tabell 21

Kvadratsumman av de observerade vardena minus de
skattade, viktat med durationen

Standard-GLM Jung Tweedie

frek m-skada  |r-premie |r-premie |r-premie

2100504| 9,75E+14| 1,27E+13| 1,27E+13| 1,27E+13

Tabell 22

Medelvirdet av stickprovsvariansen over alla celler

Standard-GLM Jung Tweedie

frek m-skada |r-premie |r-premie |r-premie

0,024 0,109 0,112 0,114 0,111

Tabell 23

Kvadratsumman av stickprovsvariansen
dividerat med medelvardet av den skattade
variansen dividerat med antal celler.

Standard-GLM Tweedie

frek m-skada |r-premie |r-premie

0,977 0,971 0,969 0,981

Alltfor stora avvikelser frdn multiplikativitet har inte undersokts eftersom det ar rimligt

att anta att man inte ansdtter en multiplikativ modell om man inte tror att det ar
multiplikativitet som rdder.
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8. Slutsatser och diskussion

I arbetet har skattade relationstal, varianser samt konfidensintervall undersokts for de
olika metoderna. Nir de verkliga skadedata frdn bussforsakringar undersoktes var det
svart att avgora vilken av metoderna som skattade béast. Ddremot nir skadedata
simulerades fram var det littare att jimfora metoderna, eftersom skattningarna kunde
jdmforas med de fixerade relationstalen. Det gav ockséd en mdjlighet att undersoka olika
forhallanden, som till exempel olika fordelningar for skadedata.

Om man forst tittar pa hur bra metoderna skattade relationstalen, s& var Standard-GLM
den metod som var mest tillforlitlig. Det var den dels for att parameterskattningar oftast
stamde bist dverens med de fixerade relationstalen, dels for att dess skattningarna oftast
varierade minst. Aven nir det gillde varianser var Standard-GLM:s skattningar mest
tillforlitliga, eftersom de bést overensstimde med den empiriska variansen. Nér det
giller vilken metod som oftast skattade konfidensintervallen korrekt sa var det ingen av
metoderna som utmérkte sig. I det tredje simuleringsfallet skattades dock
konfidensintervallen ofta fel for alla tre metoderna. I ett avseende var Jungs metod och
Tweedie-metoden bittre 4n Standard-GLM och det var hur ofta som metoderna
identifierade att det fanns en skillnad mellan tva klasser. Detta beror pa att de skattade
varianserna var for ldga, vilket bor betyda att de oftare séger att det finns en skillnad da
skillnad inte existerar.

Den metod som baist klarade av de forhallanden som undersoktes i detta arbete, var
Standard-GLM. Det beroendet mellan skadefrekvensen och medelskadan som metoden
bortser ifrdn vid berdkning av riskpremiens variansskattning, har inte paverkat
skattningarna nimnvart. Nar det géller LF-Wasa:s variansskattning sa har den paverkats
negativt dd durationen inte haft en multiplikativ struktur. I det hér arbetet har inte ett
optimalt p undersokts for Tweedie metoden vilket man bor ha 1 dtanke eftersom
Tweddies skattningar formodligen skulle blivit annorlunda om detta gjorts.
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10. Appendix

e Tabell 6ver de undersokta metoderna.

Modellerna |[Férdelning \Variansfunktion
Jungs metod [férdelningsfri
Skadefrekvensen~Poisson |v(u)=u
GLM Medelskadan~Gamma V(M)=M2
Tweedie- Riskpremien~Sammansatt s
modellerna  |Poisson v(n)=u"
e Tabell 6ver de olika simuleringsfallen.
Skadefrekvensen |Medelskadan \Varians-
Simuleringsfallen simuleras fran simuleras fran __ [funktionen
1/Standard modellen Poissonford. Gammaford. V(M)=M2
2Felspecificerad skadeférdelning Poissonford. Lognormalférd. v(u)=u2
Felspecificerad skadeférdelning )
3loch variansfunktion Poissonford. Lognormalférd. v(w)=k(u)u
4iAvvikelse fran multiplikativitet  [Poissonford. Gammaford. v(w)=u’

* Den kumulantgenererande funktionen fér den sammansatt poissonfordelningen:

For att se att Y blir sammansatt Poissonfordelad undersoks den momentgenererande funktionen, M(t) :

M(t) = E(et}’) _ EE(et(Zl+...+Z”)/w

N=n)’(N=n)

_ EE(et(Z,+m+Z,,)/w }(N =n)= {'id}
-3 E(e )P(N =)
=S EE™" ) P(N = n)

=304, ) PV =)

SO Py
n

=E(e

NlogM 4

w(f)) = MN (log(MZ] /w(t))

log(M()) = log(M , (log(M,, ,,,(1))) <= W() =W, (¥, (1))
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* Sats 1 i felforplantningsformlerna.

LatX  ,n=1,23..., vara en foljd av stokastiska variabler som dr asymtotiskt normalférdelade

Jn(X, - 1) NO,0?)

Lat g(x)vara en deriverbar funktion vars derivata &r kontinuerligi u och skilld frén noll dér. Dé giller att :

Jn(e(X, )- g ()= NO.[e () o)
[5]

* Centrala grinsvérdessatsen
Lat X, X ... vara oberoende, lika fordelade stokastiska variabler med dndligt
véntevirde,u och varians, o”.

Sn = 2X1

S _ d
Di giller foljande : 22— S N(0,1) di n—>
oln

[1, sid 172]

* Definition av Poisson-process enligt Ross (2000) sid 258.
En rdkneprocess, {N(t),t>0}, dr en Poisson-process om antal handelser vid tiden
noll ir noll och om processen har stationiira och oberoende inkrement. Aven
P{N(h)=1}=Ah+o(h) och P{N(h)>=2}=o0(h) ska vara uppfyllt. Detta kan tolkas
som att hindelserna kommer en och en.

[8]

* Definition av konsistent skattning:

En skattning én ,som &r definierad for varje n, dr en konsistent skattning

av 0 om den gar mot 6 i sannolikhet, dvs for € > 0

limP(én —0‘ > £)= 0

n—o
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Skattningar av Jungs parametrar &r samma som GLM under Poissonantagande.

Antag att man har en relativ Poissonférdelning som i (16)

X ar skadekostnad i tariffcell ij med duration w

Y =X, /w,

X ~ Poisson(w, u, )

l_]’

P(Y, =y;)=P(X; =w,y;) —exp( ,Ay)j”:”—uf—exp{«,(y log(u,,)-uy)+ (yw l,)l
m

[ = 2 E W (yij IOg("‘ij )_ U )= Wy (yij (log(}’o )+ lOg(]/li )+ lOg(YZj ))_ 7/07/1,'72;)

22"
0
Vn?’z/) = EE WYY

E Wiy

] b

ol Vi 7 .
=X W ==YV |[=0 =7y ==  i=123,..
Y 2 j( i ’ j) EWI/YOYZ,/
J
al Vy Zwﬁyl‘f _
— =S| v |50 =y, ea—— =123,
9y, 7 Vay szﬂ/oyli

Vilket &r samma som Jungsekvationer i (3).

Derivatan av log-likelihood funktionen fér EDM:s frekvensfunktion.

log - likelihood funktionen for frekvensfunktionen
I(&,9,y)=— EW (v:0, =D, ))+EC(y,,¢ w;)
Mi=b'(6i) g(xu’[)=17i=2xijﬁj

7

al al 00, 9l 90, du, om;,

aﬂj ™ 06, aﬁj ™ 00, du, In, aﬂj

1 36, au, o,
=_ Ay. -b'0.
¢2(W’(yl 0w, om, 0B,

Mmoo 86[_ 1 _ 1
a0, O T ey )
Mgy = e
o, S m, gw)
an;
— =X,
a/sj v
-b'(p Wiy
E(y ©)—+——— G ()
[4]
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