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Sammanfattning

Ett forsakringsbolags kostnad for en katastrofskada kan i sallsynta fall bli mycket
stor, h&ndelsen innebar darfor en stor risk med hansyn till bolagets resultat och i
varsta fall mot fullgérandet av dess ataganden gentemot forsakringstagarna. Ett satt
att skydda sig mot denna risk ar att teckna aterférsakring mot handelsen. En upp-
skattning av riskpremien fas genom att berdkna vantevardet for aterforsakrarens
kostnad. | excess of loss aterforsakring ges skydd mot att en enskild skada over-
stiger den s k excesspunkten. For att begransa aterforsakrarens ansvar anges ock-
sa en maxgrans for den totala ersattningen. Storleken pa aterforsakrarens kostnad
beror darfor pa summan av ersattningen for de skador som gar in i skyddet. En van-
lig modell, med stdd i extremvardesteorien, ar att ett Poissonfordelat antal skador
Overstiger excesspunkten och att kostnaden for dessa ar Paretoférdelade. Har un-
dersoks vad konsekvensen blir da vi istéllet antar att antalet har en blandad Pois-
sonfordelning, namligen en Negativ binomialférdelning. Detta prévas pa tva data-
material — ett frAn Lansforsakringar och ett fran ett franskt bolag. Det visar sig
att Negativ Binomial passar béast for Lansforsakringar men att konsekvensen for
riskpremien inte ar sa stor. For det franska bolaget ar Poisson och Negativ Bino-
mial likvardiga. Fordelningen for summan berdknas med hjalp av Panjers rekur-
sionsformel. Vi gor ocksa en jamforelse av Panjers- och Stréters rekursionsformler
sinsemellan och med en simulering. Vid jamférelsen med simuleringen visar sig
precisionen for de bada rekursionerna vara mycket god. Fordelarna med Panjers
rekursionsformel ar framfor allt att den gar att anvanda i samband med excess of
loss aterférsakringen, dessutom ar metodens berékningskomplexitet lagre.

Abstract

A catastrophe may cause an insurance company major costs and in the worst case
scenario may jeopardize it's commitments to policy takers. One way of reducing
this risk is for the insurance company to reinsure itself against extreme events. An
estimate of the risk premium can be obtained by calculating the expectation of
the reinsurers cost. Excess of loss insurance provides protection against the event
where the cost of a single claim exceeds the excess limit. In order to limit the rein-
surers commitment the policy also specifies a maximum total claim. Therefore the
sum of the claims exceeding the excess point will decide the cost of the reinsur-
er. The model we consider accounts a random number and a random size of the
losses exceeding the excess point. A model motivated by extreme value theory is
the peaks over threshold model (POT). According to this losses which exceed the
excess point come as a Poisson process, and the excesses, i.e. the amount by which
the losses exceed the level, follow a Pareto distribution. Here we also consider the
consequences of assuming that the number of losses exceeding the level may follow
a Negative binomial distribution. Since the Negative binomial model is more com-
plex we compute the expectation of the reinsurers cost to decide if the difference



between the models is large enough to motivate the use of the Negative binomial
model. A comparison between Panjers- and Stroters recursion formulas and a sim-
ulation is performed. When compared to the simulation it shows that the precision

of the recursions is indeed satisfying. The advantages of Panjers recursion formula
is foremost that it's applicable for the excess of loss reinsurance problem one of
the other main advantages is that it's less complex.
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Kapitel 1

Inledning

1.1 Bakgrund

Vid tecknandet av ett forsakringskontrakt atar sig forsakringsgivaren att ersatta
forsakringstagaren for kostnader som uppstatt till foljd av ndgon sadan skada som
kontraktet avser. | samband med till exempel en storm eller en dversvamning drab-
bas manga ganger ett stort antal objekt av skador dar objekten skyddas av olika
forsakringskontrakt. Exempelvis skyddas bilen av en vagnskadeforsékring medan
villan skyddas av en villaforsakring. Detta medfor att i det omrade som drabbas
kommer ett flertal kontrakt som skyddar mot olika typer av skador att tas i ansprak.
For ett forsakringsbolag som har manga forsakringstagare i omradet kan darfor
totalkostnaden fér skadan bli mycket stor. For att garantera fullgérandet av sina
ataganden och for att jamna ut resultaten mellan olika ar behover forsakringsbo-
laget nagon form av skydd mot den har typen av "katastrofhandelser”. Ett sddant
skydd ar aterforsakring, vilken innebar att férsakringsbolaget for vissa risker teck-
nar forsakring hos en annan forsakringsgivare. Forsékringsbolaget kallas i detta
sammanhang fér cedent och den som forsakrar cedenten kallas aterforsakrare eller
reassurador [4].

Aterforsakrare
i S,
Forsakringsbolag/Cedent
P S,

Forsakringstagare

FLODESSCHEMA FOR PREMIERP) OCH SKYDD (S)



Risken i detta sammanhang &r alltsa att totalkostnaden i samband med en katas-
trofh&ndelse kan bli mycket stor. For att skydda sig mot stora kostnader tecknar
bolaget/cedenten saledes en aterforsakring for just denna handelse. Eftersom ater-
forsakringskontraktet avser totalkostnaden for skadan sa ar det inte i forsta hand de
skadekostnader som ersatts pa grund av kontraktet med den enskilde forsakringsta-
garen som ar det intressanta. Vid prissattningen av aterforsakringskontraktet be-
traktas istallet hela den kostnad som katastrofhdndelsen orsakar for férsékringsbo-
laget. Antag att kontraktstiden for aterforsakringen ar ett ax;laara forsakrings-
bolagets totalkostnad for katastrofskadzch lat vidareK vara antalet skador per

ar darX; > 0. | ovanstaende modell bortses fran de enskilda skadekostnaderna
istallet betraktas foljden av totalkostnad€y, ..., Xx modellen brukar inom sak-
forsakringsmatematiken kallas for den kollektiva modellen [5].

Av anledning som vi aterkommer till senare infor vi har ocké&om ar antalet
skador per ar med en skadekostnad som overstigenh X!, skadekostnaden for
den j:te skadan som Gversiger nivén

For att underlatta beskrivningen av aterforsakringskontrakten, borjar vi med att in-
fora beteckningar for ett antal variabler och aterkommer med forklaringar till dessa
efterhand. Vi later som tidigar¥; vara cedentens kostnad for skaddessutom
infor vi variblernaY;, SochS,, som definieras enligt nedanstaende:

0 omX <b
Y=< X—b omb<X <b+a (1.1)
a omX >b+a

K
S= -ZlYi
s-3

En typ av aterforsakring ar exess of loss aterforsakring. Vi kommer har att beskri-
va nagra olika varianter av denna. Den enklaste typemeicess ob vilken vi
betecknam xs b Med noll sa kallade reinstatements ges aterforsakrarens kostnad
Z, for kontraktet enligt:
S omS<a
Q= { a omS>a

Som vi ser ovan beror storleken pa aterforsakrarens kostnad for skadzur stor

S\1 ar. For att ta upp de vanligaste begreppen och for att fa en genomgang av vad
aterforsakrarens kostnad blir for olika varden$d; antas till att borja med att

S,_1 = 0 detta intréaffar d&; < b, i = 1,...,n— 1. Aterforsakrarens kostnad for
denn:te skadan ar under dessa forutsattningasom arx, — b € (0,a) da skade-
kostnaden &r stérre dnmen mindre &M+ a ocha da skadekostnaden ar storre an
eller lika medb+ a, annars ar kostnaden 0. Intervalletb + a] kallas for en layer,
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punktenb dar aterforsakringsgivaren trader in kallas excesspunkten och maxbelop-
pet for ersattningea kallas layerns limit. OnX, > b+ afar cedenten sjalv sta dels

for kostnaderb — detta belopp kallas for cedentesjélvbehal) dels for kostnaden

Xn — (b+a) det vill sdga for den del som Overstiger a — detta belopp kallas
spillover.

Antag nu istéllet att 6< S,_; < a. Aterforsékrarens kostnad fér decte skadan
ar under dessa forutsattningar: minimum av belopgeacha— S, ; da skade-
kostnaden ar storre dm annars ar kostnaden 0. Slutligen &n1 > a har den
maximala erséattningea redan uppnatts och aterforsakrarens kostnad for skada
ar 0. Utan (noll) reinstatements ar aterforsakringen forbrukad, déa.

For att beskrivaa xs bmedr reinstatements gors enklast en uppdelning i tva
fall dd S, <ra och dara < S, < (r + 1)a. Vi infor ocksa en beteckning for ater-
forsakringspremiel. Till att bérja med antar vi at, < ra. Medr reinstatements

@ q% aterstalls skyddet efter skadautomatiskt till 100%. Cedenten har genom
kontraktet férbundit sig att betala en tillaggspremieppgP, dar p, = Yn/a ar an-
delen av skyddet som skadatog i ansprak. Skyddet for skadet 1 ar sdledes
hela tidena. For att se vad aterforsakrarens kostnad for skabir hanvisas till
ovanstaende beskrivning av arxs butan reinstatements d& = 0. Den premie
cedenten betalar for att paborja aterforsakringe® éch av ovanstaende framgar
att ytterligare en premie omgP erlaggs varje gang skyddet aterstalls. Den totala
premien &r saledéd+ S/agPom S< ra.

Dara< S, < (r+1)aaterstélls inte skyddet efter skaaltll 100%. Det aterstaende
skyddet ar nyr +1)a— S,, ingen ytterligare premie erlaggs for att fa uttnyttja detta.
Cedenten far sedan erattning tills dessatt (r + 1)a, k > n+1 da den maximala
ersattningerr + 1)a uppnas efter detta utbetalas ingen ytterligare ersattning. Om
vi jamfor med ovanstaende beskrivning av &xs butan reinstatements kan vi
konstatera att f68, > ra aterstar ett skydd motsvarande(er- 1)a— S, xs butan
reinstatements och darmed framgér vad aterforsakrarens kostnader blir for kom-
mande skador. F@ > ra har den totala premien uppnatt sitt maximems rqP.

Ovanstaende kan pa ett mer karnfullt satt sammanfattas:

Antag attS,_; < ra, skyddet for skada ar daa och aterforsakrarens kostnadvar
Antag attS, ; > ra, skyddet for skada ar damaxO, (r + 1)a— S,_1) och ater-
forsakrarens kostnad &rin(Y,,maxO0, (r + 1)a— Sy-1).

Aterforsakrarens bruttokostn@d for ena xs baterforsakring medreinstatements
ges enligt:
Z_{S om(r+1la<s$s
71 r+)a omS>(r+1)a



Nettokostnade@N ges enligt:

S—P(1+ %5’) omra<s$S
ZN={ S—P(1+rq) omra<S< (r+1)a
(r+1)a—P(14+rq) omS>(r+1)a

Ju hogre excesspunkten ar desto lagre ar frekvensen for antalet skador som trader
in i skyddet detta medfor att behovet av reinstatements minskar, saledes galler
generellt atb T medforr |. Vanligtvis anvands excess of loss aterforsakring i hogre
layers det vill saga dB ar stort, antalet reinstatements ar oftast mindre an 2.

En annan typ av aterforsakring ar excess of loss med aggregerat sjalvbehall som
vi ger beteckningem xs b xs cFor ena xs b xs aned noll reinstatements ges
aterforsakraren kostnatp enligt:

0 omS—-c<0
Zp=<¢ S—c om0O<S—-c<a
a omS—-c>a

Konstruktion medfér att cedenten bar hela kostnaden sa I8rge, ¢ som kallas

for aggregatetutgor alltsa cedentens aggregerade sjéalvbehall. Ersattningen till ce-
denten a6—c € (0,a) da summan av de kostnader som trader in i skyddet ar stérre
anc men mindre ar+ a och nar sitt maximuna dd summan ar storre an eller lika
medc+ a, annars ar ersattningen 0. Utan reinstatements ar aterforsakringen for-
brukad d&8> c+a. Vid avtal med reinstatements aterstalls skyddet enligt samma
princip som beskrivits tidigare och aterforséakringen far utnyttjas avesrda+ a.
Ytterligarer limiter laggs da tillc+ a sa att aterforsakringen ar forbrukad forst
daS> c+ (r+1)a For ena xs b xs anedr reinstatements ges aterforsakraren
bruttokostnadz, av:

0 omS—c<0
Z,=< S—c om0<S—c<(r+1a
r+1)a omS—c> (r+1)a

Nettokostnade@N ges enligt:

S-c-P(1+%) omra<S-c
ZN={ S—c—P(1+rq) omra<S-c<(r+1)a
(r+1)a—P(14+rg) omS—c>(r+1)a

a xs b xs ¢ kontrakt anvands framforallt i Iagre layers dar frekvensen for antalet
skador som trader in i skyddet ar hogre det vill sagh dlativt sett ar litet. Vi ska
dock ha i atanke att inte ar litet eftersom aterforsakring normalt inte tecknas for
sma- eller medelstora skador. Om vi i atts b xs &ontrakt laterc vara noll sa fas

ett vanligta xs bkontrakt, i ovanstaende har uppdelningen i tva fall gjorts for att
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gora presentationen tydligare.

Da forsakringsbolaget upptackt ett behov av aterférsakring ges ofta ett flertal pre-
sumtiva aterforsakrare mojlighet att inkomma med kontraktsforslag. Premien for
kontraktet faststélls i slutdnden genom férhandling mellan cedenten och aterforsa-
kraren. For att kunna bedomma vardet av ett aterforsakringskontrakt vill cedenten
ha reda pa om premien motsvarar den kostnad som kan uppsta for aterforsakraren.
En riktlinje &ar saledes att premien exlusive administrationskostnader och dylikt bor
motsvara vantevardet for aterforsakrarens kostnad for kontraktet. | och med att ett
kontrakt om aterforsakring sluts dvertar aterforsakraren en del av ansvaret gente-
mot cedenten. Det bor dock namnas att kunden aldrig méarker av aterforsakrarens
roll, forsakringsbolaget skoter alla kontakter med kunden och kundens ansprak kan
endast riktas direkt mot forsakringsbolaget och inte mot aterforsakraren.

Med hjélp av den sa kallade vantevardes funktioresix) = E(min(S x)) kan

vi berdkna vantevardet for vara aterforsakringskontrakt. Det ar latt att se att van-
tevardet for eth xs b xs dontrakt arLs(c+ a) — Ls(c). Vantevardet for eth xs b
kontrakt arLg(a) vilket fas genom att sat@= 0.

1.2 Metoder

Vi har tidigare konstaterat att vantevardet for aterforsakrarens kostnad ger oss en
uppfattning om vad storleken pa premien bér vara. Vi ska nu se pa vad som kravs
for att senare kunna berakna vantevardet for kostnaden. Vi kommer hér att &gna
oss at aterforsakring med noll reinstatements. Nar vi ovan beskrixi boch

a xs b xs cterforsakring har vi sett att aterférsakrarens kostnad for kontraktet i
b&da fallen beror p& storleken 8 X, V.. For att kunna berdkna véntevérdet

av aterforsakrarens kostnad i samband med de bada forsakringstyperna behéver vi
alltsa kanna till fordelningen f&8. Det ar latt att se att storleken B&endast beror

pa deY; som &r positivay; > 0. Om vi laterM vara antalet skador per ar dér> 0

octh’, j=1,...,Mvara denj:te skadan sadan at> 0 inses att vi lika garna kan
betraktaSsomS= z'j\":le’. Shar i bada fallen vad man kallar fér en sammansatt
fordelning. Om vi antar at¥1, Y, ..., Yy, &r oberoende stokastiska variabler och att
Y{,..., Yy, dessutom &r likaférdelade sé& kan vi, givet att vi kanner till fordelningarna
fér M ochY; berékna fordelningen fé8= yM, /. D& ovanstaende villkor galler

for K ochYa, ..., Yk kan vi naturligtvis ocksa berakna fordelningen &med hjalp

av dessa. | avsnitt 4.4 kommer vi att se att berdkningarna blir enklare genom att
betraktaSsomS= yM, Y.



1.2.1 POT-modellen

POT-modellen (Peaks over thresholds) har visat sig vara anvandbar i samband med
aterforsakring. Med denna har vi namligen, givet vissa antaganden, mdéjlighet att
fa en okad precision i skattningarna av fordelningen dels for antalet skador éver
en viss niva och dels for den del skadekostnaden som overstiger samma niva.
Principen gar ut pa att vélja en viss troskelnivdoch studera de skador som
dverstigeru. Vi véljer ett visst tidsintervall, sag ett ar, och |akérvara storleken

pa deni:te skadan som Overstigeroch K vara antalet skador per ar som éver-
stigeru. Antag attk,Vy,V,,... ar oberoende samt ati, Vs, ... ar likaférdelade. |
POT-modellen antas aK &r Poissonfordelad och & — u ar Paretoftrdelade.

Lat F vara fordelningsfunktionen fov; — u. Vi véljer den parametrisering dar
F(x) =PV —u<x) =1-(53)¥, x>0, och skriver at¥; —u € Paretqa,y).

Antag nu att vi betraktar en hogre troskelnivd u, later L vara antalet skador

per &r som overstiger, W, vara storleken pé dejite skadan som &verstiger
ochp=P(V; > v). Det visar sig da att far en sa kallad uttunnad Poissonfordel-
ning med uttunningp och att fordelningen foW; — v som ar samma som for

Vi —Vv |V > v ocksa ar Paretoférdelad men med nya parametrar. Om vi har att
K € Po(\) sa géller att. € Po(pA) och med ovanstaende parametrisering/fér u

sé galler atwV; — v € Paretda +v—u,y). For en utforligare beskrivning hansvisas

till [5].

Antagandet att, — u ar Paretofordelad kan motiveras utifrdn extremvardesteorin
(EVT). Antag att fordelningen foM, = maxUs,...,Un} av oberoende och lika-
fordelade stokastiska variablgy under en linjar normalisering konvergerar enligt:
liMp—w P((My—bn)/an < Xx) — G(X) for an, b, > 0 darG(x) tillhor familjen av
extremvardesfordelningar. Kortfattat gér EVT gallande att om antagandt for
ovan ar uppfyllt sa galler for ett tillrackligt stort varde patt:

P(Ur —u<x|U; >u) = 1—(5%)¥, x> 0. Om vi laterV; vara de{U; : U; > u}
galler sdledes atB(V; —u < x) ~ 1—(55x)", x> 0. For en utforligare beskrivning

av antagandena i POT-modellen héansvisas till [2] eller [7].

En av fordelarna med POT-modellen &r att vi genom valet av troskelnivdm

styra sa att vi har tillrackligt med observationf; : u; > u} for att precisio-

nen i skattningarna ska bli godtagbar. Samtidigt undviker vi de sméa observationer
{u; : uyi < u} som annars skulle stora anpassningen av férdelningen. Utifran denna
skattning kan vi sedan fa fordelningen fér en hogre troskeivéu dar vi annars

hade haft for fa observationéu; : u; > v} for att precisionen i skattningarna skulle
kunna héllas pa en godtagbar niva. Ett motsatsforhallande finns dock mellan att
hoja nivanu, for att fordelningen fo — u ska vara approximativt Paretofordelad
och att ha tillrackligt med observationer for att fa tillforlitliga skattningar.



1.2.2 Antalet skador

Av de anledningar som angetts i avsnitt 1.2.1 véljer vi en troskelhivéh stud-

erar de skador som 6verstiger denna. | avsnitt 1.1 inférde vi varidtbedam ar
antalet skador dvet. Enligt POT-modellen kan vi anta att ar Poissonfordelad. |
forsakringssammanhang ar det kant att man ofta far en betydligt battre anpassning
till data genom att anta aM féljer en sa kallad blandad Poissonférdelning. Den
mest anvanda blandade Poissonférdelningen ar Negativ binomialférdelning (Neg-
Bin) vilken ocksa ar den som kommer att anvandas har. Tidigare konstaterades att
antalet skador per ar d&f > 0 & samma som antalet skador per ar ¥ar b
saledes galler enligt POT-modellen ttfar en uttunnad Poissonfordelning Na

antas Poissonfordelad. Vi kommer i avsnitt 2.2 att visa att motsvarande forhallande
mellanN ochM finns dven d& antas ha en blandad Poissonfordelning.

NegBinférdelningen ar nagot mer komplicerad vad galler till exempel skattning
av parametrar och fordelningsfunktionens utseende. En fraga vi soker svaret pa ar
om fordelarna ar sa pass stora att det vager upp den mer komplicerade modellen.
Till att borja med undersoks respektive fordelnings anpassning till de tva datama-
terialen. For att pa nagot satt svara pa om det ar vart besvaret att anvanda NegBin-
fordelningen ska vi sedan jamfora vad skillnaden blir nér vi anvander den ena eller
andra fordelningen for att berakna vantevardet for aterforsakrarens kostnad.

1.2.3 Skadekostnad

Fran avsnitt 1.1 har vi atk’ ar skadekostnaden for de skador som Gverstiger
troskelnivand. | POT-modellen antas a¥’ — d ar Paretoférdelad, och vi sag att
fordelningen forX’ —b | X’ > b darb > d ocksa ar Paretoférdelad och att denna
fordelning erhalls fran fordelningen f& —d med hjélp av en enkel omparametris-
ering. | avsnitt 4.4 kommer vi se att vi kan anvanda férdelningeiXférb | X’ > b

for att fa fordelningen foiv’. Vi har alltsa stor anledning att vélja Paretoférdel-
ning for X’ — d, dels sager EVT att for ett tillrackligt stort varde g&a arX’ —d
approximativt Paretofordelad vilket teoretiskt motiverar att Paretoférdelningen boér
ge god anpassning, dessutom &r den enkel att arbeta med nar vi vill ha férdelnin-
gen forY’. Vi kommer dock aven att anpassa LognormalférdelningerXfér d,

en jamforelse av de tva anpassningarna ska framforallt betraktas som en kontroll
av att anpassningen for Paretofordelningen ar tillrackligt god.

1.2.4 Total skadekostnad

Inom sakforsadkringsmatematiken forekommer det i olika sammanhang att man &ar
intresserad av att kanna till férdelningen fér summan av ett stokastiskt antal obero-
dende och likaférdelade stokastiska variabler. Férdelningen for en sddan summa
kan beraknas med Panjers- eller Stroters rekursionsformler. Ett delmal som ligger
nagot utanfor den forsakringstekniska ramen, men som &r av eget intresse ar att
jamfora de tva rekursionerna. For att peka pa for- och nackdelar med respektive
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metod gors enklast en jamforelse av férdelningerSée SN, X/ — d. Férdelnin-
gen som berdknas med de tva rekursionerna kommer att jamfdras inbordes, dessu-
tom kommer de att jamforas med en simulering av samma férdelning.

Den summa som &r intressant for terférsakringes &ry Y = M Y/, D&

Y/ (och &@ven;) har en blandad férdelning kan endast Panjers rekursionsformel
anvandas for att berékna fordelningen ®Fo6r att kunna anvanda Stréters rekur-
sionsformel kravs namligen atf (ellerY;) har en kontinuerlig férdelning. Jam-
forelsen av Panjers och Stroters rekursionformel kommer darfor ocksa att tjana
som en kontroll av att Panjers rekursionsformel ger tillrackligt god precision da
fordelningen forSska modelleras.

1.3 Mal

Vad vi avser att understka med denna uppsats ar:

e Om vi ska berakna vantevardet for aterforsakrarens kostnad, ar i sa fall den
skillnad som finns mellan Poisson- och NegBinférdelningen tillrackligt stor
for att motivera anvandandet av den mer komplicerade NegBinfordelningen?

e Vilka ar for- och nackdelarna med Panjers respektive Stroters rekursionform-
ler da vi ska berdkna en sammansatt fordelning &mMFinns det nagon
anledning att féredra den ena rekursionen framfor den andra?

¢ Eftersom endast Panjers rekursionsformel fungerar i samband med ovansta-
ende aterforsakring, ar precisionen i Panjers rekursionsformel tillrackligt god
i detta sammanhang?

1.4 Datamaterial

| denna uppsats anvands tva datamaterial: ett fran Lansforsakringar, och ett fran
ett franskt bolag, bada dessa har tillhandahallits av Lansforsakringar AB. Den ater-
forsakring som behandlas ar aterférsakring mot katastrofskador, detta medfor att de
intressanta observationerna ar hela den kostnad bolaget haft for att ersatta sina kun-
der for en och samma katastrofhandelse.X.& den observerade kostnaden for
katastrofhandelse den relevanta foljden av observationer ar saledes, ... In-

om Lansforsakringar finns 24 stycken lokala lansbolag. | datamaterialet fran Lans-
férsakringar finns observationgy dary;; ar kostnaden for katastrohos bolag;.

For Lansforsakringar fas kostnadergenom att summera kostnaderna fér samma
katastrof hos respektive Lansbolag, dys= zjzilyi j- Genom att summera kost-
naden pa ovanstadende satt fas den kostnad som aterforsakras, samtidigt undviks
det beroende som finns mellan olika kostnader i olika lansbolag som uppstatt till
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foljd av samma handelse. | datamaterialet fran det franska bolaget ges kostnaden
per katastrofh&ndelse i det ursprungliga datamaterialet. Kostnaderna i respektive
datamaterialet kan betraktas som observationer fran oberoende och likafordelade
stokastiska variabler.

For datamaterialet fran Lansforsakringar galler att skador som uppstatt pa grund
av handelsen storm, frost, snotryck, éversvamning, skogsbrand, aska och landglid-
ning eller av kombinationer av dessa betraktas som en katastrofhdndelse oavsett
vilken eller vilka av ovanstdende handelse/er som orsakat den. | datamaterialet fran
det franska bolaget ingar endast stormskador men vi véljer for enkelhetens skull att
kalla &ven dessa for katastrofskador. Aterférséakringskontrakten innehdller i regel
en tidsklausul som reglerar den tidsrymd for vilken forsakringsbolaget kan rakna
skadekostnader till en och samma katastrofh&ndelse. Olika katastrofh&ndelser har
olika tidsklausuler, for t ex en stormskada galler det att kontraktet avser alla skador
orsakade av kraftig vind under en tidsperiod om 72 timmar. Cedenten véljer sjalv

i vilken tidpunkt perioden bérjar vilket medfor att cedenten véljer den tidsperiod
som maximerar kostnaden for stormen eftersom det ar denna kostnad cedenten an-
vander da& ansprak pa ersattning fran aterforsakraren gors. Enligt definitionen av
katastrofhandelserna har ingen handelse intraffat om ingen kostnad har uppstatt.

Datamaterialet fran Lansforsakingar bestar av de kostnader som observerats un-
der en tioarsperiod 1992-2001 och datamaterialet fran det franska bolaget bestar
av de kostnader som observerats under en tjugoarsperiod 1982-2001. | bada data-
materialen har kostnaderna indexerats for att vara jamférbara éver tiden dels med
hansyn till inflation och dels med hansyn till portféljforandringar. Eftersom anpass-
ningar av férdelningar gors fot' —d ochN har de bada datamaterialen begransats

till att omfatta de{x; : x; > d}. Troskelvarded brukar i detta sammanhang kallas

for capture limit for datamaterialet. FOr att inte lamna ut kénslig information for
bolagen har capture limit for de bada datamaterialen utelamnats. Det bor ocksa
namnas att storleken pa capture limit i férhallande till medelskadan (medelvardet
av skadekostnaderna) ar i stort sett samma for de bada datamaterialen.

Latk =1,2,...,10 for &ren 1992..,2001,w vara premievolymen for & och

r« = Wio/Wk. | datamaterialet fran Lansforsakringar har en kostqdcfin ark in-
dexerats sa att den nya observationenéix;. Motsvarande indexering har gjorts
for datamaterialet fran det franska bolaget med skillnadek attl, 2, ..., 20 for
aren 1982...,2001 ochry = Wyp/W.

De anpassningar av férdelningar som refereras till i denna uppsats har gjorts till
det datamaterial som aterstar da kostnaderna indexerats och da de indexerade kost-
nader som understiger capture limit har tagits bort. Fran Lansforsakringar bestar
detta datamaterial av femtiotre observationer p& kostnader angivna i miljoner kro-
nor och tio observationer pa antal skador under ett ar, for det franska bolaget finns
fyrtio observationer pa kostnader angivna i miljoner Euro och tjugo observationer
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pa antal skador under ett ar.

10



Kapitel 2

Fordelning for antalet skador per
ar

2.1 Poisson- och blandad Poissonférdelning

Den kanske vanligaste modellen for fordelningen for antalet skador peridr

om sakforsakringsmatematiken ar Poissonfordelningen. Att denna modell ska ge
en bra anpassning ar rimligt da féljande villkor ar uppfyllda [5]:

() antalet handelser i disjunkta tidsintervall &r oberoende

(ii) bara en handelse i taget intraffar

(iii) sannolikheten for att en héndelse ska intraffa vid en viss given tidpunkt ar noll

Om dessa villkor ar uppfyllda ges sannolikhetsfunktionen av:

AK
pk=P(N=k)=—e?

k! k=0,1,2,... A€ (0,0)

Med ovanstande parametrisering skrivelNviE Po(A). Att dessa villkor i alla fall

ar approximativt uppfyllda ar rimligt att utga ifran for bada de datamaterial vi har
att tillga har. Det villkor som vi har storst anledning att ifragasatta ar (i) att antalet
handelser i disjunkta tidsintervall ar oberoende. | figur 2.1 kan vi namligen se en
antydan till att ibland foljer en ny katastrofhandelse tatt inpa den féregaende. 1 fig-
uren plottas logritmen av skadekostnaden pa y-axeln mot tiden pa x-axeln. Skalan
pa axlarna har plockats bort for att inte utelamna kanslig information for foretagen.
Logaritmering av skadekostnaden gjordes enbart for att figuren blev tydligare pa
detta satt.

Det ar rimligt att antalet katastrofskador per ar och darmed foérdelningeN for
paverkas av t ex rddande vaderforhallanden. Darfor kan man tanka sig att givet
ett visst vaderforhallande ar den korrekta modeNea Po(A1) och givet ett annat

ar den korrekta modellen istéllst € Po(A,). Ovanstaende illustrerar en osakerhet
kring vardet pa paramete For att fanga upp denna osakerhet kan vi betrakta
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Figur 2.1: Skadekostnaders ankomst i tiden

parametern som en stokastisk variaheAntag att\, = ett visst vaderforhallande,
da kan ovanstaende formaliseras genom att sktivA = A1 € Po(A1). Genom att
ansatta en fordelning fok kan den obetingade fordelningen frerhallas. An-
tag attA har en tathet(-) sadan atti(A) > 0, V A > 0. Fordelningen foN kallas
blandningsfordelning ocN far en sa kallad blandad Poissonfoérdelning. Vi skriver
N € Po(A). Med ovanstaende villkor ges sannolikhetsfunktionerNi@v [5]:

00 (o] k
pk:/ P(N:k|/\:)\)u()\)d)\:/ e’)‘%u()\)d)\.
0 0 !

Genom att se pa sannolikhetsfunktionenNdovan framgar det att i blandad Pois-

son tillats flera Poissonférdelningar viktat med den sannolikhet som fordelningen
for A ger for att det &r just denna Poissonférdelning som &r den riktiga. Skattnin-
gen av parametervardet i Poissonfordelningen erhalls som medelvardet av antalet
skador per ar i datamaterialet. Att ett och samma parametervarde ska kunna ge en
god anpassning ar mindre troligt om vi ser en antydan till att en uppdelning av data-
materialet skulle kunna goras, sadan att respektive del ser ut att ha en egen Pois-
sonfordelning. Om datamaterialet uppvisar sddana tendenser bor detta naturligtvis
ocksa visa sig genom att datamaterialt har en varians stérre an vantevardet. | sa fall
kan vi férvanta oss att en blandad Poissonférdelning skulle kunna vara en battre
modell for fordelningen.

Antag attA féljer en Gammafordelning s att fér> 0 : u(A) = r%z))\o‘*le*m
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a, B> 0 och vi skriverA € Gammaa, ). Med dessa forutséttningar ges sanno-
likhetsfunktionen fOoIN av:
_ I‘(a+k)( B o ( 1
““ T(o)kl ‘B+1 ‘B+1
For en harledning apy se s.52 i [5]. Ovanstaende visar bthar en Negativ bino-
mialférdelning och med denna parametrisering skrivéX v NegBir(a, 3).

)k

Vi ska nu se pa nagra egenskaper hos Poisson- respektive NegBinférdelningen
som kan vara intressanta da vi ska skatta parametrar och anpassa fordelnings-
funktioner. Antag atl. € Po(A) och attK € NegBir(a,B) da galler attE(L) =

Var(L) =A, E(K) = % ochVar(K) = “f;l och vi har attvar(L)/E(L) = 1 och
Var(K)/E(K) = 1+ 1/B. Lat & vara stickprovsvariansen ogtvara stickprovets
medelvarde. For att en férdelning ska ge en bra anpassning kravs att datamaterialet
har de egenskaper som férdelningen har. Antaéaﬁl, i sa fall uppfylls vilkoren

i de bada fordelningarna empiriskt och med hansyn till detta kan vi inte forvanta
oss nagon storre skillnad i anpassningen mellan de tva modellerna. Har vi istallet
att% >> 1 uppfylls inte villkoret i Poissonférdelningen medan NegBinférdelnin-
gen fortfarande kan passa bra.

2.2 Uttunnad Poisson- och uttunnad blandad Poissonfordel-
ning

Om vi for ndgotb > d > 0 laterN vara antalet skador som &verstigerX/ vara
storleken pa den i:te skadan som 6verstijgn = P(X/ > b) ochM antalet skador
som dverstigeb. Antag attN € Po(\) da galler enligt kand egenskap hos Poisson-
fordelningen atM € Po(pA) och vi séager ati har en uttunnad Poissonfordelning.
Vi ska har visa att motsvarande egenskap galler avexludr en blandad Poisson-
fordelning. Med samma beteckningar som ovan antar vi nu istallét atPo(/)

da galler atM | N =k € Bin(k, p) se s.77 [5] och sannolikhetsfunktionen fdrér:

[o0)

S k m —m oo)\k _
m=3 P(M=m|N=KPN=K =5 <m>p - [ M-

k=m

5 () ma-pe e = [e i(l SN

k=m

u(p) )
P
h

/ (pA) PV Py dA = {x= pr  dx= pdA} = /—e
0

Antag attA\ har fordelnlngsfunktloﬂF/\(x) och tathet(x) = Fx (x) d& harpA tathet
d d u(p)
/ = — = — = / = 7p
() = g PN <X) = L PIN< x/p) = FA(x/p) = —
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Ovanstaende visar at har en blandad Poissonférdelning med blandningsfordel-
ning pA. OmA antas Gammafordelad sa galler att:

u(})

_(B/P* a1
TR

Dvs blandningsfordelningen & Gamroa@/ p) och vi far attM € NegBir(a, B/ p).

Att kunna ange fordelningen fov for olika varden pd ar vardefullt i samband
med var tillampning inom aterforsakring, med hansyn till just denna egenskap in-
nebar valet av blandad Poisson- istéllet for Poissonfordelning ingen nackdel.

2.3 Data

| datamaterialet fran det franska bolaget ar medelvardet fér antalet skador per ar
over nivand X = 2.0, varianss® = 2.3 ochs’/x = 1.2. | datamaterialet frin Lans-
forsakringar har vk = 5.3, 5% = 9.3 ochs?/x = 1.8. Villkoret: E(N) /Var(N) = 1 &r
saledes empiriskt ungefarligen uppfylit for datamaterialet fran det franska bolaget
medan avvikelsen fran villkoret ar storre for datamaterialet fran Lansforsakringar.
Darfor kan vi forvanta oss att den storsta skillnaden i anpassning mellan Poisson-
och NegBinfordelningen ska framtrada for datamaterialet fran Lansforsakringar.

Om vi ser pa hur data ser ut for Lansforsakringar och jamfor detta med hur det
ser ut for det franska bolaget sa framgar det i figur 2.2 att antalet skador per ar
antar varden i ett storre intervall. Det framgar dessutom att den relativa frekvensen
for observationer som i absoluta termer ligger langre ifran medelvardet ar storre,
vilket forklarar den hdgre variansen for detta datamaterial. Figuren visar ocksa att
antalet skador per ar ar hogre for datamaterialet fran Lansforsakringar. Eftersom
skadefrekvensen vanligtvis ar hogre for de skador dar skadekostnaden &r liten hade
en mojlig forklaring till den hogre frekvensen varit att storleken pa capture limit

i forhallande till medelskadan varit storre for det franska bolaget, men som vi har
konstaterat tidigare ar sa inte fallet (se avsnitt 1.4). En majlig forklaring ar istallet
att skillnaden beror pa att i det franska datamaterialet forekommer endast storm-
skador medan i datamaterialet fran Lansforsakringar ingar ett antal olika skadehan-
delser. En annan faktor som paverkar frekvensen, i synnerhet frekvensen for skador
dver en viss niva ar exponeringen, dvs hur manga och hur stora objekt som ingar
och om de finns spridda 6ver stora geografiska omraden. For att fa reda pa om det
finns nagra regionala skillnader mellan svenska och franska forhallande hade det
varit 6nskvart med tva datamaterial som inneholl samma typer av skador.

Med tanke pa att antalet observationer i datamaterialet ar ganska litet sd kommer
stegen i den empiriska férdelningsfunktionen ibland att bli ganska stora, darfor kan
man knappast forvanta sig att de parametriska fordelningarna ska ge nagon perfekt
anpassning.
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Figur 2.2: Antal amy medk stycken skador

Ett alternativ till att anvanda sig av parametriska férdelningar ar att anvanda sig av
den empiriska férdelningen. En uppenbar nackdel med detta ar att sannolikheten
for de utfall som inte férekommer i datamaterialet ar noll. Detta innebér bland an-
nat att sannolikheten for utfall stérre &an den storsta observationen ar noll vilket vi
egentligen inte har ndgon anledning att tro pa. Med de parametriska fordelningarna
far vi sannolikheter aven for utfall som inte har observerats vilket har betydelse da
vi senare ska anpassa en fordelning for den totala kostnaden per ar.

2.4 Anpassning av fordelningar for data

Anpassning av fordelningar gors har for respektive datamaterial. Efter en separat
analys av anpassningarna gors en jamforelse av anpassningarna for de bada data-
materialen. De férdelningar som anpassas ar alltsd Poisson- och Negativ binomi-
alférdelning. Skattningar av parametrar gérs med maximumlikelihood- (ML) och
momentmetoden (mom). | figurerna redovisas de resultat som erhallits med ML-
metoden.

| Poissonfordelningen finns som vi tidigare sett en okand paramhetséval ML-

som momentmetoden skattAsmed hjalp av medelvardet av antalet skador per
&r dvsA = X. | NegBinfordelningen finns tva okanda paramemaoch B. ML-

och momentmetoden ger olika skattningar av de tva parametrarna. For detaljer
angaende skattningar hanvisas till s.48-56 i [5].
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Figur 2.3: Anpassning av Poisson- och NegBinférdelning, Lansforsékringar

2.4.1 Lansforsékringar

Foljande paramterskattningar har erhallits for Poisson- respektive NegBinfordel-
ningen:

A a B o/B|1+1/B
ML | 5.3 | 8.9451| 1.6877| 5.3 1.59
mom | 5.3 | 9.0322| 1.7042| 5.3 1.58

Figur 2.3 visar plottar av 6verlevnadsfunktionen (1-F(k))Két 0,1,...,11. Fig-

uren visar de tva parametriska fordelningarnas anpassning parallellt med den em-
piriska fordelningen. | figuren framgar det att NegBinfordelningen ger en nagot
battre anpassning i de flesta punkter.

| figur 2.4 plottas vardet pa fordelningsfunktionerna for de parametriska fordel-

ningarna mot fordelningsfunktionen fér den empiriska férdelningen i punkterna

k=0,1,...,11. Som referens visas de punkter som innebér en perfekt anpassning
till den empiriska fordelningsfunktionen. Fran denna figur framgar kanske nagot

tydligare att det finns en viss skillnad i anpassning mellan de tva parametriska
férdelningarna.
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Figur 2.4: Fordelningsfunktioner plottade mot varandra, Lansforsakringar

2.4.2 Franska bolaget

Foljande paramterskattningar har erhallits for Poisson- respektive NegBinfordel-
ningen:

A a B a/B|1+1/B
ML | 2.0| 22.0702| 11.0351| 2.0 1.09
mom | 2.0 20.0 10.0 2.0 1.1

| detta avsnitt redogdrs for de figurer som erhallits med datamaterialet for det fran-
ska bolaget, figurerna i detta avsnitt motsvarar figurerna fran avsnitt 2.4.1 men med
k=0,1,...,6. | figur 2.5 &r det svart att se att det skulle vara nagon skillnad mel-
lan Poisson- och Negativ binomialférdelningen. Fran féregdende avsnitt sag vi att
skillnaden mojligtvis framgick lite tydligare da fordelningsfunktionerna plottades
mot varandra, men i figur 2.6 ser vi att inte heller denna plot tyder pa att det skulle
vara nagon skillnad mellan de tva férdelningarna.

2.4.3 Jamforelse av resultat for respektive datamaterial

Det har alltsa visat sig att skillnaden mellan Poissonférdelningen och NegBin-
fordelningen ar storre for datamaterialet fran Lansforsakringar an den ar for det
franska bolaget vilket vi forvantat oss med tanke pa vad vi tidigare observerat for
& ochx, se avsnitt 2.3. Vi har tidigare visat att vi kan anvanda NegBinférdelningen
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pa samma satt som vi kan anvanda Poissonfoérdelningen se avsnitt 2.1 och 2.3. Da
skillnaden i anpassningen ar sa pass stor som den visade sig vara for datamate-
rialet frAn Lansforsakringar kan det synas valmotiverat att anvanda Negativ bino-
mialférdelningen. Nar skillnaden mellan de tva anpassningarna ar sa liten som den
visade sig vara for det franska bolaget tyder detta pa att Poissonfordelningen verkli-
gen ar ratt modell for detta datamaterial. For att slutligen svara pa om anvandandet
av NegBinfordelningen kan motiveras trots att den ger omsténdligare skattningar
och fordelningsfunktion ska vi i kapitel 4.4 undersoka om det gor nagon namnvard
skillnad i samband med var tillampning.
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Kapitel 3

Fordelning for skadekostnaden

3.1 Data skadekostnaden

D& man vill anpassa en fordelning till de utbetalade ersattningsbeloppen, ar for
vissa forsakringstyper ett vanligt férekommande fenomen att ett relativt litet antal
stora skador star fér en avsevard andel av den totala skadekostnaden. Da vi som
har har ersattningsbelopp for katastrofskador syns fenomenet mycket tydligt.

Vi ska borja med att skapa oss en uppfattning om hur respektive datamaterial ser
ut. Figur 3.1 visar de enskilda skadornas andel av den totala skadekostnad. | denna
figur framgar det tydligt att de storsta skadorna svarar for en (mycket) stor andel av
den totala kostnaden for perioden. | de bada datamaterialen star den storsta skadan
for ca en tredjedel av den totala kostnaden. For det franska bolaget star de 4 stors-
ta skadorna tillsammans for ca 75 % av den totala kostnaden under perioden
motsvarande siffra for Lansforsakringar ar ca 50 %.

Att ett litet antal skador star for en betydande andel av den totala skadekostnaden
medfor att den férdelning som ska anvandas for att modellera férdelningen for sk-
adekostnaden maste vara av sa kallad tjocksvansad typ. Tjocksvansad innebar att
fordelningen ska ha en relativt sett stor andel av den totala sannolikhetsmassan i
svansen det vill sdga viss sannolikhet ska tillatas aven for stora eller mycket sto-
ra varden pa den stokastiska variabeln i fraga. Tva saddana fordelningar ar Pareto-
och Lognormalférdelningen. Dessa tva fordelningar ar de kanske tvd mest anvan-
da tjocksvansade fordelningarna inom sakférsékringsmatematiken. Vi kommer att
anpassa dessa fordelningar till den del av skadekostnaden som 6verstiger capture
limit d dvs de kommer att anpassas till observationagnad, ..., x, —d.

Det finns manga tankbara fordelningar for ovanstaende andamal, har gors ingen
ansats att utreda huruvida de férdelningar som anvands har ar de basta majliga fér
andamalet. Snarare kommer intresset att fokuseras pa metoder for att erhalla ater-
forsakringkostnaden och pa metoder for att erhalla fordelningen for totalkostnaden.
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lansférsékringar

Figur 3.1: Enskilda skadors andel av den totala skadekostnaden
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Pa grund av POT-modellen foredrar vi att arbeta med Paretoférdelningen, men en
anpassning av Lognormalférdelningen gors for att kontrollera att Paretoférdelnin-
gen verkligen ger en god anpassning till data.

3.2 Resultat fran anpassning av fordelning for skadeko-
stnaden

Eftersom sjalva anpassningen av fordelningarna till skadekostnaderna inte ar det

viktiga i denna uppsats kommer endast en kortfattad sammanfattning av resultat-

en att redovisas har. | appendix ges en nogrann redogdrelse av anpassningen for
Pareto- och Lognormalférdelningen for de bada datamaterialen.

| datamaterialet fran det franska bolaget gav Paretoférdelningen den klart basta
anpassningen over hela det intervall som observationerna lag i. For detta datama-
terial ar det saledes ingen tvekan om att Paretoférdelningen av dessa tva ar den
basta modellen for skadekostnaden. Fér datamaterialet fran Lansforsakringar var
det inte lika tydligt vilken férdelning som gav den bésta anpassningen. Det fram-
gick dock att Lognormalférdelningen gav bast anpassning for de mindre skadorna
medan fordelningen for de stora skadorna modellerades bast mha Paretoférdelnin-
gen. Eftersom et xs bkontrakt skyddar mot skador som Qverstiger excesspunk-
ten b &r det anpassningen av foérdelningen for dessa skador som ska betraktas
som viktigast. Detta talar for att anvanda Paretofordelningen &ven for datamate-
rialet fran Lansforsakringar. For Lognormalférdelningen sag viRatty(x) — 1

dax — maxxg,...,%,) vilket innebar valdigt liten sannolikhet ges for handelsen
{X"—d > x}. Paretoférdelningen gav storre sannolikhet fér denna héndelse vilket
innebar att anpassningen av Paretofordelningen blev mer langsvansad. Detta maste
betraktas som en tilltalande egenskap eftersom vi egentligen inte har nagon anled-
ning att tro att vi i framtiden inte kommer att observera nagon skadekostnad som
ar storre &n den storsta i datamaterialet.
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Kapitel 4

FOrdelning for total
skadekostnad per ar

4.1 Data total skadekostnad

For att jamfora de tva rekursionerna kommer vi att inleda detta kapitel med att
studera fordelningen 68 = $N (X’ —d), dard &r var capture limit. Darfor

gors har en genomgang av vad vara datamaterial innehdller i detta avseende. |
vara datamaterial fran Lansforsakringar och det franska bolaget har vi som vi tidi-
gare sett varje & en observation pa antalet katastrofskador 6ver nil;gom vi

kan kallan, och observationer pa de tillhérande skadekostnadeina. , xx, dar

X > d, i =1,...,nc. Den observerade arliga totalkostnaden éver niv&om vi

kan kallas, fas genom att summera den fboverskridande delen av kostnaden sa
attsc= ¥, (X —d). Vi har med dessa beteckningar for de bada datamaterialen tio
respektive tjugo observationer pa Om vi med hjalp av dessa totalkostnader an-
passar en fordelning for den arliga totalkostnaden ¢ver rdskulle, med tanke pa

den begransade omfattningen i datamaterialet, precisionen i anpassningarna knap-
past kunna anses godtagbar.

4.2 Modeller for total skadekostnad per ar

Givet fordelningarna foX; —d ochN samt atiX{, X, ... &r oberoende och likaférde-
lade stokastiska variabler som dessutom ar oberoendélkan i princip fordel-
ningen forS = YN, (X/ — d) berdknas. Férdelningen kan beréknas med hjalp av
rekursionsformler eller via approximation.

| detta avsnitt gors en genomgang av hur Panjers- och Stroters rekursionsformler
anvands. For att kontrollera de bada rekursionernas precision gors en jamforelse
med en simulering. En inbordes jamforelse mellan de bada rekusionerna gors for
att peka pa for- och nackdelar med respektive metod. Det &8istam anvands da

vi ska bestamma aterforsakrarens kostnad, men eftersom syftet i forsta hand ar att
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jamfora de tva rekursionerna ar valet av den summa som ska studeras av underord-
nad betydelse. Att vi valt att studerar fordelningen$0beror pa att det ar enklast
da vi fran féregéende kapitel har skattningar av férdelningarnhl fich X; — d.

4.2.1 Panjers rekursionsformel

Antag att vi ska berakna férdelningen for= ZiKlei- De antaganden som galler
for Panjers rekursionsformel ar #&tVy,V,,... ar oberoende samt at, ...,V ar
ickenegativa, heltalsvarda och likafordelade. lgt= P(K = k), fx = P(V; = k)
ochgk = P(T =Kk), k=0,1,2,.... Antag attpx uppfyller rekursionerpx = (a+
b/Kk)pk_1 for k > 1. Da ges sannolikhetsfunktionen fbrenligt Panjers rekursion-
formel av [5]:

k bj
O = J;(aJr o fige k=1

For rekursionens startvardgg géller attgo = @(fp), dar @ ar den sannolikhets-
genererande funktionen f&. De fordelningar vi tidigare studerat fof, Poisson-
och NegBinfordelningen, uppfyller villkoren pd. Vidare ar det rimligt att anta
attN, X{, X}, ... &r oberoende samt a{, X;, ... ar likaférdelade.

Med X’ menas nedan, savida inget annat anges, ett godtyckligppenbarli-

gen ar villkoret atiX’ — d ar ickenegativt uppfyllt, daremot har vi ju tidigare mod-
ellerat fordelningen med en kontinuerlig férdelning, trots att kostnaden egentligen
inte ar kontinurlig med tanke pa att den maste anges i till exempel heltal kronor.
Detta innebar i praktiken at’ —d inte ar kontinurlig, det far dock anses som
troligt att férdelningen foiX’ — d modelleras bast med nagon kontinuerlig férdel-
ning, vilket innebar att fordelningen fo¢' — d inte uppfyller vilkoren for Panjers
rekursionsformel. Detta kan vi rada bot pa genom att diskretisera fordelningen och
darmed fa sannolikheter av typén= P(X' —d = kc) = F((k+1/2) xc) — F ((k—
1/2)xc),k=0,1,2,... se s.122 i [3L anger hur fin diskretiseringen gors, &x1
miljon. Enligt ovanstdende antX/ — d vardena (Oc, 2c,3c, ..., detsamma galler i

sa fall aven forS. Nu ar villkoren for att kunna anvénda Panjers rekursionformel

uppfylida.

4.2.2 Stroters rekursionsformel

Stréters rekursionformel skulle kunna sagas vara en motsvarighet till Panjers rekur-
sionsformel d& har en kontinuerlig fordelning. Om vi tror pa &tthar en kontin-
uerlig fordelning sa innebar diskretiseringen av fordelningevfén approxima-

tion. | Stroters rekursionsformel forutsattsdthar en kontinuerlig férdelning och

vid berakning anvands tatheten foistallet for f, som vi sag tidigare. Saledes gors
ingen approximation i detta avseende. Valet av steglangd i den metod for numerisk
integration som anvands for att berékna integralen i Stroters rekursionsformel in-
nebar dock en approximation. Med samma beteckningar som tidigare mé¢xgéar
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ar tatheten fow ges fordelningsfunktionen far enligt [5]:

G(y) = i PFE(y) = po+ i P (y) =
k=0 k=1

Po+ 3 P [ 1 (dx=pot |3 pef(x)dx
k; 0 0 k;

om vi later .
g = pf(x), x>0,
K=1

fas det behandigare uttrycket:

Gy) = po-+ | gx)dx

Genom att folja beviset for Panjers rekursionsformel fas att:

9% = puf(X)+ [ (a2 FOgx— e

Med hjalp av Simpsons formel fas en rekursionsformel for (approximativ) berakn-
ing avg(0),g(h),g(2h),... dessa varden anvands sedan i en ny numerisk integra-
tion som ger varden pa fordelningsfunktion®g).

4.2.3 Simulering

Vi behover en referens for att kontrollera precisionen for de tva rekursionerna. En
sadan referens kan skapas genom att simulera ett datamaterial med ett antal obser-
vationer pa den arliga totalkostnad®ns,, . .. . En saddan observatienfas genom

att forst simulera antalet skadoridm och sedan simulera storleken pé lika man-

ga skadekostnader; —d, ..., X, —d for att sedan berdkna summan av av dessa

S = Z?izl()(ij —d). Genom att upprepa forfaranadeganger erhalls ett simuler-

at datamaterial med observationes, ..., s, pa arliga totalkostnader. For att fa
tillférlitliga resultat med simulering bdm véaljas stort.

| Monte Carlo metoden simuleras antalet skador per ar och kostnaden for dessa
genom att utga fran den fordelning som anpassats for respektive stokastisk vari-
abel, dessa satts sedan enligt ovanstdende samman till simulerade totalkostnader se
s.138 i [3]. Med hjalp av de simulerade observationerna pa totalkostnaden kan en
empirisk fordelningsfunktion skattas fér den totala skadekostnaden per ar, vilken
kan anvandas som referens till de tva rekursionerna.
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Figur 4.1: Fordelning f68, Lansférséakringar

4.3 Berékning av fordelning for S = yN (X' —d)

| avsnitt 4.3.1 och 4.3.2 antas &ite NegBir(a,3) och attX{ —d € Paretqa’,y),

dessa antaganden galler for saval simuleringarna som for berakningarna med rekur-
sionerna. Fordelningsfunktionen for simuleringen i nedanstande figurer har berak-
nats med hjalp av en miljon simulerade observationer. Da antalet simulerade varden
ar sa pass stort kan denna fordelningsfunktion betraktas som den sanna forutsatt att
fordelningarna folN och X; — d &r de ratta. Huruvida férdelningarna verkligen &ar

de ratta har i detta sammanhang ingen betydelse eftersom syftet i forsta hand ar att
undersoka hur val de tva rekursionen stammer 6verens med simuleringen, samma
forutsattningar galler ju aven for rekursionerna. For att fa motsvarande precision i
de bada rekursionerna ar steglangden i diskretiseringen respektive stegen i integra-
tionen desamma for Panjer respektive Stroter.

4.3.1 Lansforsakringar

| figur 4.1 plottas fordelningsfunktionen f&. Foérdelningsfunktionerna i figuren

ar de som erhallits med hjalp av simuleringen respektive med Panjers- och Stroters
rekursionsformler. | figuren &r det svart att se nagon skillnad mellan de olika an-
passningarna, men att de bada rekursioner ligger s& nara simuleringen tyder pa
att bada rekursionerna modellerar fordelningen mycket bra. Om man studerar ko-
rtare delintervall kan man se att férdelningsfunktionen for Panjer ofta ligger nagot
over simuleringen medan for Stréter ligger den ofta nagot under. For en vidare
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kontroll av anpassning berdknas skillnaden mellan férdelningsfunktionerna for re-
spektive anpassning i det intervall som visas i figuren. BatS, och Qx vara
fordelningsfunktioneP(S < kc), k=0,1,...,1000 fér Panjer, Stréter och simu-
leringen. Darc = en miljon i kronor for Lansférsakringar och i Euro for franska
bolaget. Vi beréknar dessutom den totala avvikelsen mot simuleringen. Lat dessu-
tom px, S ochgg vara sannolikhetsfunktiong?(S = kc), k=0,1,...,1000. Det

visar sig atty t29°| P — S¢ |= Ti%9°R — S > O eftersom Panjer i varJe punkt lig-

ger éver Stroter. Vidare har vi aftt’Q | P« — Q« |> TE29°P — Q« > 0 dar sum-

man av beloppet ar ungefar dubbelt sd stor som summan vilket visar att Panjer
for det mesta ligger 6ver men ganska ofta ligger under simuleringen. Slutligen har
vi att TE0%0 | Qx — S |~ TE%9°Q — S > 0 d& Stroter ligger under simuleringen

i nastan alla punkter. Vi far a§1°°°| Pk — Ok |= 0.022 31990 g — gy |= 0.021
saledes ar den totala avvikelse nagot lagre for Stroter rekursionen, men skillnaden
ar marginell.

En annan kontroll av anpassningen fas genom att berékna vante#E&ipt=

3 9% P(S = k) for respektive rekursion och jamfora detta med det teoretiska van-
tevardetE(S) = E(N)E(X'—d) = a/Bx (a ’/(y 1)) som vi kénner till. Denna
jamforelse ska dock resultera i &(N)E (X' —d) ar stérre any t°PkP(S = k)
eftersom vi stoppar rekursionerna efter 1000 steg, det vill sdga de kan inte sum-
meras till oandligheten som de teoretiskt sett ska. Darfor ar ocksa en jamforelse
av 3 19%%P(S = k) for simuleringen med motsvarigheten for respektive rekursion
intressant eftersom detta ger mojligheten att berdkna vantevardet med samma an-
tal iterationer. Det visar sig att vantevardet for bada rekursionerna ligger under det
teoretiska vantevardet som sig bor och att vantevardet for Panjer ligger under och
for Stroter ligger dver det for simuleringen. Avvikelsen fran det simulerade van-
tevardet ar nagot lagre for Panjer an vad det ar for Stroter.

4.3.2 Franska bolaget

Figur 4.2 motsvarar figur 4.1 men for datamaterialet for det franska bolaget. Aven i
denna figur &r det svart att se nagon skillnad mellan de olika anpassningarna, men
att de bada rekursioner ligger sa nara simuleringen tyder anyo pa att bada rekur-
sionerna modellerar fordelningen mycket bra. | figur 4.3 visas plotten av fordel-
ningsfunktionen mot logaritmen &, har kan man se att for sma varden $a
ligger Panjer nagot dver den simulerade fordelningen medan Stréter ligger mycket
nara. Om man studerar kortare delintervall framgar det Panjer ligger nagot éver
simuleringen for sma varden |8 men att anpassningen ar mycket bra for storre
varden p&s. Stroter ligger for nastan alla varden §anagot under simuleringen.

For en vidare kontroll av anpassning berdaknas den totala avvikelsen mellan respek-
tive anpassning i det intervall som visas i figuren. Med samma beteckningar som i
foregdende avsnitt fas aven har pfP°| A — Sc |= 5%9°R — Sc > 0 vilket vis-

ar att Panjer i varje punkt ligger éver Stroter. Vidare har visglt?° | Pc — Qx |>

3 2990R, — Qk > 0 dar summan av beloppet &r ganska mycket storre vilket visar att
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Panjer for det mesta ligger 6éver men ganska ofta ligger under simuleringen. Slut-
ligen har vi atty229°| Q — S |~ 229°Qk — S > 0 vilket visar att Stréter ligger
under simuleringen i néstan hela intervallet. Vi fargt%°| px — ok |= 0.50 och
Zﬁggo\ S — Ok |= 0.55 séledes ar den totala avvikelse nagot lagre for Panjer rekur-
sionen.

Vi jamfor ocks&E(S) = y2P%P(S = k) for respektive rekursion med det teo-
retiska vantevardeE(S) som vi kénner. Det visar sig att vantevardet for bada
rekursionerna ligger under det teoretiska vantevardet som sig bor samt att van-
tevardet bade for Panjer och for Stroter ligger under vantevardet for simuleringen.
Awvikelsen fran det simulerade vantevardet ar nagot lagre for Stroter an vad det ar
for Panjer.

De for- och nackdelar som har upptakts genom att arbeta med de tva rekursion-
erna sammanfattas nedan utan inbérdes ordning.
Fordelar med Panjers rekursionsformel:

e Lattare att skriva program fér berakningar;

e Enkel berékningsprocedur som medfér korta berékningstider for program-
met.

Nackdelar med Panjers rekursionsformel:
e Val av metod for diskretisering ej entydigt given;

e P(X’—d = 0) # 0 vilket den borde vara har, detta genererar ett fgj i
som féljer med i varje iteration. Felet minskas genom att anvanda kortare
steglangden i diskretiseringen.

Fordelar med Stroters rekursionsformel:

e Fordelningen for en kontinuerlig variabel gar att anvanda direkt, ur denna
aspekt ar den enkel att arbeta med.

Nackdelar med Stréters rekursionsformel:
e Mer omstandligt att skriva program for berakningar;

e Mer komplicerad berékningsprocedur vilket medfor langre berékningstider
for programmet;

e EftersomV se 4.2.1 forutsatts ha en kontinuerlig fordelning gar metoden ej
att anvanda d¥ har en diskret- eller blandad fordelning, vilket innebar att
den inte gar att anvanda for excess of loss.

Vi har i ovanstaende sett att avvikelsen mot simuleringen forefaller vara i stort sett
lika for de bada rekursionerna. Dessutom sag vi att Panjers rekursionsformel har
lagre berakningskomplexitet och att rekursionen dessutom gar att anvanda for saval
diskreta-, blandade- som kontinuerliga férdelningar. Mot bakgrund av ovanstaende
blir slutsatsen att fordelarna med Panjers rekursionsformel évervager.
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4.4 Berakning av fordelning for S

Det som avgor storleken pa aterforsakrarens kostnad ar i bada falleni{och

a xs b xs ¥ storleken pdS. Som vi har sett tidigare kan vi betrakBisom S =

K.Y eller somS= sM,Y/. Med hjalp av Panjers rekursionsformel kan vi berék-
na fordelningen fé6 antingen genom att kanna till férdelningen fochY; eller
genom att k&nna till férdelningen fdd ochY;. Eftersom vi kan anta a¥ respek-

tive Y/ ar likafordelade for alla forsatter vi i nedanstdende utan index. Vi ska har
se hur vi far fordelningar fo¥ ochY’. For att sedan beréakna fordelningen ®r
anvander vi Panjers rekursionsformel pa samma satt som beskrivits tidigare. Om vi
later R/ vara fordelningsfunktionen fof sa géller enligt tidigare definition avse

(1.1) att:

0 omy <0
F(y)=q Fx(y+b) omO<y<a
1 omy>a

Tillsammans med férdelningen fo kan vi efter diskretisering av fordelningen for
Y berékna férdelningen f@s.

Vi har tidigare konstaterat att har samma férdelning so¥| Y > 0, férdelningen
for Y’ ges darfor av:

0 omy<0
P(Y <y)=P(Y <y|Y>0)=¢ PEZXD omo<y<a
1 omy>a

Om vi laterX!” vara denj:te skadan sddan aft > b sa géller atX” —b har samma
fordelning somX — b | X > b. Férdelningen f6iX” — b ges av:

P(b< X <x+b)
P(X > b)

P(X"—b<x)=P(X—b<x|X>bh)= , x>0

Ur definition avY’ foljer attY’ har samma férdelning somin{ X" — b, a}, férdel-
ningen formin{ X" — b,a} ges av:

0 omx<0
P(min{X" —b,a} <x) = w om0<x<a
1 omx>a

Eftersom vi fran POT-modellen kanner till fordelningen ¥r— b kan vi enkelt fa
fordelningen forY’. Tillsammans med fordelningen fdd kan vi efter en diskre-
tisering av fordelningen foY’ berakna fordelningen f&. Den uttunning som an-
vands for att fa fordelningen fvl &r P(X’ > b) = P(X' —d > b—d) = (gz5=g)-
Fordelen med att anvand4 ar att diskretiseringen blir enklare da vi betingat bort
nollan dessutom framstar det som mer intuitivt riktigt och kanske elegantare 16s-

ning att inte summera ett antal variabler med vérdet noll. Om vi ska anvanda oss
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av fordelningen fory maste vi dessutom ta hansyn till att vi har férdelningen
for X’ —d och inte forX vilket kranglar till det hela nagot. Vantevardet for ater-
forsakrarens kostnad fas enligt:

E(Zo) = :Zk P(S=K) +ak§ap(sz K)

for a xs bmed noll reinstatemants och

a—1 )

E(Zo) = ) kP(S=c+k+a) P(S=c+k)
K=1 k=a
for a xs b xs aned noll reinstatemants.
Tabellerna nedan visar vantevarden beraknade for aterforsakrarens kostnad tillsam-
mans med limiter och excesspunkter. Vardena har beraknats med NegBin- respek-

tive Poissonfordelning som modell f&f.

Tabell med resultaten for datamaterialet fran det franska bolaget:

Limit | Excesspunki NegBin | Poisson| Avvikelse i %
130 175 13.613 | 13.645 0.2
145 305 10.569 | 10.586 0.2
150 450 8.378 | 8.389 0.1
200 600 8.866 | 8.875 0.1
200 800 7.220 | 7.226 <0.1
200 1000 6.127 | 6.131 <0.1

Tabell med resultaten for datamaterialet fran det Lansforsakringar:

Limit | Excesspunki Aggregat| NegBin | Poisson| Avvikelse i %
50 50 0 24.556 | 25.204 2.6
50 50 25 15.217 | 15.362 1.0
500 3000 0 0.034 | 0.034 0

Ovanstaende visar att skillnaden mellan de tva modellerna ar liten. For det fran-
ska bolaget maste skillnaden anses vara for liten for att motivera anvandandet av
NegBin som modell fér antalet skador per ar. For Lansforsakringar kan NegBin
modellen vara ett alternativ. Skillnaden matt i pengar &r i vissa fall inte férsumbar,
beloppen ovan ar ju angivna i miljoner Euro respektive kronor, men vi ska komma
ihdg att ovanstaende vantevarden endast ar ett riktméarke for vad en rattvis pre-
mie kan vara. Premien faststélls som tidigare namnts genom anbudsférfarande och
forhandling. Detta innebér dock inte att metoden for att berdkna vantevardet ar av
mindre varde eftersom det oavsett hur premien faststalls ar viktigt att k&nna till vad
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en rimlig premie for aterférsakringen ar. Vi har heller ingen anledning att forkasta
NegBinférdelningen som modell, fér andra datamaterial kan det visa sig att Neg-

Binfordelningen ger en klart battre anpassning till data &n vad Poissonférdelningen
gor.
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Bilaga A

Fordelning for skadekostnaden

A.1 Anpassning av fordelning for skadekostnaden

Anpassning av fordelningar gors har forst separat for respektive datamaterial. De
fordelningar som anpassas ar Pareto- och Lognormalférdelningen. De parameter-
skattningar som redovisas gors med maximumlikelihoodmetoden (ML-metoden).

| Paretoférdelningen finns tva parametrar, vardet pa dessa erhalls genom att l6sa
den sk ML-ekvationen vilket gérs numeriskt, som startvarde anvands har mo-
mentmetodens skattning som enkelt l6ses analytiskt. Aven i Lognormalférdelning-
en finns tva parametrar. F6r Lognormalférdelningen erhalls skattningen analytiskt
med ML-metoden.

Vi har fordelningsfunktion

a

F(x)=P(X<x) = li(ﬁ

)V

dara ochy ar parametrar for Paretoférdelningen och fordelningsfunktion

F(x) = P(€X < x) = P(X < log(x)) = P(X;“ < '09(2) —H q,('°9(>c<y)—l~l)

darpocho ar parametrar i Lognormalférdelningen.

A.1.1 Lansférsakringar

Foljande paramterskattningar har erhallits for Pareto- respektive Lognormalforde-
Iningen:

a y H o
ML | 8.2655+10" | 3.1811] 16.9276| 0.9016
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Figur A.1: Fordelning fér skadekostnaden, Lansforsakringar

| figur A.1 som visar de anpassade foérdelningsfunktionerna plottade mot skade-
kostnaden ar det, for varden pa skadekostnaden under ca 40 miljoner, svart att se
nagon storre skillnad i anpassningen mellan de tva férdelningarna. For skadekost-
nader mellan ca 40 och 120 miljoner ar anpassningen for Lognormalférdelningen
battre, men fér varden dver 120 miljoner verkar anpassningen for Paretoférdelnin-
gen vara battre.

Figur A.2 visar samma plottar som i A.1 men for skadekostnader i intervallet O
till 120 miljoner. | denna figur framgar det att Lognormalférdelningen pa det hela
taget ger en battre anpassning i intervall, undantaget ar ett litet intervall under ca
30 miljoner dar kurvorna for Pareto- och Lognormalférdelningen skér varandra. |
figur A.3 visas slutligen plotten i det aterstaende intervallet mellan 120 och 800
miljoner har framgar det tydligt vilket vi delvis redan konstaterat att Paretofordel-
ningen ger den basta anpassningen.

Som en kontroll av ovansaende resultat har avvikelsen mot den empiriska fordel-
ningsfunktionen for respektive fordelning beréknats i samma intervall som figur-
erna visar. Avvikelsen bekraftar det vi kunnat observera i figurerna namligen att
Lognormalfordelningen ger en klart battre anpassning i det nedre intervallet medan
Paretoférdelningen ger en klart battre anpassning i det 6vre intervallet. Da vi berak-
nar avvikelsen 6ver hela intervallet fas en nagot lagre avvikelse fér Lognormalfor-
delningen vilket &r svart att se genom att endast studera figurerna.
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Figur A.2: Férdelning for skadekostnadiin, 1.28], Lansforsakringar

102+ B
1 —— =
I——
..-/-—— -
i
L
0981 P .
I
./
.-’;
- l."r
osslf / i
|
] I
/
.'II
0941 B
082+ B
— Pareto
Empirisk
Lognormal
09 | | | 1 | T
100 200 300 400 500 600 700 800

Skadekostnad | miljoner kr

Figur A.3: Fordelning for skadekostnadgn2e® , 8e8], Lansforsékringar

35



A.1.2 Franska bolaget

Foljande parameterskattningar har erhallits for Pareto- respektive Lognormalfor-
delningen:

a y v o
ML | 16.3593| 1.1145| 2.7779| 1.4469

| figur A.4 som visar fordelningsfunktionen plottad mot skadekostnaden ser vi att
anpassningen av Pareto- och Lognormalférdelning ser likvardiga ut for skadekost-
nader upp till ca 100 miljoner Euro. For skadekostnader mellan 100 och 900 miljon-
er Euro kan vii samma figur se att Paretoférdelningen ger en battre anpassning an
vad Lognormalférdelningen ger.

| figur A.5 som visar de skattade fordelningsfunktionerna plottade mot den em-
piriska fordelningsfunktionen framgar det att Paretoférdelningen 6ver sa gott som
hela intervallet ger en nagot battre anpassning @n vad Lognormalférdelningen gor.
Den storsta skillnaden mot féregaende figur ar att den senare figuren visar att
Paretoférdelningen verkar ge en nagot battre anpassning aven for de mindre skade-
kostnaderna. Ovanstaende framgar kanske annu tydligare i figur A.6 som visar
samma plot som figur A.4 med den skillnad att det ar den logaritmerade skade-
kostnaden som plottas mot fordelningsfunktionen. En kontroll av de resultat vi
observerat i figurerna far vi genom att berdkna den totalavvikelsen som ger en be-
tydligt lagre avvikelse for Paretoférdelningen.
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