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Sammanfattning

Ett vanligt problem inom epidemiologi och klinisk forskning &r att
skatta effekten av en behandling eller exponering i nérvaro av en el-
ler flera storningsvariabler. Om stoérningsvariablerna dr av karaktdren
“post-treatment” kan inte problemet hanteras med gidngse metoder,
som t ex stratifiering. Den hér rapporten jamfor tre sitt att hantera
problemet. Alla tre baserar sig pa den modell som kallas “Rubins kau-
sala modell”. En grundlaggande komponent i modellen dr definitionen
av sé kallade “principiella strata” som utgors av individer som beter
sig lika oavsett om de behandlas eller ¢j. Denna komponent visar sig
vara av stort intresse for den aktuella problemstéllningen. Det forsta
tillvigagéngssattet har foreslagits av Rubin och Frangakis och gar ut
pa att identifiera principiell stratatillhérighet med hjélp av kovariater
av typen pre-treatment. Det andra har foreslagits av Palmgren och gar
ut pa att relatera den direkta effekten av behandlingen till den direk-
ta effekten av storningsvariabeln. Ingendera &r identifierbar, men med
en god uppfattning om storleken pa den senare erhélls en skattning
av den tidigare, som &r av primért intresse. Ett MATLAB-program
bifogas som skattar parametrarna i Palmgrens modell. Det tredje till-
vigagangssittet har foreslagits av Joffe och Colditz och gar ut pa att
relatera den direkta effekten av behandlingen, som ej ar identifierbar,
till den totala behandlingseffekten som kan identifieras. Det visas att
Joffes tillvigagangssatt dr baserat pd antaganden som inte &r korrek-
ta. I ett appendix jamférs Rubins kausala modell med den modell som
baseras pé s& kallade strukturekvationer.

“Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: arvid _sjolander@hotmail.com Handledare: Juni Palmgren.



Abstract

A common problem in epidemiology and clinical research is to estima-
te the effect of a treatment or exposure when it is confounded by one
or several variables. If the confounders are post treatment the problem
can not be handled with ordinary methods, like for example stratifica-
tion. This report compares three approaches to estimation of treatment
effects confounded by post treatment variables. All three approaches
are based on the framework usually named Rubin’s causal model. One
key quantity in this framework is the principal strata which can loosely
be defined as a group of individuals whose behaviour is invariant under
treatment compared to if they are not treated. It is shown that this
quantity is of great interest for the actual problem. The first appro-
ach is proposed by Rubin and Frangakis and is about identification of
principal strata by pre-treatment covariates. The second is proposed
by Palmgren and is about relating the direct treatment effect to the
direct effect of the confounder. Neither is identifiable but with an idea
of the size of the latter, one can get an idea of the size of the former
which is of primary interest. A MATLAB program is enclosed which
estimates the parameters in Palmgren’s model. The third approach is
proposed by Joffe and Colditz and is about relating the direct effect
of the treatment, which is not identifiable, to the total effect of the
treatment which can be identified. It is shown that Joffe’s approach
is based on assumptions which are not valid. In one of the appendi-
ces Rubin’s causal model is compared to the framework of Structural
Equations.
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1. Inledning

Ett vanligt problem inom epidemiologi och klinisk forskning &r att skatta effekten av en
behandling eller exponering i narvaro av en eller flera storningsvariabler (eng: confounder).
En storningsvariabel & en variabel som & associerad med behandlingen och som skulle
kunna hainverkan pa den effekt som &r av priméart intresse. Da vardet pa storningsvariabeln ar
kant vid behandlingstillfalet (sa kallad " pre-treatment”) finns det flera accepterade sétt att
korrigera for dess inverkan. Alder och kon upptréder ofta som storningsvariabler och som
exempel pd metodik kan ndmnas stratifiering. D& storningsvariabeln daremot antar sitt varde
forst efter genomford behandling (” post-treatment™) & |6sningen pa problemet inte lika enkel.
Flerafordag till |6sning pa detta problem har framforts. Denna rapport jamfor tre av forslagen
framférda av Frangakis och Rubin (2002), Joffe och Colditz (1998) och Paimgren (2003).
Jamforel sen syftar till att pavisa vilka likheter och olikheter i antaganden, modellval, etc som
foredas. Palmgrens modell diskuteras mer i detalj vad géler skattning av modellens
parametrar. Nedan skissas en situation som genomgdende kommer att tjgna som
konkretiserande exempel i rapporten.

En kohort bestdende av ett antal sumpvis utvalda kvinnor deltar i ett experiment i syfte att
undersoka sambandet mellan éstrogenbehandling och brostcancer. Experimentet gar till s att
varje kvinna far ostrogenbehandling med en viss sannolikhet, och kvinnorna behandlas
oberoende av varandra. Ett sétt att undersoka orsakssambandet mellan behandling och cancer
vore att med jamna mellanrum l&a alla kvinnor genomgd mammografi och jamfora
proportionerna cancerdrabbade bland de behandlade och de obehandlade. Nu gors inte detta,
utan varje kvinna far §av véja nar och hur ofta hon genomgdr mammografi. Med detta
forfarande kommer inte ala fal av brostcancer att upptéckas inom tidsramen for
undersokningen, eftersom en del kvinnor gar sdllan, om ens alls, till sin l&kare. Det behover
inte vara ett problem om man kan anta att kvinnor under 6strogenbehandling mammograferar
med samma frekvens som kvinnor utan dstrogenbehandling. D& & " maérkertalet” i genomsnitt
lika stort i de tva behandlingsgrupperna. Det gar dock inte att utesluta att kvinnorna i de tva
subkohorterna genomgdr mammografi i olika hog grad. Manga kvinnor genomgar
mammografi lite oftare "for sakerhets skull” da de blivit behandlade, vilket leder till en lagre
andel av oupptéckta cancerfall i subkohorten av behandlade kvinnor an i subkohorten av g
behandlade. Detta far till foljd att dstrogenbehandlingen "ser ut” att orsaka cancer — &ven om
den skulle vara ofarlig. Det st pa vilket kvinnorna i de tva subkohorternerna genomgar
mammografi — nér, hur ofta, etc — &r alltsd en storningsvariabel som antar sitt varde forst efter
genomford behandling, och som bor korrigeras for.

Foljande definitioner och beteckningar introduceras. Beteckna hela gruppen av
forsokspersoner med O. Lét Z; vara 6strogenbehandlingen for individ i (Ostrogen €eller inte
Ostrogen) och S véardet pa storningsvariabeln for individ i. Z; antas genomgéende vara
kontrollerbar® och dikotom, dvs varje individ i undersbkningen har ”pétvingats’ ett varde O
(ingen behandling) eller 1 (behandling). S kan vara antingen patvingad eller savvald. |
exemplet ovan far varje kvinna sav véja nar och hur ofta hon ska genomga mammografi, S
a i exemplet sdledes gavvald. Aven S kommer att antas vara dikotom, dvs O (g
mammografi) eller 1 (mammografi). L&t Y; vara utfallet for individ i. Y; antas genomgaende
dikotom, dvs O (g diagnosticerad cancer) eller 1 (diagnosticerad cancer). Lat Z, S, Y vara

1 Fér en diskussion om skattning av orsakssamband d& behandlingsniva & sjalvvald, dvsi en s
kallad " observational study”, hanvisas till Rosenbaum (1984) och avsnittet " Simpson’ s Paradox: An Anatomy” i
kapitel 6 av Pearl (2000).



Ostrogenbehandling, storningsvariabel och utfall for en individ slumpmassigt dragen ur en
storre grupp. Om inte annat uttryckligen anges antas individen vara sumpmassigt dragen fran
O, dvs fran hela gruppen av forsokspersoner. Ovanstdende beteckningar anvands
genomgaende, aven i defall dar artikelforfattarna ursprungligen anvant andra beteckningar.

For att skilja de situationer da S antas patvingad fran de da S antas sévvald anvands
funktionerna see( . ) och do( . ). see(S) betecknar att S & ga&lvvald medan do(S) betecknar att
S & patvingad.

For att kunna diskutera kausala begrepp kréavs en modell for kausalitet. Tva modellramar som
ar vanligai litteraturen & den sa kallade Rubins kausala modell och den modell som bygger
pastrukturekvationer. Har anvands genomgaende Rubins kausala modell. En genomgang av
denna ges avsnitt 2. | avsnitt 2 redogdrs ocksa for Frangakis och Rubins metod att 16sa
problemet med post-treatment confounding. | avsnitt 3-6 diskuteras viktiga aspekter av
Rubins kausala modell mer ingéende. Avsnitt 7-11 redogor for Palmgrens metod och avsnitt
12 for Joffes och Colditz metod. Appendix 1 &r relaterat till parameterskattningar i Palmgrens
modell. | appendix 2 ges en kortare dversikt dver strukturekvationer. Appendix 3 diskuterar
en utvidgning av det effektbegrepp som definierasi avsnitt 2. | appendix 4 ges ett MATLAB-
program som skattar parametrarnai Palmgrens modell.

2. Frangakis och Rubin

Frangakis och Rubin ([2002], nedan kallade FR) definierar begreppen ” potentiellt

utfall”, "kausal effekt” och " nettoeffekt”. For att kommatill rétta med storningsvariabler av
typen post-treatment foreslar FR " principiell stratifiering”. Flera av begreppen som behandlas
i avsnitten nedan &r teoretiska konstruktioner som i praktiken inte gar att observera. Det
diskuterasi avsnitt 4.

2.1 Kausal effekt och nettoeffekt

FR anvander sig av begreppet "potentiellt utfall” (eng: potential outcome) som & den
grundldggande enheten i Rubins kausala modell. | ett experiment dar varje individ genomgar
en av fleramojliga behandlingar, och dér varje individ reagerar med ett av fleramajliga utfall,
representerar individens potentiella utfall av en viss behandling det utfall individen skulle
uppvisa om hon gick igenom just denna behandling. Lat Y, vara det potentiella utfallet Y;
under behandling Z; = z. Eftersom Y; , antas vara deterministisk (om &n okand) karakteriseras
varjeindivid av endera av foljande fyra utfallskombinationer:

Z Yiz
0O|0|011
101|001

Lét Q beteckna en godtycklig och pétvingad behandling, och Y4 individ i:s potentiella utfall
under Q = . FR definierar "kausa effekt” av en behandling Q som ett (godtyckligt) matt pa
skillnaden mellan de ordnade méngderna av potentiella utfall inom populationen O, dvs ett
méatt pa skillnaden mellan



{Yi’Q:l: il O} OCh{YLQ:o: i1 O} (D)
Den kausala effekten av dstrogenbehandlingen ar alltsa ett matt pa skillnaden mellan:
{Yi,Z:l: i1 O} OCh{Yi,z:(): il O} 2

och definieras som den totala effekten av Z. | det inledande exemplet konstaterades att det
kan finnas stérningsvariabler av karaktdren " post-treatment” som gor att den totala effekten
av Z inte &r ett intressant matt.

L&t Yido Varadet potentiella utfallet Y; under Z; =z och pétvingat S = s. Ett Sétt att justera
for en " post-treatment” storningsvariabel &r att helt enkelt "tvinga p&” ett och samma véarde
for Spaalaindivider i undersokningen, dvs att méta skillnaden mellan

{Yi,Zzo,do(s) dil O} och {Yiyz:l,do(s) Tl O} (3)

Skillnaden mellan (2)och (3) &r att den senare &ven later stérningsvariabeln vara en del av
sava behandlingen. Jamforelsen (3) & mao den kausala effekten av Z vid niva S = s. Denna
effekt definieras som den direkta effekten av Z (vid nivan S=s).

Tyvérr har man ofta inte kontroll 6ver stérningsvariabeln, dvs varje individ “véljer gav” sitt
vérde som altsd enbart kan observeras. Lét Vi, se(s Vara det potentiella utfalet Y; under Z;
och gdlvvalt §. Ett naivt sétt att justera for stérningsvariabeln vore att stratifiera map det
observerade véardet pa denna, dvs att mata skillnaden mellan

{Yizossg 111 WE} 0Ch {Yizmpsmy 111 W) (4

dar W= &r den subgrupp av O for vilken S observerats ha vérdet s under Z = z i det

gavvalda fallet. Att individen véjs frn W™ innebar att index see(s) & redundant

information, men for tydlighets skull skrivs detta index ut. Jamférelsen (4) kallar FR
for "nettoeffekt” (eng: " Net treatment effect”). FR forkastar nettoeffekten eftersom det inte &
en kausal jamforel se, resonemanget utvecklas i nasta avsnitt.

2.2 Principiell stratifiering och principiell effekt

Problemet med nettoeffekten &r att den uppstétt vid en jamforelse av skillnaden mellan tva
olika grupper, mangden W beror av Z. Kvinnor som véljer att g& igenom mammografi
efter genomford ostrogenbehandling & en annan delgrupp av populationen an de som gar
igenom mammografi sig utan att de blivit behandlade. Nettoeffekten & mao g en kausa
effekt. Det & instruktivt att betrakta &ven det alvvalda vardet pa S som ett potentiellt utfall
av Z;, betecknat S ,. Varje individ tillhér da en av fyra mgjliga kategorier, vidare kallade
principiella strata:

Zi Si,z
K=1 K=2 K=3 K=4

0| O 0 1 1

=

0 1 0 1




W) &r altsd en union av principiella strata enligt:

{Z, see(S)} W=

{00} |K=1[J K=2

{01} |K=3|J) K=4

{10 |K=1[J K=3

{1,1} K=2|] K=4

Nettoeffekten for S=0 blir nagot métt pa skillnaden mellan utfallen pa Y; for {individer av
principiellt strata K=1 och K=2 i O} och {individer av principiellt strata K=1 och K=3i O}.
Om principiell stratatillhdrighet & en faktor som har betydelse for utfallet av experimentet
blir alltsa nettoeffekten missvisande som métt pa effekten av Z. FR:s forsag till 16sning pa
problemet & helt enkelt att stratifiera map principiellt strata. En jamforelse mellan personer ur
samma kategori (eller mellan individer ur samma union av kategorier) &r ju definitionsmassigt
en kausal effekt. Denna stratifiering kallar Rubin for "principiell stratifiering”. Analogt &r
en "principiell effekt” ett matt pa skillnaden mellan

{Yi,O: il O3} OCh{Yi’1: i1 O3 5)

dar O, & dlaindivider i O som tillhér en union ? av principiella strata. Problemet &r att
bestémma vilket principiellt strata en individ tillhor. Givet Z; och see(S) &r ju dltid tva
principiella strata majliga.

FR tanker sig att principiell stratatillhdrighet skattas med utnyttjande av kovariater av typen
pre-treatment. Detta resonemang utvecklas och exemplifieras av Barnard och Rubin et.al.
(2003). Vilka kovariater man har att tillga varierar fran fall till fall, och metoden bor anpassas
till det aktuella fallet. Angrist och Rubin et.al. (1996) har utvecklat en metod att bestdmma
kausala effekter av storningsvariabeln S da behandlingen Z inte har ndgon kausal effekt pa
utfallet vid en fix niva S=s. Pearl ([2000], [2001], [2003]) har gjort en utttmmande och
generell analys av vilka frégestallningar som gér att besvara i en kausal modell. Palmgren
(2003) visar att det, under vissa antaganden varken & nddvandigt att bestdmma principiell
stratatillhorighet for individen eller att hatillgang till ytterligare kovariater for att kunna skatta
den kausala effekten av Z vid nivan do(s).

3. Fran ordnade mangder till férdelningar

(1)-(5) & jamforelser mellan ordnade mangder av potentiella utfall. Det visar sig vara mer
praktiskt att jamfora fordelningen for dessa utfall snarare an de faktiska utfallen. Lét fviz(y | 2)
beteckna fordelningen for Y givet Z. Y & hér det potentiella utfallet for en slumpvis utvald
individ och behandlas som en stokastisk variabel. Lat g( . ) vara en godtycklig funktion. D&
kan den totala effekten av Z omdefinieras som ett métt pa skillnaden mellan:

9(fviz(y [ 0)) och g(fviz(y | 1)) (6)



Vi begransar oss i den har rapporten till vantevardet, dvs g(f(x)) = Oy (x)dx. FOr ett

X
dikotomt utfallet galler att E(Y |.) = p(Y=1].). Den totala effekten av Z blir ett matt pa
skillnaden mellan

p(Y=1|Z=0) ochp(Y=1|Z=1) (7
Den direkta effekten av Z vid nivan S=s, &r ett matt pa skillnaden mellan

p(Y=1]|Z=0, do(s)) och p(Y=1|Z=1, do(s)), (8)
nettoeffekten &r ett méatt pa skillnaden mellan

P(Y=1|Z=0, see(s), W;™) och p(Y=1| Z=1, see(s), W), )
och den principiella effekten ar ett métt pa skillnaden mellan

p(Y=1|Z=0, 0-) och p(Y=1|Z=1, O.). (10)

4. Skattningar av potentiella utfall

Fram till nu har vi resonerat som om de potentiella utfallen for varje individ vore métbara,
vilket & en forutséttning for att jamforelserna (1)-(5) ska vara genomforbara i praktiken. For
att bestdmma en individs potentiella utfall skulle krévas att individen genomgick varje typ av
behandling, vartefter de olika utfallen noteras. En sadan studie skulle dock sdlan vara
realistisk. | det dikotoma fallet (Z=0,1) delas vanligen den totala forsbksgruppen genom
randomisering in i tva delgrupper, varav den ena genomgar behandling och den andra inte.
Under detta forfarande kan storheterna i (7)-(10) skattas vantevéardesriktigt (se Rubin [1974],
[1978]).

Beteckna med Ng det totala antalet individer i den obehandlade gruppen (Z=0), samt med ng
antalet individer i den obehandlade gruppen for vilka Y observerats ha vérdet 1. Beteckna
vidare med N; det totala antalet individer i den behandlade gruppen (Z=1), samt med n;
antalet individer i den behandlade gruppen for vilka'Y observerats havardet 1. Forutsatt att de
tva delgrupperna bildats genom randomisering kan nu p(Y=1 | Z=0) véantevardesriktigt

skattas med N& och p(Y=1|Z=1) med Ni En vantevardesriktig skattning av p(Y=1 | Z=0,

0 1

see(s)
see(s), W) ges av :Iosee(s) dar ng™® respektive N & de delgrupper av ng respektive
0

No for vilka S observerats ha vardet s. En vantevardesriktig skattning av p(Y=1 | Z=1,

see(s)
see(s), W*=) ges av ’:lllsee(s) dar n™® respektive N> & de delgrupper av n; respektive
1

N for vilka S observerats ha vérdet s. For att kunna skatta p(Y=1 | z, do(s)) analogt under
randomiseringsforfarandet krévs att &ven S kan kontrolleras. For att kunna skatta p(Y=1 | z,

O,) analogt under randomiseringsforfarandet kravs att principiell stratatillhorighet for varje
individ &r kand.




Vi sammanfattar genom att konstatera att FR:s definition av begreppen kausal effekt,
nettoeffekt samt principiell effekt inbegriper ett matt pa skillnaden mellan ordnade mangder
av potentiella utfall. For att kunna méta olika potentiella utfall for en individ maste individen
genomga olika typer av behandlingar. Ovan omdefinieras begreppen i (7)-(10) sa att
jamforelsen nu inbegriper vantevarden for potentiella utfall. Dessa vantevérden kan skattas
vantevardesriktigt genom att den totala gruppen individer genom randomisering delasin i tva
delgrupper, déar ingen individ i den ena subgruppen behandlas och allai den andra behandlas.

5. SUTVA

Ett modellantagande som hittills underforstatts ar det som Rubin bendmner SUTVA (" stable-
unit-treatmnet-value-assumption”, Rubin [1986]). SUTVA bestar av tva delar:

a) Responsen Y4 (se (1)) & oberoende av hur behandlingen Q = q ansatts (t ex
patvingad eller savvald.
b) Yiqar oberoende av behandling och respons for individj ?i.

En konsekvens av a) ar:
Yiz=Yizdos)OMs =S, (11)

Inneborden av (11) &r att det potentiella utfalet Y for en individ under Z = z inte foréndras
om individen patvingas ett varde pa S som & detsamma som individen skulle ha valt galv
under Z = z. En konsekvens av (11) som kommer att anvandas framdver &r:

p(Y=1|zsee(s), W;™) = p(Y=1| zdo(s), W;™?) (12)

dar W & ndgon delmangd av W™® . Det & viktigt att vara forsiktig vid anvandandet av
(11). Ett felaktigt anvandande &r t ex att sétta likhet mellan p(Y=1 | z, do(s)) och p(Y=1 | z,
see(s)). Den forsta sannolikheten géller for hela gruppen O eftersom inte annat angetts. Den
andra sannolikheten forutsétter en gdvvald situation vilket innebér att betingningen

inskranker sannolikheten till att gélla enbart for subgruppen W® . Att likhet mellan
sannolikheterna inte (nddvandigtvis) géller inses |&ttare genom att skriva dem som p(Y=1 | z,
do(s), O) respektive p(Y=1| z, seg(s), W),

6. Kan nettoeffekten vara en kausal effekt?

Betrakta definitionerna (3) och (4). Bade den direkta effekten av Z vid S=s och nettoeffekten
& definierade som ett godtyckligt matt p& skillnaden mellan ordnade mangder av potentiella
utfall. Det kan finnas situationer da likhet mellan dessa effekter galler vid en typ av métt men
inte for en annan. For att likhet ska géalla vid alla métt kravs foljande: Om alaindivider i O
tillhor antingen det forsta (de for vilka Si det gélvvaldafallet alltid & 0) eller det sista (de for
vilka Si det gavvalda fallet altid & 1) principiella stratat (delpopulationerna fér K=2 och

K=3 & siledes tomma) galler att W™, oavsett Z, & samma méangd som O. Under denna

10



forutsattning, och under antagandet (11), kommer likhet altid att rada mellan nettoeffekten
och den direkta effekten av Z vid nivan S=s.

Betrakta nu definitionerna (8) och (9). Utifran dessa definitioner finns ytterligare ett sétt att
garantera likhet, namligen genom att p(Y=1| z, do(s), W**®) & oberoende av W= . Bevis:

Enligt (8) och (9) gdler likhet mellan nettoeffekten och den direkta effekten av Z vid nivan
S=som p(Y=1]z, see(s), W) =p(Y=1]z, do(s)).

p(Y=1]z, see(s), W) ={enl (12)} = p(Y=1]z, do(s), W) ={om oberoende av W}
=p(Y=1]z, do(s))

VSV.

Med ord: Vilket principiellt strata en individ tillhor definierar huruvida individen véjer att
genomga mammografi eller g, beroende av om individen blivit behandlad eller €. Om detta
& det enda sitt som principiell stratatillhorighet paverkar sannolikheten att diagnosticera
cancer genom, &r det helt i sin ordning att justera for mammografi genom att stratifiera map
om individen genomgétt mammografi eller g.

7. Palmgren

7.1 Modellval

Palmgren (2003) tanker sig en principiell stratifiering av den totala gruppen av individer.
Sdledes tillhdr varje individ ett av fyra mojliga strata enligt avsnitt 2.2 ovan. L&t varje individ,
oberoende av varandra, genomga behandling Z med en pa férhand bestamd sannolikhet.
Situationen kan illustreras pa foljande sétt dar K=1,2,3,4 enligt avsnitt 2.2 betecknar vilket
principiellt strata en individ tillhor.

Z=0
K=1|K=2|K=3|K=4
Y =0|poor |Poo2 |Poos | Poos
Y=1|pPox |Poz |Poz | Pois
S d 1 d 2 d 3 d 4
Z=1
K=1|K=2|K=3|K=4
Y=0|pwo1 |Po2 [Pz |Pioa
Y=1|pu1 |Pu2 |Pu3z | P
S d 1 d 2 d 3 d 4
Tabell 1
dar

Pzyk = P(Y. k| 2) (13)

Modellens parametrar maste uppfylla foljande bivillkor:
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0= pzyk =1 (14)

Pook + Poik = Paok + Prak = Gk (15)
ad =1 (16)
k=1,2,3,4

dar (15) foljer av att randomisering ger samma fordelning 6ver principiella strata i de bada
behandlingsgrupperna. Eftersom varje individ antingen behandlas €eller g, & det inte mgjligt
at, givet {Z;, S, Yi}, entydigt bestamma vilken cell i Tabell 1 individ i tillhor. Observerade
data kan illustrerasi f6ljande tabell:

Z=0
{K=13 | {K=2 {K=3 |J {K=4
Y =0 Noo1 + Noo2 Noo3 + Noo4
Y=1 No11 + No12 No13 + No14
Z=1
{K=1 (J {K=3 {K=2 |J {K=4
Y=0 N101 + Nio3 Niop + Moes
Y=1 Ni11 + N3 Ny2 + N1y
Tabell 2

dér ny & antalet observerade individer med kombinationen {Z=z, Y=y, K=k}. T ex & en
individ som ¢ behandlats och g diagnosticerats med cancer, och som tillhdr det férsta
principiella stratat, inte méjlig att skilja fran dito ur det andra principiella stratat. Forutsatt
oberoende observationer, samt betingat av antalet individer som inte behandlats, no. . , och
antalet som behandlats, n;. . , & data multinomialférdelade enligt

((Noo1+Noo2), (Noos+Nooa), (No11+N012), (No13+No14)) ~ Multinomial (No. ., (Poo1+Poo2),
(PoostPooa), (Po11tPo12), (Po1z+Poia))

(17)
((n101+Mo2), (MoztMos), (M11tMi12), (N13tNita)) ~
Multinomial (ny. ., (P101+P102), (Pr03+P104), (Pr11+P112), (Pr13+P114))
Utan andra restriktioner an (14)-(16) ar inte p,y« identifierbar, dvs entydiga (ML-)skattningen
saknas (se appendix 1).

7.2 Omparametrisering och antaganden

Palmgren gor en omparametrisering. Forst tre definitioner:

, P(Y =1]|Z =1,do(S = 0),k)
sk oY =1|Z = 0,do(S = 0),k)

(18)
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dvs B & den direkta effekten (som relativ risk) av Z vid nivan S=si det principiella stratat k.

o P(Y =1]|zdo(S=1),k)

R p(Y =1| z,do(S = 0),k)

(19)

dvs R, &r den direkta effekten (som relativ risk) av Svid nivan Z = z i det principiella stratat
K.

ax=p(Y =1|Z=0,do(S=0), k) (20)

dvs ax & sannolikheten att en slumpvis utvald individ ur det k:te principiella stratat som g
ostrogenbehandlats och € genomgatt mammografi diagnosticeras med cancer. ay 5 saledes en
slags baseline. Nu kan p, sk skrivas om med hjdp av parametrarna dy, sk, R.x och ax (den
andra likheten i varje ekvation foljer av regeln for betingad sannolikhet, den tredje av att
see(S) definitionsmassigt & kand givet Z och K, och den fjarde av (12)):

P © P(Y =LK =1[{Z=0)=p(Y =1|Z=0K =Dp(K =1]|Z=0) =
=p(Y=1|Z=0,5e(S=0),K =) p(K =1 = (21)
=p(Y=1|Z=0,do(S=0),K =) p(K =1) =ad,

Py ® PY =LK =1|Z =1) = p(Y =1|Z =1K =D)p(K =1|Z =1) =
=p(Y=1]Z=1se(S=0),K=)p(K =1 =
=p(Y=1|Z =1do(S=0),K =) p(K =1) =
p(Y =1|Z =1,do(S=0),K =1)
p(Y =1|Z =0,do(S = 0),K =1)

p(Y =1|Z=0,do(S=0),K =) p(K =1) = b(),lald1
(22)

P2 © P(Y =LK =2|Z2=0)=p(Y =1[{Z=0K=2)p(K =2[Z2=0) =
=p(Y=1|Z2=0,%e(S=0),K =2)p(K =2) = (23)
=p(Y=1]Z2=0,do(S=0),K =2)p(K =2) =a . d,

Py © PIY =LK =2|Z=1)=p(Y =1|Z =LK =2)p(K =2|Z =1) =
=p(Y=1|Z=1see(S=1),K=2)p(K=2) =
= p(Y=1|Z=1do(S=1),K =2)p(K =2) = (24)
p(Y =1Z =1,do(S=1),K =2) p(Y =1Z =1,do(S = 0),K = 2)
p(Y =1,Z =1,do(S=0),K =2) p(Y =LZ =0,do(S=0),K = 2)
p(Y =1Z =0,do(S=0),K =2)p(K =2) =R ,b, 2 .d,

Pz © P(Y =LK =3|Z2=0)=p(Y =1|Z=0K =3)p(K =3|Z=0) =
= p(Y=1|Z=0,5e6(S=1),K =3)p(K =3) =
= p(Y =1|Z=0,do(S=1),K =3)p(K =3) =

p(Y =1|Z =0,do(S=1),K = 3)

p(Y =1|Z =0,do(S = 0),K =3)

p(Y =1|Z =0,do(S=0),K =3)p(K =3) =R, .

(25)
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Py ® P(Y =LK =3[Z=0)=p(Y=1|Z=1LK=3)p(K =3[Z=]) =
=p(Y=1|Z=15%e(S=0),K =3)p(K =3) =
=p(Y=1|Z =1do(S=0),K =3)p(K =3) =
p(Y =1|Z =1,do(S = 0),K =3)
p(Y =1|Z =0,do(S=0),K =3)

p(Y =1/Z=0,do(S=0),K =3)p(K =3) = by,
(26)

Poa © PY =LK =4|Z=0)=p(Y =1|Z=0K=4)p(K=4|Z2=0) =
=p(Y=1|Z=0,5ee(S=1),K =4)p(K =4) =
= p(Y =1|Z =0,do(S=1),K =4)p(K = 4) =
p(Y =1|Z =0,do(S=1),K = 4)
p(Y =1|Z =0,do(S = 0),K = 4)

p(Y =1|Z =0,do(S=0),K =4)p(K =4) =R, a,d,
(27)

P © P(Y =LK =4[Z=1)=p(Y =1|Z =LK =4)p(K =4[Z=1) =
=p(Y =1]Z =1see(S=1),K =4)p(K = 4) =
=p(Y=1|Z=1do(S=1),K=4)p(K =4) = (28)
p(Y =1,Z=1do(S=1,K =4) p(Y =1,Z=1do(S=0),K =4)
p(Y =1,Z =1,do(S=0),K =4) p(Y =1,Z =0,do(S=0),K :4).
p(Y =1|Z =0,do(S=0),K =4)p(K =4) =R ,b,,a,d,

| tabellform motsvarar (21)-(28) foljande:

Z=0
K=1 K=2 K=3 K=4
Y =0 (I-a1)ds | (1-a2)dy | (1-Rozas)ds | (1-Ro4a4)dy
Y=1|ad axdy Ro,38308 Ro,48404
S di d, ds ds
Z=1
K=1 K=2 K=3 K=4
Y =0 (1- Rogar)ds | (1- Ryolopa2)d | (1-Roza3)ds | (1-Ry4l3484)ds
Y =1 afdp10: Ry 2f%0 0800, 3038308 R4 048404
S d; d, ds da
Tabell 3

Fordelen med de nya parametrarna ar att nu kan rimliga restriktioner anséttas som gor att den
direkta effekten av Z kan uttryckas som en (numerisk) funktion av den direkta effekten av S
vid Z=0 samt dito vid Z=1. Paimgren gor foljande antaganden:
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a) d:=0

3y —n o P(Y=1]Z=1do(s))
b) 3k & oberoende av k, dvs 3k = I3 o(Y =1| Z = 0,d0(9))

o P(Y=1|zdo(S=1))
p(Y =1| z,do(S =0))

C) Rk & oberoende av k, dvs R, k= R,

Det forsta antagandet innebar i ord att inga individer tillhor det principiella strata som
karakteriseras av individer som gar pa mammografi da de inte behandlas, men avstar fran
mammografi da de behandlats. Detta & en rimlig restriktion eftersom erfarenheten visar att
fler kvinnor oftare genomgdr mammografi da de dstrogenbehandlats, ndgot som t ex kan bero
pa just oron att drabbas av cancer pga ostrogenbehandlingen. Med antagandena a)-c) kan
situationen beskrivasi foljande tabell:

Z=0
K=1 K=2 =3 K=4
Y=0|(1-ay)d; | (I-a)d> | 0 | (1-Roas)ds
Y=1 ald]_ azdz 0 Roa4d4
S di d> 0 ds
Z=1
K=1 K=2 K=3 K=4
Y =0|(1-Ra)di | (1I- Ridpa)d | 0 | (1-Ruf3pas)ds
Y=1| alth Ral%a00; 0 R3804
S d; d, 0 ds
Tabell 4

Under antagandena a)-c) kan (% uttryckas som en (numerisk) funktion av Ry och R; vilket
visasi Appendix 1.

En anmarkning: Den parametriserade modellen ovan innehdller bade den direkta effekten av
S vid nivan Z=0 och Z=1, men bara den direkta effekten av Z vid nivan S=0. Den direkta
effekten av Z vid nivan S=1 ges dock av

b = PY=1]Z=1do(S=1) _ R
' p(Y=1]Z=0,do(S=1)) R, °

(29)

och ingér alltsdimplicit i modellen.

8. Jamfdrelse mellan Palmgren och Frangakis-Rubin

FR:s metod &r att mata den kausala effekten av Z i ett principiellt strata, den sa kallade
principiella effekten. Palmgrens metod &r att under antagandena a)-d) ovan skatta den direkta
effekten av Z. Av (12) fdljer att den direkta effekten av Z vid nivan S=0 &r ekvivalent med
den principiella effekten i det forsta principiella stratat, samt att den direkta effekten av Z vid
nivan S=1 &r ekvivalent med den principiella effekten i det fjarde principiella stratat.
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Det & belysande att granska vilka ytterligare omstandigheter som krévs for att likhet ska gélla
mellan den totala effekten av Z och den direkta effekten av Z vid nivan S=0. Skriv den totala
effekten av Z som relativ risk:

Fo p(Y =1|Z =1)

(30)
p(Y =1]Z=0)

Enligt Tabell 4 gdller:

F=b, da, +da,R +da,R (31)

d1a1+d2a2+d4a4R0

Likhet mellan F och [y (och ;) fas da

.‘|. R1 = RD =1

{dller (32)

{R =R ochd, =0

9. Empirisk analys

| Appendix 4 bifogas ett MATLAB-program for (ML-)estimering av parametrarna i
Palmgrens modell. Programmet ger skattningen av modellens parametrar i tabellform som
funktion av Ry och R;. Skattningen av 3 ges aven i diagramform samt med ett 95%-igt
konfidensintervall. Anvandaren anger de observerade cellfrekvenserna (se Tabell 2), samt
maximumvérde, minimumvérde och steglangd for Ry och R;. Konfidensintervallen for (3
bygger pa den asymptotiska fordelningen for ML-skattningen av parametrarna som ges av

U
(Svensson 1996) g 3#4® N(q,! *(q)) , och har berdknats som

b + 1.96,[I '1(5)]6,6 (33

v

dar ?=[d;,ds,a1,a2,a4,(%), db=1-d;-ds och ML-skattningen q &r I6sningen till ML-ekvationerna

dlogL(”OOl""’nllliq) =O ) I(q)
dq

& den forvantade Fisher-informationen, dvs

1@);; = Eq{ﬂiInL- ﬂiln L} . Det & dock inte sdkert att skattningarna som programmet
' Qi q;

J
ger uppfyller ML-ekvationerna. Cellsannolikheterna i en kontingenstabell dar varje cell

]
rymmer minst en observation maste liggai intervallet (0 1). Darfér maste &ven en skattning q
vara sadan att foljande kvantiteter ligger i intervallet (0 1):

d, = p(k)

a, = p(Y =1]Z =0,do(S = 0),k)
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a.b, =p(Y =1|Z =1,do(S = 0),k) (34
a,R, =p(Y =1|Z =0,do(S =1),k)

aboR = p(Y =1|Z =1,do(S=1),k)

Vidare gédller att skattningen av R, som & en kvot av sannolikheter, maste ligga i intervallet
(O ¥).: For varje kombination av Ry och R; ger programmet information om huruvida det
storsta vardet pa likelihooden i det tilldtna parameterrummet ligger pa gransen av detta. Om sa
a falet & det inte sékert att parametervérdena som svarar mot funktionsvérdet uppfyller
likelihoodekvationerna. Sdledes &r det inte heller sékert att den asymptotiska fordel ningen for
skattningarna & den som Svensson (1996) anger. Dafor maste skattning och
konfidensintervall tas med stor forsiktighet da en eller flera av parametrarna ligger grénsen av
det tillatna parameterrummet.

Exempel: Antag att PAlmgrens modell & en adekvat beskrivning av dstrogen-mammaografi-
brostcancer-exemplet fran inledningen, samt att antagandena a) - ¢) pasid 29 &r riktiga. Antag
vidare att de sanna (och okanda) parametervardena ges av:

d]_ =05
d2 =0.3
ds=0.2
a; =0.02
a;=0.03
as=0.07
=11
Ro =2
Ri=15

Héar bestar alltsa populationen av tre principiella strata. Det forsta, som karakteriseras av att
individerna adrig mammograferar, utgor hdlften av populationen. Det andra, som
karakteriseras av att individerna endast mammograferar under behandling, utgor 30% av
popul ationen. Det tredje, som karakteriseras av att individerna alltid mammograferar, utgér en
femtedel av populationen. Det tredje stratat har en betydligt hogre baseline-risk att
diagnosticera brostcancer (7% jamfort med 2% i det forsta stratat och 3% i det andra stratat).
En forklaring till detta skulle t ex kunna vara att individer som regelbundet gar pa
mammografi ofta gor det av (en befogad) oro for att ha anlag for brostcancer eftersom
slktingar drabbats i hog utstréckning. Vidare finns i detta exempel en (positiv) direkt effekt
av Ostrogen pa diagnosen av brostcancer for individer som inte genomgar mammografi
eftersom [}y & stbrre an 1. Slutligen okar sannolikheten med 100% att diagnosticera
brostcancer for icke behandlade individer som mammograferar jamfort med om de inte
mammograferar. For behandlade individer & o6kningen 50%. Skillnaden mellan Ry och Ry
kan tankas bero pa att Gstrogenbehandlingen forandrar karaktéaren pd eventuella tumoérer och
gor de svarare att upptacka.

Antag att den totala populationen bestar av 1000 individer. For en s stor population kommer

de observerade cellfrekvenserna att ligga nara de forvantade. D& sannolikheten ar 50% att
behandlas (p(Z=0)=0.5) utgdrs dessaav (jamfor Tabell 2):
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Z=0

{K=1} | {K=2 {K =4}
Y =0 390 86
Y=1 10 14
z=1
{K=1} {K=2 |J {K=4
Y=0 244 231
Y=1 6 19

Med dessa data som input till programmet i Appendix 4 fas (har visas endast skattningen av
3 —av programmet kallad "Beta’ - med konfidensintervall):

Estimation of Beta
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net_effekt =

0.9263

total_effekt =
1.0415

Beta

R1 1 1.25 15
RO

1 104 0.88 0.77
125 118 1 0.88
15 13 11 0.96
175 14 1.18 1.04
2 148 1.25 11
2.25 1.56 1.32 1.15
25 1.62 1.37 1.2
2.75 1.68 142 1.24
3 1.73 1.46 1.28

Upper confidence limit:

R1 1 1.25 15
RO

1 162 1.37 1.2
125 1.84 1.55 1.37
15 203 171 151
175 2.19 1.85 1.63
2 233 197 1.73
225 245 2.07 1.83
25 256 2.17 191
2.75 2.66 2.25 1.98
3 275 2.33 2.05

Lower confidence limit:

R1 1 1.25 15
RO

1 047 0.39 0.34
1.25 0.53 0.44 0.39
15 057 0.48 0.42
1.75 0.61 0.51 0.45
2 064 0.54 0.47
2.25 0.66 0.56 0.48
25 0.68 0.57 0.5
2.75 0.69 0.58 0.51
3 07 0.59 0.51

1.75

0.7

0.79
0.87
0.93
0.99
1.04
1.08
112
1.15

1.75

1.09
1.24
1.36
1.47
1.56
1.65
1.72
1.79
1.85

1.75

0.3

0.34
0.37
04

0.42
043
0.44
0.45
0.46

0.64
0.72
0.8

0.86
0.91
0.95
0.99
1.03
1.06

1.14
1.25
1.35
1.44
1.52
1.59
1.65
1.7

0.28
0.31
0.34
0.36
0.38
0.39
04

0.41
0.41

2.25

0.59
0.67
0.74
0.8

0.84
0.89
0.92
0.95
0.98

2.25

0.93
1.06
1.17
1.26
1.34
142
1.48
1.54
1.59

2.25

0.25
0.28
0.31
0.33
0.34
0.36
0.36
0.37
0.38

25

0.55
0.63
0.7

0.75
0.79
0.83
0.87
0.9

0.92

2.5

0.87

11
1.19
1.27
1.34
14
1.45
15

2.5

0.23
0.26
0.29
0.3

0.32
0.33
0.34
0.34
0.35

2.75

0.51
0.6

0.66
0.71
0.75
0.79
0.82
0.85
0.88

2.75

0.82
0.95
1.05
1.13
121
1.27
1.33
1.38
143

2.75

0.21
0.24
0.27
0.28
0.3

0.31
0.31
0.32
0.32

0.48
0.56
0.63
0.68
0.72
0.75
0.78
0.81
0.83

0.77
0.9

101
1.09
1.16
1.22
1.27
1.32
1.37

0.2
0.23
0.25
0.26
0.28
0.29
0.29
0.3
0.3



Né&gra iakttagelser: 3y & en monotont vaxande funktion av Ry och en monotont avtagande
funktion av R;. FOor Rp = 2 och R; = 1.5 & skattningen av 3 lika med 1.1, dvs
algoritmen "tréffar ratt” i detta fall. Konfidensintervallet for 3 vid Ry = 2 och Ry = 1.5 &
[0.47 1.73]. Sdledes kan man inte med stor sikerhet siga om dstrogen har en direkt effekt pa
diagnos av brostcancer som ar storre eller mindre &n 1 — &en om man har en sa pass god
uppfattning om vérdet pA Ry och R; att man gissar rétt pa dessa. Slutligen; skattningen av
nettoeffekten ar lika med 0.93. Om detta varde togs som ett matt pa effekten av Gstrogen pa
diagnosen av brostcancer "ser det altsd ut” som att Ostrogen minskar sannolikheten att
diagnosticera brostcancer justerad for mammografi, medan det i galva verket forhdller sig
precis tvartom.

10. Specialfallet konstant baseline

Betrakta specialfallet ax oberoende av k, dvs ax = a. Detta innebér att sannolikheten att en
slumpvis utvald individ ur det k:te principiella stratat diagnosticeras med cancer givet att Z=0
och S=0 & densamma i de fyra principiella strata. Under antagandena a)-c) avsnitt 7.2 innebar
det att modellen maste uppfylla foljande tva linjart oberoende bivillkor:

a,=a, 0 Pow  _ Por (35)
Poir ¥ Poor  Porz * Pooz

a4 — a2 U p114 — p112 (36)
pll4 + p104 pllZ + p102

Enligt appendix 1 & dessa tva bivillkor under antagandena a)-c) tillrackliga for att modellens
parametrar ska vara identifierbara. | detta speciafal gar det aven att finna en analytisk
[6sning pa ML-ekvationerna. Lat de observerbara frekvenserna enligt Tabell 2 betecknas med:

N1 = Noo1 + Noo2
N2 = Noos
N3 = No11 + No12
N4 = No14
N5 = Nio01
Ns = N1o2 + N1o4
N7 = N111
Ng = N112 + N114

ML-skattningarna av modellens parametrar ges av:

= 37

S (37
ny(ns +n,)

S o_n(ny+n)

b ) 9
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= 1) 0

n, (Ns + 1)
dAl:n5+2:::;+n8 (“4D)
d, =1- d;- d, (42)
dA4 _ n,+n, (43)

n+n,+n;+n,

Ytterligare en konsekvens av att ax & oberoende av k, & att d; och d; & ortogonala mot
varandra och mot de 6vriga parametrarnai den meningen att loglikelihooden kan skrivas som
La(dp) + Lp(ds) + Lc(a,30,R0,R1). Det géller némligen att:

logL n nilog[di(1-a1)+ da(1-a2)] + nplog[ds(1-a4Ro)] + nslog[dias+ dhay] + nylog[dsasRo] +
nslog[di(1-3pag)] + nelog[dx(1-RoaxRy)+ da(1-pasR4)] + n7log[dhlioay] +
nglog[ dhRpaoR1+ dafRoauRy] = {ax ober. av k, db = 1- dh —dy} =
(44)
nilog[(1-a)(1-ds)] + nolog[ds(1-aRo)] + nglog[(1-ds)a) + nilog[dsaRo] +
nslog[di(1-1%0a)] + nelog[(1-d1)(1-120aRy)] + nzlog[diRea] + nglog[(1-d1)RoaRy] =

(ns+n7)log(dy) + (ng+ng)log(1-ds) + (nx+ng)log(ds) + (ni+nz)log(1-dy) +
nilog(1-a) + nzlog(1-aRg) + nslog(a) + nalog(aRo) + nslog(1-Roa) +
nglog(1-3haR;) + nsog(fha) + nglog(lpaRy)

En anméarkning: Effektskattningen (38) ar identisk med (ML-)skattningen av nettoeffekten.
Detta &r naturligt, under antagandena b) och c¢) ovan kombinerat med antagandet om konstant
baseline & ndmligen nettoeffekten identisk med den direkta effekten. Bevis:

Enligt avsnitt 6 géller att nettoeffekten &r identisk med den direkta effekten om p(Y=1 | z,
do(s), W) & oberoende av W™ . Eftersom W™ & en union av principiella strata

gdler aven likhet mellan effekterna om p(Y=1| z, do(s), k) & oberoende av k. For dikoma Z
och Skan p(Y=1| z, do(s), k) for varje k anta vardena

p(Y=1|Z=0, do(S=0), k) = ax

p(Y=1|Z=0, do(S=1), k) = Roxax
p(Y=1]Z=1, do(S=0), k) = Boxax
p(Y=1|Z=1, do(S=1), k) = Ry yax

D& ax, Rok, Rok och Ryx & oberoende av k gédller dven att parvisa produkter av dessa &r
oberoende av k.

V.S\V.
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11. Diskussion om antagandena i Palmgrens modell

Palmgrens modell baserar sig pa Rubins kausala modell (se avsnitt 2). Den grundl&ggande
enheten i Rubins kausala modell & det potentiella utfallet for en individ under en viss
behandling, dvs det utfall individen skulle reagera med om hon utsattes for denna behandling.
Det potentiella utfallet & definitionsmassigt deterministiskt (om an okant), vilket & en
forutséttning for att en population ska kunnadelas upp i principiella strata enligt t ex Tabell 2.
Huruvida potentiella utfall existerar i verkligheten eller g & en frégestallning av tamligen
filosofisk natur som jag Overldter & andra att besvara. Man kan dock konstatera att begreppet
& accepterat av manga forskare inom omradet kausalitet (se t ex Angrist et.a. [1996],
Barnard et.al. [2003], Joffe et.al. [1998], Pearl [2001], [2003], Robins et.al. [1992]).

En forutséttning for att data verkligen & multinomialfordelat i Palmgrens modell &r att
behandling, respons och principiell stratatillhdrighet for en individ € & beroende av dito for
en annan individ. Detta antagande formulerades delvis i avsnitt 5 [del b) av SUTVA] och
delvisi inledningen av avsnitt 7. Oberoende utfall &r ett antagande som vanligen ligger till
grund for analysen av kontingenstabeller och som inte & orimligt i detta sammanhang.

Parametriseringen 21) - 28) forutsétter del @) av SUTVA, avsnitt 5. Detta antagande séger att
det potentiella utfallet for en individ under en viss behandling inte far vara beroende av hur
behandlingen ansattes (t ex patvingad eller galvvald). | det genomgaende exemplet i den har
rapporten utgors responsen av "diagnosticerad brostcancer” och behandling av ”dstrogen i
kombination med sdvvald eller patvingad mammografi”. Det kanns orimligt att
sannolikheten att diagnosticera brostcancer skulle vara beroende av om en viss
mammografifrekvens ar patvingad eller resultatet av ett fritt val, sledes borde antagandet a)
av SUTVA vara befogat i detta exempel. Det & dock inte oténkbart att man kan tanka sig
andra exempel i vilka detta antagande & mer kontroversiellt.

En forutséttning for att den direkta effekten av Z ska kunna uttryckas som en funktion av den
direkta effekten av S i Pamgrens modell & att antagandena @) — c) pa sid 29 &r giltiga
Antagandet @) innebér att inga individer tillhor det principiella strata som karakteriseras av
see(S=0) under Z=1 och see(S=1) under Z=0. Detta &r ett rimligt antagande i exemplet med
Ostrogen och mammografi eftersom erfarenheten har visat att en eventuell skillnad i (g@vvald)
mammografifrekvens da en strogenbehandling pabdrjas nastan altid utgors av en okning. |
andra exempel kan man téanka sig att detta antagande inte & lika rimligt. Antagandena b) och
¢) innebér att den direkta effekten av Z respektive den direkta effekten av S & densamma i
ala principiella stratum. Dessa antaganden &r svarare att argumentera for. Dessvéarre kan de €
verifieras eftersom principiell stratumtillhorighet g kan bestdmmas. For att komma runt detta
problem skulle man kunna utvidga Palmgrens modell genom att infora flera populationer,
definierade t ex genom kon eller dlder. Varje population beskrivs av Tabell 3 dar varje
parameter & populationsberoende. Istdlet for att infora restriktioner dver principiella strata
skulle man nu kunna infora restriktioner 6ver populationer som bade majliggor identifiering
av parametrarna och som kan verifieras.

Vad hdnder om antagande a) & korrekt men inte b) och ¢)? Enligt Appendix 1 innebér inte b)
och ¢) ndgon restriktion for ursprungsparametrarna pyx. Vad b) och c) innebér & att
sambanden mellan p,x och parametrarna ay, (%, d, Ro, Ry géller enligt Tabell 4. Under a), b)
ochc) géller:
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b, = (45)

pOll
—_ p014 p112
R, = etz (46)
p114 p012
Ri - p112 pOll ( 47)
p012 plll

En inspektion av Tabell 3 (som inte forutsétter @), b) och c)) visar att allmant galler:

L (48)

pOll

p014 pllZ = R0,4 & & (49)

p114 p012 R1,4 b0,4

Pui2 Pow - Rl & (50)
2

pOlZ plll bO,l

En skattning av funktionen Ry=f(Ro,R1) som baserar sig pa a), b) och c) kommer alltsa snarare

R1,2 b0,2
R1,4 b0,4

b
R,—2) dda) meninteb) och c) géler.

att skatta funktionen b,, = f(R,, b
0,1

12. Joffe och Colditz

Joffes och Colditz (nedan kallade JC) metod att |6sa problemet med post-treatment
confounding &r att finna en population s&dan att den totala effekten, som &r identifierbar, ar
ungefar lika med den direkta effekten. Efter en genomgang av JC:s artikel har jag kommit
fram till att deras resultat & felaktiga. | mailkorrespondens med Joffe har jag lyckats dvertyga
honom om att artikeln baserar sig pa felaktiga premisser. Vad som &r fel redogors fér nedan.

12.1 Definitioner

JC (1998) definierar den totala effekten av Z enligt (7), dvs som ett métt pa skillnaden mellan
p(Y=1|Z=0) och p(Y=0| Z=1) (51)

och de betecknar den F. Den direkta effekten av Z vid nivan S=0 definieras enligt (8) som ett
méatt pa skillnaden mellan

p(Y=1| Z=0, do(s)) och p(Y=0 | Z=1, do(s)) (52)
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och betecknas 3. Den direkta effekten av storningsvariabeln Svid nivan Z=z definieras
anaogt med (8) som ett métt pa skillnaden mellan

p(Y=1]z, do(S=1)) och p(Y=0 | z, do(S=0)) (53)

och betecknas R;. Visserligen antar inte JC att Y & dikotom, men hér &r det inte vasentligt om
(51)-(53) definieras viavantevarden eller sannolikheter.

L& p> beteckna p(see(s) | z) samt ? beteckna differensen p®- pi=® vilket & en
observerbar storhet. JC ansétter antaganden sa att foljande géller:

awo) F /R~ 1da?~ 0
buvot) F / 3 & en monotont véaxande funktion av ?

adiff) F —Go~ 0da?"~ o0
baitr) F — R & en monotont vaxande funktion av ?

Om en "bra’ approximation Ry av [y definitionsmassigt uppfyller Ry’ / Ry~ 1 féssom
konsekvens:

Under acor) att 3 approximeras braav F i en population for vilket ? observerats varaliten,
samt under byor) att 3 approximeras bast av F i den population O fér vilken ? & minst.

Om en "bra” approximation [y’ av % definitionsméassigt uppfyller o' — 3~ 0 géler:

Under agir) att [3 approximeras braav F i en population for vilket ? observerats varaliten,
samt under bgitr) att 3y approximeras béast av F i den population O fér vilken ? & minst.

Problemet med JC:s framstallning &r att deras antaganden inte &r tillréckliga for att agor) och
buvot), SAMt agitr) och bygirr) ska gélla. Dettaillustrerasi foljande avsnitt.

122F/R3
JC formulerar p(Y = 1|z) som

p(Y =1]2) = § P p(Y =1| z,do(9)) (54)

och gor féljande omorganisation:
p(Y =1]|2) = p(Y =1] z,do(S=0)) + é P9 p(Y =1] z,do(s)) - p(Y =1|zdo(S =0))]
sl S
(55)

Som tidigare definierar vi den totala effekten respektive den direkta effekten som:

Fo p(Y =1|Z=1)

p(Y =12 =0) 0
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b o PY=11Z=1do(S=0)

0 (57)
p(Y =1| Z = 0,do(S = 0))

o P(Y =1]zdo(S=1))

(58)
p(Y =1 z,do(S = 0))

R,

Likheteni (55) implicerar

p(Y =1|Z =1,do(S = 0)) + & P p(Y =1]Z =L do(s)) - P(Y =1|Z =1,do(S = O))
T T (Y =11Z=0d0(S=0)+ & pOIp(Y =1|Z = 0,do(s))- p(Y =1Z =0,do(S= )] |

s

11+ p™[R-00_\ 1, (R - R]+DIR - 10
TLpOR-Tp 1 1R

(59)
JC stéller nu upp antagandena

ikvot) Ri=Ro
likvot) R1 0Ch Rp &r populationsoberoende

ko) P & populationsoberoende

Under antagandena iwyot), likvot), Hikvot) galler att awor) 0ch byyor) ovan ar uppfyllida

JC gor dock ett fundamentalt fel i framstallningen genom att utga fran att (54) ar giltig. p(Y =
1| z) kan skrivas om som

pY =1|2) = § p=p(Y =1] z,see(s), W=)) (60)

ds

men det finnsingen garanti for att p(Y=1| z, see(s), W) = p(Y | z, do(s)), jmfr avsnitt
5. Faktum ar att om likhet gallde skulle nettoeffekten enligt avsnitt 6 vara en kausal
effekt, vilket innebar att man kan justera for storningsvariabeln med de
standardmetoder som anvandsfér kovariater av typen pre-treatment, t ex stratifiering.

For att se att JC:s felaktiga antagande (54) har betydel se kan (12) anvandas for att skrivaom
(60) som

p(Y =1]2) = & p=p(Y =1]| z,do(s), W) (62)

S

En omorganisation ger:
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p(Y =1|2) = p(Y =1| z,do(S = 0)) + @ PFV[p(Y =1| z,do(s), W*®) - p(Y =1]|z,do(S = 0), W*)]

ds
(62)
Definiera

o o P(Y =1]zdo(S =1),W)
p(Y =1| z,do(S = 0), W)

stee
Enligt (62) fas

p(Y =1|Z =1do(S=0)) + @ P p(Y =1|Z =L do(s),Wf*) - p(Y =1|Z =1,do(S = 0), W=?)]

ds

F= I
p(Y =1Z =0,do(S=0)) + & P [p(Y =1|Z = 0,do(s),Wg") - p(Y =1|Z = 0,do(S = 0), W=)]

SIS

i1+ plsee(l)yl[ Rlsee(l) _ 1] U i plsee(l)Yl[ Rlsee(l) - 1] _ pgee(l)yo[ Rosee(l) _ 1] ]
ol see(1) see(1) y = b0i1+ see(1) see(1) y
P14+ pEOY [R=D - ) 1+ Y[R - 1]
(63)
dar
_ P(Y =1]Z =1,do(S = 0), W) (64)
" p(Y=1|Z=1do(S=0))
= = = ()
v, = p(Y =1| Z = 0,do(S = 0), W;*") (65)
p(Y =1|Z =0,do(S =0))
Utan att gora ytterligare antaganden géller inte likhet mellan (59) och (63).
12.3F -3
Definiera
Fart = p(Y=1]Z=1) —p(Y=1|Z=0) (66)
Boitt = P(Y=1]Z=1, do(S=0)) — p(Y=1| Z=0, do(S=1)) (67)
Rzt = P(Y=1]z, do(S=1)) —p(Y=1 | z, do(S=0)) (63)

JC anvander (55) (som tidigare konstaterats inte &r giltig) for att stélla upp
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Fan - Doar = é plsee(s)[ p(Y =1|Z =1,do(s)) - p(Y =1|Z =1,do(S=0))] -
gs
a p9Ip(Y =1|Z =0,do(s)) - p(Y =1]|Z =0,do(S = 0))] =
RS
plsee(l)Rl,diff - Py (l)RO,diff =py (l)[Ri,diff - Rygirr ] + DR i
(69)

JC ansétter antagandena

laiff) Rugift = Rodiff
ligifr) Ragitr @ populationsoberoende

Under igitr) och iigisr) géller att F girr — Ro gitr €nligt (69) ar direkt proportionell mot ?, vilket
innebér att al) och bl) ovan géller.

Eftersom (55) inte & giltig &r inte heller (69) giltig, och sAledes ar inte igitr) och iigir)
tillrackliga for att agitr) och bgirr) ska gélla.

Déaremot kan igitr) och iigr) utdkas med ytterligare ett antagande sa att agir) och bygifr)
fortfarande géller.

Definiera

=9 = p(Y=1|z, do(S=1), W) —p(Y=1]z, do(S=0), W) (70)
Enligt (62) fas
Fan - Poan = ?S pPIp(Y =1]Z =1,do(s), W) - p(Y =1|Z =1,do(S = 0), )] -

& pOp(Y =1]Z = 0,do(), W) - p(Y =1|Z =0,do(S = 0), W=")]  (

s
plsee(l) s’z?f(fl) _ pgee(l) Ros"e;(f%) — pgee(l)[ s’z?f(fl) _ Roseg(#)] +Dl sz?f(fl)
71)
(71) & ekvivalent med (69) om fdljande géller:
iiiarr) RSy & oberoendeav W&, dvs R =R, 4 (72)

Under antagande idiff), iidiff) och iiidiff) galler sdledes adiff) och bdiff). Eftersom V\fe(s) aren
union av principiella strata enligt avsnitt 2.2 &r iiigirr) helt analog med Palmgrens antagande c)
pasid 15.
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Appendix 1

| detta avsnitt visas att antagandena a)-c) i avsnitt 7.2 leder till att 3y kan uttryckas som en
(numerisk) funktion av Ry och R;.

Givet antalet individer som inte behandlats, no. . , och antalet som behandlats, n;. . , & de
observerade frekvenserna multinomialférdel ade:

((Noo1*No02), (Noo3*Nooa), (Nor1+Mo12), (Mors+oa)) ~
Multinomial (no. ., (Poo1tPoo2), (Pooa+Pooa), (Por1tPo12), (Po13+Pois))

(73)
((n10%+n102_), (MostMioa), (M11+M12), (N113+N114)) ~
Multinomial (ny. ., (P1o1+P102), (P103+P104), (P111+P112), (P113+P114))
dar pyk ar p(y Kk | 2).
Detta & ekvivalent med en modell dér var och en av frekvenserna antas féljaen
Poissonfordel ning:
(Noo1+No02) ~ PO(Moo1+Hooz)
(Nooz+Noos) ~ PO(Hoos+Hoos)
(No11+N012) ~ Po(Mo11+Ho12)
(No13+N014) ~ PO(Mo13+Ho14)
(74)
(N101+M103) ~ Po(H101+H103)
(N02+N104) ~ PO(Ma02+H104)
(M11+N113) ~ Po(Ma11+H113)
(M12+N114) ~ PO(H112+Ha14)
under forutsattning att restriktionerna
Hoyk= No..Poyk (75)

Mayk= N1..P1yk
ar uppfyllda.
Loglikelihooden for modellen (74), (75) a

logL 1 (Noo1+Noo2)l 09(Poo1+HPoo2)+(Nooz+Noos) 0Y(Pooz*Poos) +
(No11+No12)l0g(Po11+Po12) +(No13+No14)l 00(Po1a+Pora) + (76)
(N101+N103)l0g(P101+P103)+ (N102+N104)|0Q(P102+P104)+

(Nu1+mis)log(Prir+piis)+ (NuotMie)l0g(P112+P11a)-No..Po..-N1..P1..

Derivatan av (76) map de 16 sannolikheterna ger endast dtta linjart oberoende ekvationer.
Sdledes skulle det kréavas ytterligare atta linjart oberoende bivillkor for att skatta de 16

sannolikheterna. Eftersom sannolikheten att en individ tillhér principiellt strataK &r
oberoende av om individen genomgatt behandling Z eller g, gdller att

Pook+Po1k=P1ok P11k (77)
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for k=1,2,3,4. Notera att (77) innehaller redundant information; da likheten galler for k=1,2,3
gdller aven likheten automatiskt for k=4. (77) innehdller altsatre linjart oberoende bivillkor.
Det saknas alltsa fem linjart oberoende bivillkor.

Palmgren gor tre antaganden:

a) Ingen individ tillhor det tredje stratat, dvs poos=pPo13=P103=pP113=0
b) ? sk &r oberoende av k, dvs i = I3
C) Rk & oberoende av k, dvs R, k= R,

Antagande a) innebér att (76) reducerastill

logL 1 (Noo1+Noo02)! 09(Poo1+Pooz) +(Noos) 09(Poos) +

(No11+N012)109(Po11+Po12) +(No14)| 09(Po14) + (78)
(N101)l0g(Progy+ (N102+N104)0G(P102+P104) +

(Nu)log(pa11)+ (N112+M14)l0g(P112+P114)-No..Po..~N1..P1..

Loglikelihooden &r nu en funktion av 12 parametrar och derivatan av dito ger fortfarande étta
linjart oberoende ekvationer. Antagande a) innebér vidare att (77) nu bidrar med tva linjéart
oberoende bivillkor. Det saknas alltsa tva linjart oberoende bivillkor.

Sannolikheterna omparametriseras nu enligt (21)-(28), dvs

Poo1=(1-a1)cy
Po1r=a10k
P101=(1-0,121)d1
P111=R0,18101

Pooz=(1- az)ad>

Po1o= axth (79)
P102=(1-Ry,2l%0282)

P112=R1,2%0,2820h

Poos=(1- Ro4a4)ds
Po14=Ro,.48404
P104=(1-Ry4l%0,424)ds
P114=R1,41% 48404

Notera att i avsnittet 7.2 ovan skedde omparametriseringen innan antagandet a) gjordes.
Dennainbordes ordning har ingen betydelse. Fordelen med att omparametriserainnan det
tredje stratat utesluts fran modellen &r att det da &r 1&ttare att fa en intuitiv kanslafor vad de
nya parametrarna egentligen stér for, se Tabell 3.

Antagandena b) och ¢) innebér att (79) kan skrivas nagot enklare, namligen som

Poo1=(1-a1)cy
Po1r=a10k
P101=(1-Roas)ds
P111=R0a101

Poo=(1- az)d>

29



Po12= a0k (80)
P102=(1-R1l3paz)d
P112=R10a20;

Pooa=(1- Roas)dy
Po14=Roasds
P104=(1-R120a4)ds
P114=R120a40s

Under restriktion (77) samt antagande a) innebér inte b) och ¢) nagon ytterligare restriktion
for ursprungsparametrarna. Detta & inte alls trivialt men kan forstas pa foljande satt: Under
antagande a) kvarstar 12 av de 16 ursprungsparametrarna. Eftersom po.. = p1.. = 1 maste gélla
per definition, och eftersom (77) |aser tva parametrar, kan tta av dessatolv
ursprungsparametrar skattas fritt. Betrakta nu (80). Att a;, d, och 3 kan véljas fritt innebar att
Poo1, Po11, OCh p1o1 kan véljas fritt medan pa11 & given. Att vidare a,, b, och Ry kan véljasfritt
innebér att Pooz, Poiz, 0Ch P10z kan véljas fritt medan pi12 &r given. Villkoret po.. = p1.. = 1 &
detsamma som d. = 1, vilket innebér att da d; och d, & fixerade & aven d, given. Kvar att
véjafritt & alltsd as och Ry, vilket innebar att poos 0ch po14 kan véljas fritt medan pios och pa1g
ar givna. Sdledes kan aven étta av de tolv ursprungsparametrarna skattas fritt under
antagandena b) och c) eller mao: under restriktion (77) samt antagande @) innebdr inte b) och
c) ndgon ytterligare restriktion fOr ursprungsparametrarna.

En konsekvens av antagande b) och ¢) & daremot att Ry och R; kan uttryckasii
ursprungsparametrarna som:

p014 pllZ —_

oz - R (81)
p114 p012

p112 pOll —

PuePou — g (82)
pOlZ plll

Med R, och R; fixa och kdnda erhdlls alltsa de sista tva nddvandiga linjart oberoende
bivillkoren for att modellens parametrar ska kunna skattas. Vilket innebér att 13, under
antagandena a) — ¢) kan uttryckas som en (numerisk) funktion av Ry och R;.

Appendix 2 — Strukturekvationer

A.2.1. Definitioner

Fram till nu har den situation som beskrevsi det inledande exemplet formulerats med hjalp av
Rubins kausalamodell. Pearl (2003) foreslar att situationer som involverar kausala
fragestallning formuleras med hjalp av strukturekvationer. Strukturekvationer har féljande
utseende:

X1 = fxa(X2, ..., XN, €1)
X2 = fxo(X1, X3, -, XN, &) (83)
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XN = fxn(X1, X2, -+, XN-1, EN)

dar fxa, fxo, ...,fxn & godtyckliga, mdjligen okanda funktioner och ey, e, . .., ey &
godtyckligt fordelade stokastiska variabler som inte férklaras av modellen. Vidare uppfyller
strukturekvationer foljande viktiga kriterium: de & autonoma, dvs varje ekvation &r invariant
under férandringar i de andra ekvationerna.

En intervention (t ex en behandling) som innebar do(Xm = Xmo) representerasi systemet av
strukturekvationer av att ekvationen for X, ersétts med

Xm = Xmo (84)
Ett konkretiserande exempel:

X="7? (85)
y=at+bx+e

Den forsta ekvationen talar om att x &r férdelad enligt fordelningen for 2. Den andra
ekvationen paminner starkt om vanlig enkel regression, men det finns en avgorande skillnad.
Ett observerat regressionssamband behover inte vara autonomt, dvs behover inte alls vara
giltigt under interventionen do(X = Xo). Att detta & en vasentlig skillnad kan inses pa féljande
sétt: Antag att (85) & en adekvat beskrivning av verkligheten. Antag vidare att datafor Y och
X samlasin i en observationsstudie. | syftetill att analysera sambandet mellan Y och X
ansdtts regressionsmodellen

x=a+by+¢€. (86)
Denna modell kommer att passa data véal eftersom (85) kan omformastill:

x=-ab+y/lb-e (87)
vilket &r identiskt med den ansatta regressionsmodellen med a = -alb, b'=1/boche =-e.
Antag nu att man i syfte att paverka X pétvingar Y vardet yo, dvs genomfor do(Y = yo). Enligt

regressionsmodellen (86) skulle nu X paverkasenligt x =a + b’yy + €. Systemet av
strukturekvationer (85) far dock utseendet:

dvs X lamnas opaverkad av interventionen do(Y = yp).

A.2.2 Kausala diagram

Ett system av strukturekvationer visualiseras vanligen med ett kausalt diagram dér varje
kausalt samband representeras av en pil. Systemet (85) far utseendet:
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M

X Y

Figur 1

Vanligen underforstas de stokastiska variabler som inte férklaras av modellen i ett kausalt
diagram. Systemet (85) far da utseendet:

XY
Figur 2

En intervention do(Xw=xmo) representerasi det kausala diagrammet av att allaingaende pilar
till X, ersétts av en pil mérkt " do(Xmo)” . Under interventionen do(Y =yo) far systemet (85)
utseendet (med e och ? utritade for tydlighets skull):

V e

X g

Figur 3

A.2.3. Strukturekvationer och potentiella utfall

| avsnitt 2.1 formulerades Rubins kausala modell. Har gors ett forsok att uttrycka Rubins
modell mer generellt for att visa pa likheterna mellan Rubins och Pearls modell.
Framstallningen nedan &r i storadrag |anad fran Pearl (2003) avsnitt 4.

Lat { X} betecknaen mangd stokastiska variabler. Lat vidare X, beteckna en variabel ur { X}
samt { X}" en delmangd av { X} . Det fundamentala antagandet i Rubins kausala modell ar
foljande: Till varje X, och { X}’ finns en variabel Uy, sddan att vardet pa X, & deterministiskt
givet vardet pa{ X}’ och Ux,. Vardet pa X, givet vardet av { X}’ och Uy, kallas det
potentiella utfallet av X,, under { X}’ for Ux,. Rubin antar vidare att Ux,, har ett vérde for
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varje fysisk individ och for varje X, och { X}’, dvs: for ett varde pA{ X}’ & X, alltid
deterministisk (om &n okand) for varje fysisk individ.

Rubins kausalamodell kan nu uttryckasi strukturekvationer pa foljande sétt:

ux1 = fui(uxa,..., Uxn, 1)

UXN = fUN(qul UXZ,..-, uXN-l’ I)
(88)

X1 = fx1(Xz,..., XN, Ux1)

XN = Fxn(X1, X2,..+, XN-1, UXN)
Under interventionen do(Xm = Xmo) fér systemet utseendet:

ur = fur(uxa,..., Uxn, 1)

un = fun(Uxa, Uxz,..., Uxn-1, 1)
X1 = fx1(X2,..., Xn, UX1) (89)
Xm = Xmo

Xn = fxn(X1, X2, .5 XN-1, UN)

Det potentiella utfallet av X,, under interventionen do(Xy, = Xmo) for U=uxn ges direkt av
ekvationen for X, i systemet (89). For en fix individ i & Uy, deterministisk och sdledes &r
&ven det potentiella utfallet deterministiskt. Om déremot individen véljs lumpmassigt fran en
storre population &r i en stokastisk variabel vilket far till foljd att alla variabler utom X, i (89)
ar stokastiska.

En viktig skillnaden mellan (88) och (83) &r att den mer generellamodellen (83) tillater
X1,...,Xn att bero av variabler ey,...ey som inte nddvandigtvis & deterministiska pa
individniva Att Uxg,..., Uxy och darmed Xy,..., Xy & deterministiska givet i innebar inte att
de & ké&nda givet i, 6verforingsfunktionernafys,..., fun, fxi,..., fxn kan ju fortfarande vara
okanda. Att de & deterministiskafor en fix individ & daremot en forutséttning for de metoder
som diskuteradesi den hér rapporten. T ex forutsétter ju Palmgrens metod att individer kan
fordelas dver principiellastrata enligt Tabell 2. Sdledes & det inte bara en filosofisk fraga
huruvida en individs utfall &r forutbestdmt eller inte, utan snarare ett viktigt modellantagande.

Det & &ven vart att notera att antagandet (11) "kommer pa kopet” da Rubins modell
formuleras mha strukturekvationer (jmfr Pearl [2003] sid 313).

| avsnitt 2 formulerades exemplet frén inledningen i Rubins kausala modell. Oversatt till
strukturekvationer blir modellen:
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Uz = fuz(Us, Uy, I)

us = fus(uz, Uy, 1)

Uy = fuy(Uz, Us, I) (90)
=129

s=1g(z, us)

y =fv(z, s, uy)

Den kausala grafen far utseendet:

Uz s Uy

Figur 4

| avsnitt 6 visades att nettoeffekten &r lika med den direkta effekten av Z vid en fix niva S=s
om

a) Allaindivider tillhor antingen det forsta eller det sista principiella stratat,
definierade enligt avsnitt 2.2. Detta & detsamma som att sga att Z inte har
nagon som helst effekt pa S, vilket i Figur 4 innebér att Us Iaser Still ett fixt
varde oavsett vardet pa Z och oavsett i. Darmed kan dven pilen mellan Z och
Sraderas.

eler

b) Principiell stratatillhorighet paverkar inte sannolikheten att diagnosticera
cancer paannat sétt an genom valet av mammografi.. Detta & detsamma
som att séga att Us inte paverkar Y annat &n genom S, vilket i Figur 4
innebér att pilen mellan Us och Uy inte existerar.



Appendix 3 — Naturlig direkt och indirekt effekt

| inledningen gavs ett exempel i vilket den totala effekten av en behandling Z inte &r ett
adekvat matt pa behandlingens effekt. Ett battre métt i exemplet & den direkta effekten av Z
vid en fix niva S=s. Det finns situationer nar inte heller detta métt & passande. Antag att ett
lakemedel sforetag tagit fram ett medel mot en viss sjukdom. UtGver en eventuell effekt pa
gukdomen har medlet den bieffekten att det orsakar huvudvérk. Patienter med huvudvérk
tenderar att &ta aspirin, somi sin tur kan ha en effekt pa sjukdomen. Lakemedel sforetaget ar
intresserade av att méta den effekt av mediet som beror av medlet i sig och inte pa ett okat
intag av aspirin. Darfor &r den totala effekten av medlet inte intressant. Den direkta effekten
av medlet vid en viss niva av aspirin ar inte heller intressant av foljande skal: det &r
orealistiskt att ténka sig att foretaget skulle kunna patvinga alla patienter samma niva av
aspirinintag. Mer realistiskt &r att féretaget lyckas eliminera bieffekten av medlet. En del
patienter kommer fortfarande att fa huvudvark, men av andra orsaker. Pearl (2001) foreslar
den naturliga direkta effekten av Z som matt i en sddan situation. Den definieras som en
jamforelse mellan:

P(Y=1|Z=0) och P(Y=1|Z=1, do(S=S 7-0)) (92)

Skillnaden mellan (8) och (91) &r att den senare inte fixerar Svid en given niva utan for varje
individ pa den nivaindividen skulle vara da Z=0.

Som komplement till den naturliga direkta effekten definieras den naturliga indirekta
effekten av Z som:

P(Y=0 | Z=0) och P(Y=0 | Z=1, do(S=S; 7-1)) (92)

Den direkta effekten av Z vid S=s kan utan vidare antaganden skattas vantevardesriktigt i ett
randomiserat forsok dar bade Z och S kan kontrolleras. For att skatta den naturliga direkta och
indirekta effekten utan vidare antaganden krévs dels att bade Z och S kan kontrolleras, dels att
Si; & kant for varjeindivid. For att kannatill S ; for en individ krévs att individen utsétts for
den enanivan av Z, dérefter " startas om” och utsatts for den andra nivan. Detta&r i de allra
flestafall inte gorligt. Pearl (2001) diskuterar vilka ytterligare antaganden som kravs for att
(91) och (92) ska vara skattningsbara da bade Z och S kan kontrolleras, men S, & okéand. En
tidigare artikel som tar upp problemet & Robins och Greenland (1992).
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Appendix 4 — Ett MATLAB-program for skattning av
parametrarnai Palmgrens modell

% n1,...,n8 are the observed cell frequencies

% ROmin, ROmax, R1min, R1max are the min and max vaues for RO and R1

% step isthe step size for RO and R1

% the parametersin Palmgren's model are estimated as numerical functions

% of RO and R1. the estimate of Betais given within confidence limits

function main_prog(nl,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8,ROmin,ROMax,R1min,R1max,step)

% initial guess for parameters, x=[apfal alpha2 apha4 deltal deltad4 Beta]
x0=[0.1,0.1,0.1,0.33,0.33,1.1]";

% define linear constraints
A=[000110;,000-1-10Q];
B=[0.999;-0.001];

Aeg=[];

Beg=[];

% define lower and upper bounds
LB=[0.001,0.001,0.001,0.001,0.001,0.001]";
UB=[0.999,0.999,0.999,0.999,0.999,Inf]';

% find b for RO and R1 between 1 and 3
R=[];
b=[];
b var_observed=[];
b var_expected=[];
RO=ROmin:step:ROmMax;
R1=R1min:step:R1max;
options=optimset('LargeScal€','Off");
X=[];
for n=1:length(RO)
for m=1:length(R1)
disp('RO=")
disp(RO(n))
disp('R1=")
disp(R1(m))
[x,fval, EXITFLAG]=fmincon(@fun,x0,A,B,Aeq,Beq,LB,UB,@nonlcon,...
options,RO(n),R1(m),n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8);
if EXITFLAG==1
b(n,m)=x(6);
information_expected=fisher(x,R0(n),R1(m),...
n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8);
b var_expected(n,m)=information_expected(6,6);
else
b(n,m)=-1,
b var_expected(n,m)=0;
end
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X=[X [RO(n); RL(m);x]];
end
end

% round X
X=(round(X* 100))./100;

% calculate net and total effect
net_effekt=n7/(n5+n7)/n3* (n1+n3)
total_effekt=(n7+n8)/(n5+n6+n7+n8)/(n3+nd)* (N1+n2+n3+n4)

% display all parameters
space_temp=[];
for k=1:8
space_temp=[space_temp;" ];
end
disp('All parameters.’)
par_names=['RO ';’R1 ''afal';'adfa2';afad’;...
'deltal’;'deltad’;'Beta ];
disp(strcat([par_names,space_temp,num2str(X)]))
disp([" 1)

% display Beta

space_temp=[];

for k=1:length(RO)
space_temp=[space_temp;" ];

end

Beta=(round(b*100))./100;

disp('Beta:’)

disp(strveat(streat([" R1, ‘',num2str(R1)])," RO,...
strcat([num2str(R0") space_temp num2str(Beta)])))

% calculate (rounded) confidence intervals
upper_confidence_limit=(round((b+1.96* sgrt(b_var_expected))* 100))./100;
lower_confidence limit=(round((b-1.96* sgrt(b_var_expected))* 100))./100;

% display confidence intervals

disp([" )

disp('Upper confidence limit:")

disp(strveat(streat([" R1, ',num2str(R1)]),’ RO,...
strcat([num2str(R0'") space_temp num2str(upper_confidence _limit)])))

disp([" )

disp('Lower confidence limit:")

disp(strveat(streat([" R1, ',num2str(R1)]),' RO,...
strcat([num2str(R0'") space_temp num2str(lower_confidence _limit)])))

% plot estimation of Beta with confidence intervals
subplot(3,1,1)

mesh(R1,R0,b);

xlabel ('R1");
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ylabel ('RO);

zlabel ('Beta);

title('Estimation of Beta)

subplot(3,1,2)

mesh(R1,R0,b-1.96* sgrt(b_var_expected));
xlabel ('R1");

ylabel ('RO);

zlabel ('Beta);

title('Lower confidence limit of Beta)
subplot(3,1,3)

mesh(R1,R0,b+1.96* sgrt(b_var_expected));
xlabel (‘R1Y);

ylabel('RO);

zlabel ('Beta);

title('Upper confidence limit of Beta)

% X is the estiamted values of the parameters of Palmgren's model
% f isthe likelihood function value
function f=fun(x,R0,R1,n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8)

%names for separate parameters
al=x(1);

a2=x(2);

a4=x(3);

d1=x(4);

d4=x(5);

b=x(6);

d2=1-d1-d4;

% mulitnomial likelihood distribution
f=-(n1*log(d1* (1-al)+d2* (1-a2))+...

n2*log(d4* (1-a4* R0O))+...

n3*log(d1* al+d2* a2)+...

nd*|og(d4* ad* RO)+...

n5*log(dl* (1-al*b))+...

n6*log(d2* (1-a2* R1* b)+d4* (1-a4* R1*b))+...

n7*log(dl*al*b)+...

n8*log(d2* a2* R1* b+d4* ad* R1* b));

% C are the nonlinear constraints for the parameters in Palmgren's model
function [C,Ceg]=nonlcon(x,R0,R1,n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8)

%names for separate parameters
al=x(1);

a2=x(2);

a4=x(3);

d1=x(4);

d4=x(5);

b=x(6);

d2=1-d1-d4;
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% define nonlinear constraints

C=[0.001-al* b,al* b-0.999,0.001-al* RO,al* R0-0.999,...
0.001-a1*b*R1,a1* b* R1-0.999,0.001-a2* b,a2* b-0.999,...
0.001-a2* RO,a2* R0-0.999,0.001-a2* R1* b,a2* R1* b-0.999,...
0.001-a4* b,a4* b-0.999,0.001-a4* RO,a4* R0-0.999,...
0.001-a4* R1*b,a4* R1*b-0.999];

Ceg=[];

% | isthe expected Fisher matrix
function I=fisher(x,R0,R1,n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8)

% names for separate parameters
al=x(1);

a2=x(2);

a4=x(3);

d1=x(4);

d4=x(5);

b=x(6);

nA=nl+n2+n3+n4;
nB=n5+n6+n7+n8;

d2=1-d1-d4;

% calculate expected values
my1=nA*(d1*(1-al)+d2* (1-a2));

my2=nA* (d4* (1-a4* R0));

my3=nA*(d1* al+d2* a2);

my4=nA* (d4* a4* RO);

my5=nB* (d1* (1-al*b));

my6=nB* (d2* (1-a2* R1* b)+d4* (1-a4* R1* b));
my7=nB* (d1*al*b);

my8=nB* (d2* a2* R1* b+d4* a4* R1* b);

%poisson distributed data: variance = expected value
var_nl=myl,
var_n2=my2,
var_n3=mys3;
var_n4=my4,
var_n5=mys5;
var_n6=mye;
var_n7=my7,
var_n8=mys8;

% define matrix V
v=[var_nlvar n2var_ n3var_n4dvar_ n5var_n6var_n7 var_ng|’;
V=diag(1./v);

% computation of the derivates of the expected values
% with respect to the parameters
dmyldal=-nA*d1,
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dmylda2=-nA*(1-d1-d4);
dmy1dad=0;
dmylddl=nA*(a2-al);
dmyldd4=-nA*(1-a2);
dmy1db=0;

dmy2dal=0;

dmy2da2=0;

dmy2dad=-nA* d4* RO;
dmy2dd1=0;

dmy2dd4=nA* (1-a4* RO);
dmy2db=0;
dmy3dal=nA*di;
dmy3da2=nA* (1-d1-d4);
dmy3dad=0;
dmy3dd1=nA*(al-a2);
dmy3dd4=-nA*a2;
dmy3db=0;

dmy4dal=0;

dmy4da2=0;

dmy4dad=nA* d4* RO;
dmy4dd1=0;

dmy4dd4=nA* ad* RO;
dmy4db=0;
dmy5dal=-nB*d1*b;
dmy5da2=0;

dmy5dad=0;
dmy5dd1=nB*(1-al*b);
dmy5dd4=0;
dmy5db=-nB*d1*al,
dmy6dal=0;

dmy6da2=-nB* (1-d1-d4)* R1*b;
dmy6dad=-nB* d4* R1* b;
dmy6dd1=-nB* (1-a2* R1*b);
dmy6dd4=nB* R1* b* (a2-a4);
dmy6db=nB* ((1-d1-d4)* (-a2* R1)+d4* (-a4* R1));
dmy7dal=nB*d1*b;
dmy7da2=0;

dmy7dad=0;
dmy7dd1=nB*al*b;
dmy7dd4=0;
dmy7db=nB*al*d1,
dmy8dal=0;

dmy8da2=nB* (1-d1-d4)* R1*b;
dmy8da4=nB* d4* R1*b;
dmy8dd1=-nB*a2* R1*b;
dmy8dd4=nB* (a4-a2)* R1*b;
dmy8db=nB* ((1-d1-d4)* a2* R1+d4* a4* R1);

%define matrix H
H=[dmyldal dmylda2 dmylda4 dmylddl dmyldd4 dmyldb;...
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dmy2dal dmy2da2 dmy2dad4 dmy2ddl dmy2dd4 dmy2db;...
dmy3dal dmy3da2 dmy3dad dmy3dd1l dmy3dd4 dmy3db;...
dmy4dal dmy4da2 dmy4dad dmy4ddl dmy4dd4 dmy4db;...
dmy5dal dmy5da2 dmy5dad dmy5ddl dmy5dd4 dmy5sdb;...
dmy6dal dmy6da2 dmy6dad dmy6ddl dmy6dd4 dmy6db;...
dmy7dal dmy7da2 dmy7da4 dmy7ddl dmy7dd4 dmy7db;...
dmy8dal dmy8da2 dmy8da4 dmy8ddl dmy8dd4 dmy8db];

% calculate expected Fisher information
I=inv(transpose(H)* V* H);
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