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���
������� ���� �� �������� �� �����)������ ���,��� ������� 
'������� ��
�) ����������� ������� ������ ��
 ����������� ���"��� ������� ���
���� ��
,�
 ����
����)� �-�
� �� ��"���)� ��� ���� ������ �.����� �������
���� �+������ ���,��� ����/�����
��� #0!( �+�
 ��
� ���� ��� ����� "����� �

����� 1��� �
����� �
������ � 02! ���
� ��
 ���������� ����� ���������� ���
��������� �������� "���� ��,�� � 
��
�������+� �������� ������ ���� ������� 
1�� ����� �� ��� 02! ���
� �� �� ��� � ����� ��
 ��
������� �����������
���� ������� ����
����� ����
�������� 
3�
�) ���������� ���
������ �� ������������� ���� �� 1�
"������
 #�44�(�
�������� ����
������ �
�� ���) ��
,�
�� ��� ��� ��� ������� ����������
��
��� ��
,�
� �� ��� ����)��� 5������ ���������� ��,������� ������� ����
�� $�6��, ��� ��
��� #�444( ��� ��
+��� �� �� #�444( ��������� �� #�������)
��,��"�( ������
�� ������)��� �� ��������� ��� �
����������� ���� ����)*�
������)��� �
� ��������� �) ������� #�7!( "��� ��� +�
���� ������
 �� ���
������� ����� 
�� � 
����� �� 0!� ������� �� ��-�
��� ���� �
� ��������� 1�� ������������
�����
) �� ��� ���������� ������ ����
����� ���� ����������� ��� ����� ����
�� ���� ��
 ������� ��
����� 5
�.��� ��� $�
8�
�� #�44
( �����
�����
��� '�����
�� %������������ 5
��� #'%5( �� ����� ��" � ���������� ��
��
������� ��/������ �
� 
������ �� ���� ����
� ��
���� ������������ 
��
����������� ��� ��������� 1�� '%5 �9����� ��� :
����������
 ����� ��

����������� �� ����" ���� ��
 
�������������� "���� �
� �� ��������� ����
����
�� ���) �
��, ��"� 0! 
!�� �� 
������������� ��� ����������� ��-�
 ���"��� ��-�
��� ��
��������
��������� ��
 ���� �������� ��� '%5 ������ � ��
����� ������������ �
�� 
1��� ����� �� ���� ��
 ���� �������� �) ���
����� ��
 ��� ��
�������� �����
���� "��
� ��� ��
����� �
�� ��� ����
������� ����� �
�� ����
���� � � "��
�
� ��8�
��) �� ����� �
� �� ��� ���� �
���� �� ��� ������������ �
�� ;���
�
�������) ��"�+�
� ��� '%5 �� ��� ,��"�� ��� �� ��� ��������) ���) '%5�
���������� "��� �����)�� ����� ���) ��+� �����
���� ��,�������� 0�

���
�� �� #<��<( ��� ����
����� �������� �� �� '%5 ����� �� � ������ ��
�������� ������� ������ ��� ��� ������ �� �����
�� �) ��� �������������
������ �� �
������� ���) '%5� ��������� ������ ���
�9�������� �
� ����
�����������) �
������� ��
 ������� 
�� ��� ��������� �� ��� '%5 �) 5
�.��� ��� $�
8�
�� #�44
( #������ ��

<
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 :��� ��� =��� #�444( #������ �� � �
����� ����� ���
��
�������� 
�����(� ��� ���� ����� ��
 ������������ 
������������� ���
��������� �
� ���� ��
 ��� ��
�������� �� ��� ������ =�"�+�
� �� �������
����� �������� ���
� �� �� ����
�)��� �)�������� ���� ����� �
� �����������
�
�� ��� #�
 � ��"( ������
� ��

)��� ��� �������� 1�� ��������) �� ���
����� �� ���� /��������+��) ��-�
��� �
�� ���� �� ��� ����
��� �� � 
��
������
��+� ����)� ��� ������ �� �)������) ��� � 
����� ������ �
�� ��� ���������� 
�� ����
��� ��� ������� ������ �� �+�
�
��
�������� �������� ��� �9��� �
���
�
���� �� �� ����
�� ��,��"� 
1��� �
����� �
������ �� �9������� �� ��� '%5� "����� �) ����
����� ��� ��
��
������� ���� �"� ��������������� �� ������� ��� ��������� ��
��������

�������+��)� ������ ��� �+��������
) �
����� �� ��� �"� �)��� �� ��
��������
��-�
����) >?����
 ��� +�� =������
 #<���(� ����
 �����
���� �) :��� ���
%������ #<��@� <���(� ��� ��
"�
� � ������
 ���
�� �� ������� �� ���
�������
�� '%5 "��� �������������� 1�� ����� �� ����� ������ �� �� �����������
��� �� �9����� ��� ��
��
����� �� ������ ����� ����������� ����� ��
 ��
��
������� ��������� ����
 ��-�
��� �����
��� �� ���������� ������������
����
���� �� ��+������ 
'��
� �
�� �������� ��� ��-�
��� ������������ ����+���
 �� ������� ���
��������� ��
��������� �� '%5 "��� �����
����
� ���� ����� �� ��
 ���
�
�9�������� ���� ����� �� ��-�
����) �����
�� ��
 ��� �"� �������������� 
1��� �����
 ������������ �
� ������������ "���� ����� �������� ��� ����
����
�����
�� �� ������� ��� ��������� ��
�������� 
�������+��) '������� ��

��� ������� ��� �������� ������ �� ��� ��
�������� �� ��� ,��"�� ��� ����
�
������� �� ������� ��
�������� ��� �����) �� ���������� ����������� ��
������� ������ ��
 ������� ������ "��� ���� �����
���� ��� ���
������� ����
���� ������ ����
����� "�����
 � ��
������� �� ������� �
 ��� 2���
"���
�������� ������ �� �
����� �� � ������ +�
����� "��� ,��"� ����
������� ����
�������� �� ������� ������ 1�� 
��
�������+� '%5 �� ���
���
� � ������ �����
����
 ���������
�� ��������� "��
� ����
�������� �� �� ������� ������ 
2�
 ���� 
����� �� �� �
����� ��" ��
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�������+� '%5 ��� �� ���� ��
��������� � ��,������� ��� 02! ���
� 1��� "� ������� ��� 
��
�������+�
'%5 �� � ���������� ���� ������� ����
���� 1�� ����� �� ����������� ���
��,������� �� �� ��� ��� 
��
�������+� '%5 �� ����� "���� 
������ ���� ��
��
������� ���
� ��������� �) ������� #�7!( 1�� 
��
�������+� '%5 �� ����
���
��� ��
 ������������� 
������ "� ������� ����� �������������� ��� �
�����
� ������� ���� ��
 "���� ��� 02! ���
� �� ��������������) �����+���� :�
��
���
 ���" ��" �9��� p�+����� ��� �� ��������� �) � ��
�������� �
����
��
�� "���� �� ��������������) �������� ��
 ����
) ������)��� A��� �� ��
1�
"������
 #�44�( ��� ��
+��� �� �� #�444(� ��� ����� �� ��� �������������� ��
�� ������ ���
 �������) ��
 ����� =�"�+�
� ��
 ������� �� ��
� ����
��� ��
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�������+� ��,������� ������� ��
� ��
,�
�� �
���
�
) ����
���)��� ��� ������� ������� ����"� ��
 ����
�� ���������� ��� ������ ��
��
,�
 ������ �
�/������� ��
���
� ��,��"� ������)�� ����� �� ������� ��
������ �� �9�
� ������������� ���� 1��� �� � ��
,�� ���
�+����� ����
��
�� �� 1�
"������
 #�44�( ��� ��
+��� �� �� #�444( ����� ������ ��
,�

������)��� �
� �������) ����
+�� �������� �� �� ��� �������� ����������
������)��� ���� �
� ����
+��� ��� �9���� ��
 
�
��) ��������� ���� ����� �����
������ �� 
����+�� ������������) 1���� �� ���� ������)�� ����� ����)�
���� ��� ������)��� ���������� � ��+�
���� ��� ����) ����
+�� ��� ��������
��� 
��
�������+� �������� ������ �� ��� ����)���� ��) ���� ���
����� �����
��� 1����� �� �� #<��	( 

� � ��� 
���� ��� ����������� 
������

1�� ��
���� �� ���� ������� �� �� ���� �� � ��
���� #�����( ��
�������

����� ��
���
� ��� ������� ����� τ ���B�
 �������� τ  1�� 
����� �� ����
���
�� ��
����C�� �� � ���� ����
+�� [0, 1] �� ��
�� �� ������� �
 ��)����� ���
�������� 1�� �)�������� ������� �
����� �� ����
��� ��

H0 : τ /∈ [0, 1],
H1 : τ ∈ [0, 1].

1� ��+�������� ����� � ������ �� m ����+������ "��� ������)���
Y = (Y1, . . . , Ym) �� ������� ��
 ���� ����+����� !�' �� 
������
�� �� �
�����
 �� ��
,�
� "��� ��������� 0 ≤ x1 < . . . < xK ≤ 1 0��
h2v−1 = (h2v−1,k)

K
k=1 ��� h2v = (h2v,k)

K
k=1 �� ��� �"� ���������� ������)���

�� ����+����� v ��� h = (hi)
n
i=1 ��� ���������� �� ��� n = 2m ������)��� 

�� ����
��� ������� �� ����� ����
�����)� (h2v−1, h2v) �� ��� ,��"� ��
 v ���

����
 ��� �������� ���������� �����)�� gv :
��� g = (g1, . . . , gm) ��
 ���
���������� �� ��� �������� ���������� �����)��� 7���� �� ��
,�
 ���� g ���
������)��� Y "� ������� � ���� ��������� Z(x) ��
 ��� ����� "��� ���� H0

+�
��� Hx
1 :′ τ = x′ ��� 
�8��� H0 "��� Z(x) �� ��
�� 1���

Z��� = max
0≤x≤1

Z(x)

�� � ������ ���� ��������� ��
 ������� H0 +�
��� H1� "��� ��
�� +����� �� Z���

������� �� 
�8������ �� H0 '���
����+��)� "� ��) �������� ��� ������� �����
�� τ̂ = arg max0≤x≤1 Z(x) ��� ������� �� ���������� ��������� 
����� 

1�� ���� ��������� Z(x) ������ �� ��
�� "��� �������� ����+������� �
 �����
+������ "��� /���������+� ������)��� ���������� �������� ���� �� ���
� !�'
�
���� x ��
� ����� ���� �9������ �) ������ 1��� �� �� ����� ����
 Hx

1 � ���

@



������� ��
������� �� ���
������ �� ����� +������) �� x ��"� �� ��� �������
��
�������� �� ��� ������ 
1� ���� ���� "� ����� ��� 
��
�������+� ��,�������

L(x; ξ) = Px(g|Y ) #�(

�� �����)�� ���� ��+�� ������)���� "��
� Px �� �
��������) ���������� ����

Hx

1  7) ������������ �� Y "� ���*� ���� �� ,��" ��� �������� ����������
�� ���� �� �� �� � �������� �� Y ���) 1��� �� �� ��+������� ����� ��� ��������
������ �� ����� ��,��"� �� �
������� ��� � � D
��� ��� 1����� #<���( 
'�� �������� ��
�����
� ���� ��+��+� 
������������� ��������� ����������
�
�"�� ��� �����
���� �� ��� ������� �
� ��������� �� ξ '������� ξ ��
,��"� �
 ��� �� �� ��
��
� 
��������� +����� �� ���� ��������� "� ��� ��� 02!
���
�

Z(x) = log10 0%(x) = log10

L(x)

L(∞)
, 0 ≤ x ≤ 1. #<(

=�
� L(∞) ������� ��� 
��
�������+� ��,������� ����
 H0� ����� ���� τ ��

���
��� �� �����,�� �� [0, 1]� �9�
����� ��
����) �� τ = ∞ =���� Z(x) ��
��� ����� ����
���� �� ��� ��,������� 
���� 0%(x) �������� "��� ������� H0

������� Hx
1  

1� ������ ��� ����������� ����������� �� �� ����
+�� ��9���� 02! ���
�
Z��� = z���� "� ��� ��
�������� ������� 5�+�� ��) ��
�������� γ ��
{1, . . . , m}� ��� Z���,γ �� ��� ��9���� 02! ���
� ����� �� � 
��
�������+�
��,������� Px(g|Y γ)� "��
� Y γ = (Yγ(1), . . . , Yγ(m)) �� ��� ������)�� +����

��
����� ����
���� �� γ 1�� p�+���� ����� �� Q 
������) ������ ��
���
������� γ1, . . . , γQ �� ���� ���� α(z���)� "��
�

α(z) =
1

Q

Q∑
i=1

I(Z���,γi
≥ z) #	(

��� I(D) �� ��� ��������
 �������� �� ��� �+��� D 

� � ������������� ����� ������� !����

1�� ��,������� ���� "� �
����� ������� ���������� ���"��� ��� ����� ���
��
��������� �) ����� �� �� '%5 ��

����� ��
 ����
�������� 1�� '%5
������ ��� ��������) �
�� ����)*� ����
����� ���, ����� ��� ������
 ����
�
����� 1��� ��+�� �� ��� ,������ 
�������� �� ����)*� ��
��������� ��� ����
� ����� ��
 ��� ������������ �� �
��
 �� ������� ��� ��,������� ��� 02!
���
�� "� "��� ��� �+�
 ��� ����������� ���������� "��� ���� "��� x ∈ [0, 1] 

�



1� ���� ���� �������
 ��� �+��+����� �� � ������� #�����( ���������� ��
���
G �����+�
������� ����
������ ���������� �� Nt �������� �
 Nt/2 ����+������
t ����
������ ���� t = 0, 1, . . . , G 1�� ��

��� ��C� �� ��� ���������� ��
N/2 = N0/2 ��� G �� ��� ������
 ����
����� ' ������� ������� ��������
����

�� t = GM ����
������ ��� �� ��� ��
������� �� �� ��,��"� ����� τ
�� ��� ������ 1�� ������� ����
��� �� ����� +������) �� τ ��� ��
��� �����
�
����� ���� �� ���� NMt ��
�������� ��+� ��� ������� ��� ������� �������
������ B �� 5���
����� t� "��
��� ��� 
�������� NUt = Nt −NMt ���������
��
�������� ��+� ��� ��
��� ������ b 1�� ��

��� �����
� �� ������� ���
��������� ��
�������� �
� NM = NM0 ��� NU = NU0 
�������+��) ��

��������� ��
 �� �9����������) �
�"��� �����������

Nt = N exp(−κt),
NMt = NM exp(−κM t),

#@(

"��
� κ > 0 ��� κM = log(NM)/GM /������) ��� 
��� �� �9��������� �
�"��
��
 ����
����� 

:� "��� ������ ���� NM ��� GM #��� ����� ���� N ��� G( �
� ��
�� 1���
��� ��������) �� x �� ���+�������) ���
�9������ �) � ����������� �
�� T (x)
D������ #�4E<���( 1�� ����������� �
�� +�
��� "��� x ��� �� 
���������
����� ��� ��� "���� ���������� A = {T (x); 0 ≤ x ≤ 1} �� 
���

�� �� �� ��
������
�� 
������������ �
��� #'%5(� ��� � � =����� #�4E	( ��� 5
�.���
��� $�
8�
�� #�44
( 

$����
��� ���� ���,"�
�� ��� �����������) �� ����� �� GM ����
������� "�
��� N(t) = NGM t� NM(t) = NM,GM t ��� NU(t) = N(t) − NM(t)� �� ��� ��C��
�� ��� ������ ������� ��� ��������� ����������� �� ��
�������� �� ��� ��"
���� ������ 0 ≤ t ≤ T = G/GM  

����
� � ���"� �� '%5 ��
 n = 13 ��
�������� ��
 � ������� ����� ��
τ = 0.36� ��� �������� ��

)��� ��� �������� �
� ��
,�� �� ������ �
�) 
�����"��� 5
�.��� ��� $�
8�
�� #�44
(� "� ����� ��� '%5 �� � �
�����
�� ���� 
����
 ���� ����� ��� ��
������� :� "
��� �� �� � ���� �����
������� $�
,�+ �
����� A = {A(t); 0 ≤ t ≤ T}� "��
� A(t) ����
���� ���
������
) ��
��� [0, 1] �� ��� ��+�� ������ �� n ��
�������� �� ���� t '� t
���
������ A(t) ��,� 8���� �� ����
��� ������ �� ���� ��� �� ����������� �


������������ �+���� 
3��� +�
��9 ��

������� �� � ���������� �
 
������������ �+��� ��� ���� ����
e �� � ���� �� ������� ���"��� �"� ���� �+���� :����+�
 � 
������������
�+��� ����
�� ��� 
������������ ����� x �� ��
,�� "��� �� �

�" �� ��� +�
��9
�� ��� �
��� 1�� ��
����� ����������� �
�� T (x′) �� x′ �� �������� �
�� A
�) �����"��� ��� n �������� �� ���� � ���� "����+�
 � 
������������ +�
��9
��
,�� x �� ������� ��,� ��� ���� ���� �� x′ < x ��� ��� 
���� ���� �� x′ ≥ x 

�



����
� �F '�����
�� 
������������ �
��� ��
 n = 13 ��
�������� 0�������

��

)��� ��� ��������� ���������� �� τ = 0.36� �
� ������)�� "��� ������

�
�) ����� Ms = {7, . . . , 11} �� ��� ������� ������� ��
��������� "��
���

��� ����
 E ������� ��
�������� �� ��� ��

) ��� �������� 1�� ����������

�� ��� 
���� �����
�� ���� ���,"�
�� �
�� ����)*� ������ ����� ��� ������


����
����� 

1� ������� ����
�������� �� ��� ����)��� ��� ���������� �� ����� ���� �"�
�������������� M ��� U � "���� �
� ��� ����� �� ������� ��� ���������

��
�������� 
�������+��)� �� ��� ���� ���	�
 0 ≤ t ≤ T  :
��� e
t∈ M ��

�������� ���� ��� ��
������� �� ������� e �� ���� t �� ������� ������ ����
��� ��
�������� �� e ������ �� ��� ���� �������������� ������ e ��������
��� ������� ��
������� �� ���� TM = GM/GM = 1 �� ���� ���� "� ��)

��+� e
t∈M ��
 t ≤ TM ��� e

t∈ U ��
 t > TM  

1�� �)������ �� ��� '%5 ����
 Hx
1 �� ����
���� �) � :
����������
 �����

�� 
�+�
��� #��� 
�������( ����� "��� +�
)��� ���������� ��C� 1��� ��� N(·)�
NM(·) ��� NU(·) �
� �������
�� �9�� ��� �������������� �� ��� ���������
���������� �� ��
�� �� ��� ���� ������� �"� ��������� ����� �� ���� t ��������
�� 
���

μU(t) = GM/NU(t), 0 ≤ t ≤ T,

���������� ��
 ���� ���� �� ������� �� �) � �����
 GM  1"� ������� �����






�������� �� 
���

μM(t) =

{
GM log(1/(1 − 1/NM(t))), 0 ≤ t < TM ,
∞, t = TM .

����� NM(t) = 0 ��
 t > TM � μM(t) �� ���� �������� :� ��� μM(TM) = ∞
�� ����
��� ��
����) ���� ��� 
�������� ������� ����� ��+� �� �������� ��
���� TM  ������ ���� μM(t) ≈ GM/NM(t) "��� NM(t) �� ��
�� =�"�+�
� "�
������ ��� ���� ���
�9������� ��
 t ����� �� TM � ����� ���� NM (t) �� ����� 
������� "� �����C� ���� ��� �
��������) �� �� ����������� ��
 ����
����� ��
(1 − 1/NM(t))� ��,� ��� ����
���� ��� ������ ���� �� ��� � 
���� ��� �����)
����� �� ��� 
��� �) � �����
 GM  

1� ����
��� ��� �+��+����� �� ��� '%5 �� ����� "� ��� n(t) �� ��� �����
 ��
�������� #�����( �� ���� t� �� ���� n = n(0) �� ��� �����
 �� ������� ��
��
������� 3��� �����������B
������������ �+��� ���
�����B���
����� n(t) �)
��� 0�� nM(t) ��� nU(t) = n(t) − nM (t) �� ��� �����
 �� ������� ���
��������� �������� �� ���� t� "��� nM = nM (0) ��� nU = nU(0) 

'����� ���� 
������������� ����
 "��� �
��������) r ��
 ��
������� ���
����
����� ����� ��� ��
������� 
����� �� ����
��� �� �)������) +�
) ������
�� �� r ��
 ���� 
������ "� ��� ��� 
������� 
������������ 
���

ρ = GMr


����
 ���� r 5�+�� ���� � 
������������ ����
�� �� ��� ������) π �� [0, 1]�
"��
� π ≡ 1 �� �����
� �� [0, 1] �� ������� �������� ����� ��� ��
�������
�� ���� =�"�+�
� π(·) ����� +�
��� "��� ��)����� �������� �� ����� �� 
�G���
+�
)��� 
������������ 
��� �
 
������������ ��������� 

�� ��
 ��������� �� �� ����
�������� ��

����� '%5� "� ��
����C� ��� ����
��
����� ���� �������������� M ��� U ��� �� ���
������� �) �����+�����
8���� �� ��� '%5 �� ���� t ���� ���
 ������
���F

� &���������� ���"��� �"� ������� ����� �� 
���
(

nM (t)
2

)
μM(t) 5�+��

���� �� �+���� ������ �����
��) � ���
 e1, e2
t∈ M �� �������� �����

���
(

nM (t)
2

)
�������� ��
 ��� ��������� ���� e "� ��� e

t∈ M �� ����

nM(t+) = nM(t−) − 1 ��� nU(t+) = nU(t−) 

< &���������� ���"��� �"� ��������� ����� �� 
���
(

nU (t)
2

)
μU(t) 5�+��

���� �� �+���� ������ �����
��) � ���
 e1, e2
t∈ U ����� ���

(
nU (t)

2

)
�������� ��
 ��� ��������� ���� e "� ��� e

t∈ U �� ���� nU(t+) =
nU(t−) − 1 ��� nM(t+) = nM(t−) 

E



	 ' ������� ��
������� 
��������� �� 
��� nM(t)ρ 5�+�� ���� ��

�+���� ������ �����
��) e
t∈ M ����� ��� nM(t) ������� ����� ���


������������ ����� x ∼ π 0�� e1 ��� e2 �� ��� �"� ��
����� ����� �� e
"���� ��+� ������ �� ����
��� [0, x) ��� [x, 1] 
�������+��) �� e 1���

P (e1
t∈M |e t∈M) =

{
p(t), x < τ,
1, x ≥ τ.

���

P (e2
t∈M |e t∈M) =

{
1, x < τ,
p(t), x ≥ τ,

"��
� p(t) = NM(t)/N(t) �� ��� �
���
���� �� ������� ��
��������
�� ��� ���������� �� ���� t =���� nM(t+) = nM(t−) + 1� nU(t+) =
nU(t−) "��� �
��������) p(t) ��� nM(t+) = nM(t−)� nU (t+) = nU(t−)+
1 "��� �
��������) 1 − p(t) 

@ '� ��������� ��
������� 
��������� �� 
��� nU(t)ρ 5�+�� ���� ��

�+���� ������ �����
��) e
t∈ U ����� ��� nU(t) ��������� ����� ���


������������ ����� x ∼ π 0�� e1 ��� e2 �� ��� �"� ��
����� ����� �� e
"���� ��+� ������ �� ����
��� [0, x) ��� [x, 1] 
�������+��) �� e 1���

P (e1
t∈M |e t∈ U) =

{
p(t), x < τ,
0, x ≥ τ.

���

P (e2
t∈M |e t∈ U) =

{
0, x < τ,
p(t), x ≥ τ.

=���� nM(t+) = nM(t−) + 1� nU(t+) = nU (t−) "��� �
��������) p(t)
��� nM (t+) = nM(t−)� nU(t+) = nU(t−)+1 "��� �
��������) 1−p(t) 

1�� ������� ����� �� A(0) �� ��� '%5 �� ����
����� �) ��� ��� �� nM �������

������ ��
��������� "���� "� ������ �)

Ms = {i; 1 ≤ i ≤ n ��� i ∈M}.

1�� ��
���
 �+��+����� �� A ����
 Hx
1 �� �� ���� T �� ����) ����
�����

�) ��� ���
 ,���� �� �
�������� �+���� ����
���� ���+� '� ���� t = T =
G/GM � ��� e′1, . . . , e

′
n′ ������ ��� ����� �� A� �����
�� �
�� ���� �� 
���� 

:� ����, �� ����� ����� �� n′ ������
 ��
�������� "���� ������� ����
���
�� ���
������B���� �
����� ��"� �� ��� �
����� ����
������ ��� �������)
������� 0�� h′j = (h′j1, . . . , h

′
jK) ������ ��� ������)�� �� ��� j�� ������


��
������� ��� h′ = (h′1, . . . , h
′
n′) ��� ���������� �� ��� ������
 ������)��� 

4



1�� ����
������� �� A ����
 H0 �� �/��+����� �� ������� NM(·) ≡ 0 ���+��
� � Ms = ∅� p(t) ≡ 0 ��� nM(t) ≡ 0 

$�������� ���� �
� �������+��) ����
�� ��� ��+� �� ��G����� �� ��� ������)��
��� �� ���������� ����� ��� ����� �� ��� '%5 �� �����"�F '����� ��������
�
��������) uk ��
 ����
����� ��� ��
������� �� ����� xk ��� ��� θk =
GMuk 1��� ��������� �
� ���������� ����� ��� ����� �� T (x1), . . . , T (xK)
����
���� �� K ����������� 6������ �
������� "��� ����������� θ1, . . . , θK  ��
��������� ��� ����� ����� �� ������� ��� �
�������� �
����������� ���"��� �������
���� �� ������ �� ���� ��
,�
 ����� 

" ������������� ��
�	�����

�� �
��
 �� ��+� �� �9�
������ ��
 ��� 
��
�������+� ��,������� #�(� "� ����,
�� h �������� �) ���
������� ������)��� h′ �� ��� ������
 ����
����� �� ���
��
,�
 ���� ����
���� �� A� ����
������� �) ����
�� ��������� 1��� "�
"
��� ��

L(x) =
∑

h,h′,A,Ms

P (g|h)P (h|A,h′)P (h′|n′)Px(A|Ms)P (Ms|Y ). #�(

1�� ��
� Px(A|Ms) �� ��� �
��������) �� ��� '%5 "��� ������� ��������� Ms

���

P (g|h) =
m∏

v=1

P (gv|h2v−1, h2v) =
m∏

v=1

1{gv∼(h2v−1,h2v)},

"��
� gv ∼ (h2v−1, h2v) ����� ���� ��� �����)��� �� v �� ��� K ���� �
�
���������� "��� ��� ��

��������� ������)�� +����
� 

1�� ��
� P (Ms|Y ) �� #�( ���) ������� �� ������� ����� ��
�����
� �� ���
������� !���� �����
���� ��
�����
�

ψvj = P (Yv|v ��� j ������� ������� B),

v = 1, . . . , m� j = 0, 1, 2� ��� ��� pj �� ��� �
��������) ���� � 
������)
������� �����)�� �� ���� � ��� j B�������� &���������� �� Y � ��� ��������
������ ��������
� (2v − 1 ∈Ms, 2v ∈Ms)

m
v=1 �
� ����������� ���
� �� ����
)


����� +�
������� �� ����

P (Ms|Y ) =
m∏

v=1

P (Ms ∩ {2v − 1, 2v}|Yv) #�(

��



"���
P (2v − 1 ∈Ms, 2v ∈Ms|Yv) = ψv2p2/Sv

P (2v − 1 /∈Ms, 2v ∈Ms|Yv) = ψv1p1/(2Sv)
P (2v − 1 ∈Ms, 2v /∈Ms|Yv) = ψv1p1/(2Sv)
P (2v − 1 /∈Ms, 2v /∈Ms|Yv) = ψv0p0/Sv

#
(

��� Sv = ψv0p0+ψv1p1+ψv2p2 �� ����
�� "� ��+� ��� �����
���� p2+0.5p1 =
p� "��
� p = p(0) = NM/N �� ��� ������� ������ �
�/����) ;���
 =�
�)�
:�����
� �/�����
��� p0 = (1 − p)2� p1 = 2p(1 − p) ��� p2 = p2 
0�� f ������ �
�/������� �� ������
 ������)��� ������ �+�
 ��
,�
 ����
x1, . . . , xK  '������� ������
 ������)��� �
� ����������� "� ���

P (h′|n′) =
n′∏

j=1

f(h′j). #E(

0�� A(T ) �� ��� ����� �� ��� '%5 �� ���� T  �� ��

��� ����
������ �����
"���� ������
� ���� ��+� ���
������ ��
������� �������� ��"� �� ���
������ 1�� ����
������ ���� A(T ) ��

��� ����� ���
������� �� ��
,�

���� x1, . . . , xK ��� �� 
��
������� �� � ������������� �� Ω = {1, . . . , n} ×
{1, . . . , K} ���� n′ ���8���� ���� D1, . . . , Dn′� "��
� (i, k) ∈ Dj �- e′j �� ���

����
�� �� i �� ����� xk ����
� < ������)� ��� ������������� {Dj}n′
j=1 ��
�


��������� �� ��� '%5 �� ����
� � ��������� �) ������� #�7!( 
�����+� ��
��� ������
 ���������� �� ������ �� ���� ��� ������� hik� (i, k) ∈ Dj �
� �7! 
��
���
� ��� Ej �� ��� �
�8������ �� Dj ���� {1, . . . , K}� � � ��� ��� �� k
���� ���� e′j �� ������
�� �� �� ����� ��� ��
������� i �� ����� xk :
���
hC = {hik, (i, k) ∈ C} ��
 ��) ������ C ⊂ Ω 1���

P (h|A,h′) =
n′∏

j=1

∏
k∈Ej

P (hDjk
|T (xk), h

′
jk), #4(

"��
� Djk = Dj ∩ ({1, . . . , n} × {k}) �� ��� k�� ������ �� Dj  ������ ����
T (xk) �������� �� � �����
 �� ���8���� ����
��� 3��� ���� ����
�� ��� � 
���
�� e′j ��
 ���� j ���� ���� k ∈ Ej ��� ���+�� �� ��� i ���� ���� (i, k) ∈ Djk 
1�� ��
� P (hDjk

|T (xk), h
′
jk) �� #4( ������� �� ����
�� ��������� �� �����

xk ����� ��� ����
�� �� T (xk) "��� 
��� e′j  

# ����	 
���	�$�������

1�� 
��
�������+� ��,������� #�( �� ����
��� ��� ��+��+�� ��������� �+�
 ���
'%5� ���������� "��� ���� !�� �� ��� ��
�� ����� �� �������� '%5� ���
����������� �� +�
) �������
 �������+�� ��� ��� �� �� ��

��� ��� �) $����

��



����
� <F �7! 
������ ��
 ��� '%5 �� ����
� � 1�� ������� 
����� Dj0

�� ������)�� �� �
�) 1�� �������� �� ��� ������� �������� τ = 0.36� �� "���

�� �� ��
,�
 ���������� x1 = 0, x1 = 0.1, . . . , x11 = 1 �
� ������)�� "���

+�
����� ����� 

&�
�� ������ � �������� ����
���� "���� 
�/��
� ��+�������� �� �.����� ����
����� ����
����� �� A ��+�� g ��� Y � "���� �+���� ����������� ���� �
� ���
���������� "��� ���� '� �� ����
����+� �� $���� &�
��� "� "��� �� ���� ����
���� ������� �������
 ���
�9�������� ��� ����� �������������� ���� ��,�
��� �9��� ����������� �������� :� ������F

� 1�� ������� ���������� �� � ����� �
������ �� ��� ����� ���������� ��
��� ���� ������� � � max0≤t≤TM

p(t) � 1 �� ��
������
 ���� ������� �

�
� ������� ������ p � 1 '� � �����/������ ��" ������� ����� �
�
��+�
 �
����� �� ��� '%5 "��� ����� ���,"�
�� �� ���� ��� nM(·) ��
�������
������ 

�� �� ����������� �� ��������� ��
��������� ����� GM �� ��� ����� ��
�����
���� �� ��� ��C� �� ��� ��������� ���������� 1�� ��
��� �
����

��� ��

∫ T
0 μU(t)dt� 1 

�<



��� ���
 �������) �� ��� ����
�� �� T (τ) "��� nM ������� ����� 1���
��

������� �� μM(t) � 1 ��
 t ∈ [0, TM − ε] ��� ���� ����� ε > 0 
=���� ��� nM ������� ����� �� ����� τ �������� �������������) �� ����
TM  

�+ ������
 ���������� �� ���� �� ������� ��������� � � T = TM  1���
�� �� �
��
 �� �������) ����)��� ��� ������� ���� ��� �� ��� n′ ������

������)��� �� ��� ������� ������� ��
�������� �� ���� nM(T ) = 1 ���
nU(T ) = n′ − 1 

+ 1��
� �� ���,��� �/�����
��� #03( �� ��� ������
 ����������� � � f(h′j) =∏K
k=1 fk(h

′
jk)� j = 1, . . . , n′� "��� fk �������� ������
 ������ �
�/����)

�� ����� xk 

+� '�� ��
,�
� �
� ���������� ��6� "��� ��������� ����

��� ����� ��� �����
�� T (xk) ����
���� �� � $�
,�+ �
����� �� ���������� ���� "��� ������
���) ���
�9 (

−θk θk

θk −θk

)
.

&��������� ���+ �
� ��
���
 ��������� �� ��� �������9 ��
 ��� �9���������
�
�"�� ����� #@( ����
� 	 ���"� �� '%5 "��� 8 ��
��������� ������)���
��� ���
�9�������� 1�� �������������� ��

��������� �� � ������� ����� ��
τ = 0.36 �
� ������)�� 
����� �� �������� �������� ����
� ���� T = TM � ��� ������������� {Dj}n′

j=1

�� Ω ���� ���8���� �7! 
������ ��

��� ��� �������
) ����
������ �� A ��

��������� L(x)� "����+�
 �H+� ���� 1���

P (h|A,h′) = P (h|D1, . . . , Dn′,h′) = P (hDj0
|h′j0)

∏
j �=j0

P (hDj
|h′j) #��(

����
� @ ���"� {Dj}n′
j=1 ��
 ��� '%5 �� ����
� 	� "��
� ��� ������� ��������

�� ������� �� τ = 0.36 1��
� �� ��� �7! 
����� Dj0 �� ������� ��
��������
��� ��� 
�������� n′ − 1 
������ Dj ������� ��������� ��
�������� �����
���
� �
� �� ����������� �+���� �� ��� '%5 "��� t ∈ [0, TM ] ����� ��������
���
���� �� i 
∈Ms� ���� �� ��� 
������ Dj� j 
= j0 �9����� �+�
 ��
� ���� ���
������ 
�" (i, ·) = {i}×{1, . . . , K} =�"�+�
� i ��) ��+� ��+�
�� �������
� ��
��� ������
 ����
����� ��� �� 
������������ �+����� �� ���� ���� (i, ·) ��)
������� ��+�
�� Dj 

�	



����
� 	F '�����
�� 
������������ �
��� ��
 n = 8 ��
�������� �
��

n′ = 16 ������
� $������ �������� �
� ������)�� "��� ������ ����� 

Ms = {4, . . . , 7}� "��
��� ��� ����
 4 ������� ��
�������� �
� ��������� 

1�� ���������� �� ��� 
���� �����
�� ���� ���,"�
�� �
�� ����)*� ������

����� ��� ������
 ����
����� 

�� ��� ��/���� "� �������) �������� �) �������� ����9 j0� "
�����

D = Dj0 ,
h′ = h′j0 = (h′j01, . . . , h

′
j0K)

;���� #��( ��� ������� �+�
 h′
(−j0) = {h′j; j 
= j0}� {Dj; j 
= j0} ��� Ms�

��� ��,������� #�( �������

L(x) =
∑

h,h′,D
P (g|h)P (h|D, h′)f(h′)Px(D|Y ). #��(

1�� 
����� D �� ������� ��
�������� ��� �� ������ �� �����"�F '�����
Hx

1 � "��� xk0 ≤ x < xk0+1 ��
 ���� k0 = 0, 1, 2, . . . , K #:� ��� x0 = −∞
��� xK+1 = ∞ �� ��,� k0 "��� ������ �+�� "��� x < x1 �
 x ≥ xK  ( ��

���� i ∈ Ms� �������
 ��� i�������� �� T (x) �
�� t = 0 ���, �� t = TM  
�� �� � ����� �� ��+�
�� ����� ����� ��� '%5 3��� 8������� ���"��� �"�
���� ����� ��

������� �� � 
������������ �+��� 0�� X−

i ��� X+
i �� ���


������������ ������ �� ��� ���� ��� 
���� �� x ���� �
� ������� �� x #�� ���
�
�
� �� 
������������ ������ �� ��� ���� �� x "� ��� X−

i = −∞ ��� ������
�)
X+

i = ∞ �� ���
� �
� �� 
������������ ������ �� ��� 
���� �� x ( 1���

D = {(i, k) ∈ Ω, i ∈Ms ��� �����
 xk ≥ X−
i ��
 k ≤ k0

�
 xk < X+
i ��
 k ≥ k0 + 1}. #�<(

1��� Px(D|Y ) =
∑

Ms
Px(D|Ms)P (Ms|Y )� ��� ����������� �
��������) ��

��� ������� �7! 
����� D ��+�� ������)���� ��+��+�� ��� ������� �����

�@



����
� @F �7! 
������ ��
 ��� '%5 �� ����
� 	� � � "��� ����� ���
�9����

����� 1�� ������� 
����� Dj0 �� ������)�� �� �
�) ���� ���� �� ����
 �7!


������ �9���� �+�
 ��
� ���� ��� ���� 1�� �������� �� ��� ������� ��������

τ = 0.36� �� "��� �� �� ��
,�
 ���������� x1 = 0, x1 = 0.1, . . . , x11 = 1 �
�

������)�� "��� +�
����� ����� 

��
���� P (Ms|Y ) �� #�(� ��� ��� ������� ����� ��
�����
 x ��� ��� 
�����
�������� ��
�����
� ρ ��� π(·) ��
���� Px(D|Ms) �� #�<( ��� #' <( 1��
��
� f(h′) ������� �� ������
 ������)�� �
�/������� ��� P (h|D, h′) ��+��+��
���� ������
 ������)�� �
�/������� ��� �������� 
��� ��
�����
� 

&��������� +�+� ����)

P (h|D, h′) =
∏

(i,k)∈D

P (hik|h′j0k) ·
∏

(i,k)∈Ω\D
f̃k(hik) #�	(

"��
�

P (hik|h′j0k) = (1 − qk)
{hik=h′

j0k}q
{hik �=h′

j0k
}

k , #�@(

qk = (1 − exp(−2θk))/2 ≈ θk �� ��� �
��������) ���� � ������
 ������ �� ����
t = 1 ������� �� ��� �����
 �� ����� ��"� �� t = 0 ���

f̃k(a) = (1 − qk)fk(a) + qkfk(1 − a), a = 0, 1, #��(

�� ��� ������ �
�/����) �� a �� ����� xk �� ����)*� ����
����� �� θk �� ������
f̃k(a) ≈ fk(a) 

��



% ��� 
���� &���������� ��� �����'�������

7���� �� #��(�#��(� "� "��� ������� ��� ��,������� 
���� 0%(x) ��� ��� �����
������ 02! ���
� #<( 1�� �
�� ���� �� �� ��������� ��� ��,������� #��( "���
x = ∞ ����� P∞(D = ∅|Y ) = 1� "� ���

L(∞) =
∑

hP (g|h)
∏

(i,k)∈Ω f̃k(hik)

= ng ·
∏

(i,k)∈Ω f̃k(hik),
#��(

"��
� ng = |{h; h ∼ g}| �� ��� �����
 �� ������)�� ������
������ ����������
"��� �����)�� ����� � � ��� �����
 �� h ���� ���� P (g|h) = 1 �� ��� ����
���� �� #��( "� ���� ����

∏
(i,k)∈Ω f̃k(hik) �� ��� ���� ��
 ��) h ∼ g 

1�,��� ��� 
���� �� #��( ��� #��( "� ���

0%(x) =
∑
h′,D

0%(h′, D)f(h′)Px(D|Y ), #�
(

"��
� 0%(h′, D) = P (g|h′, D)/
(
ng
∏

(i,k)∈Ω f̃k(hik)
)

�� ��� ��,������� 
����

�������� "��� ������������ �� ������� ���� (h′, D) �� ��
�� ��� ���� � +�
)
�9������ �9�
������ ��
 0%(h′, D) ��� �� �������� 1� ���� ���� ���
�����
H ⊂ Ω �� ��� ��� ��� �� ����
�C)���� ����� (i, k)� � � 

H = ∪K
k=1 ∪m

v=1 Hvk,

"��
� Hvk �� ����) �� gvk �� ����C)���� #h2v−1,k = h2v,k( ��� Hvk =
{(2v − 1, k), (2v, k)} �� gvk �� ����
�C)���� #h2v−1,k 
= h2v,k( 1�� �9�
���
���� ��
 0%(h′, D) �� �������� �) ��,��� ��� 
���� �� ��� 
��������� �����
�� #�	( ��� #��( ��� ������� �+�
 ��� h ∼ g 1��� ��� ��+��+�� �"�����
��� ������� ������������) �� ��� ����
�C)���� �����)���� � � �"������� �������
"����� ���� �������) Hvk� )������� ng = 2|H|/2 ��
�� 1�� ����
�������
�� 0%(h′, D) �� ����������� ��
 ��� �����)��� gvk ��� ������� �� C)����
��) �� gvk �� "��� �� ��" {(2v − 1, k), (2v, k)} ����
����� "��� D 0�� Hk

������� �� ����� ����
�C)���� ����� ���� ������ �� ��� k�� ������ �� D ���
��� ���������� ���� #� � � ��� �����
 �� ��� ���� Hvk( ���� ��� 1���
��� k�� ������ �� D ��� nkH + nk0 + nk1 ��������� "��
� nkH = |Hk|�
nk0 = |{i; (i, k) ∈ D \Hk, hik = 0}| ��� nk1 = |{i; (i, k) ∈ D \Hk, hik = 1}|
���

0%(h′, D) =
∏K

k=1

((
P (0|h′j0k)/f̃k(0)

)nk0
(
P (1|h′j0k)/f̃k(1)

)nk1

·
(
0.5P (0|h′j0k)/f̃k(0) + 0.5P (1|h′j0k)/f̃k(1)

)nkH
)
.

#�E(

��



����
� �F '� �9����� �� ��
,�
 ������)��� ��
 ��� ������ �� ����
� 	 ��� @�

�� ������
���H � ��� ��� �� ����
�C)���� ������ ��� Hk� ��� ����
������� ���"���

D = Dj0 ��� ������ k �� H  1�� ������� 
����� D �� ������)�� �� �
�) #����

���� � �������� ����� �� ��+� ��,�� ����� �� ��
,�
 3 �� ��
������� 5( 

1�� ��� �� ����
�C)���� ������ H � �� ��� ����� �� ��� ��
,�� ��9�� ��
 ����

��
,�
 1 ≤ k ≤ K� ��� ��� Hk �������� �� ����� ��
�������� �� ����
�C)����

����� ���� ������ �� ��� k�� ������ �� D� ��� "��
� ��� ���������� ���� ����

��� 1��� �� ���� �9����� H1 = ∅� H2 = {7}� H3 = {7}� H4 = {4, 7}�

H5 = {4, 5, 7}� H6 = {5}� H7 = {4, 5, 7}� H8 = {4}� H9 = ∅� H10 = {5}�

H11 = {5} ��
���
 �� �����"� ���� n3H = 1� n30 = 1 ��� n31 = 2� ��� 

�




"���� �
� �������
 �������+�� ��� ���� ���� �� ���� #�
( 

��� �����	�����
 �� �����
� �����	��
�

�� ���� ���
���� "� ��� ��� D �� #�
( ��� "
���

0%(x) =
∑
h′

0%(x; h′)f(h′), #�4(

"��
� 0%(x; h′) = Px(g|h′,Y )/
(
ng
∏

(i,k)∈Ω f̃k(hik)
)

�� ��� ��,������� 
����

"��� ������������ �� ������� ���� h′ 0�� Rv = D ∩ ({2v − 1, 2v} ×
{1, . . . , K}) ������ ��� ��� �� ������� ����� (i, k) ��
 ����+����� v 1���
#�
(�#�E( ����)

0%(x; h′) =
m∏

v=1

∑
Rv

0%(h′, Rv)Px(Rv|Yv) #<�(

"��
� 0%(h′;Rv) �� ��� ��,������� 
���� �������� "��� ������������ �� ����
��� ���� (h′, Rv)� � � 
�������� D �) Rv �� #�E( 1�� �
����� ����� �� ����
������������) �� h′ ��� Y � ��� 
�"� �� g �
� ����������� ��� ����� 0% ���
�� "
����� �� � �
����� �� m ��
�� �� �� ���"� �� ��� �������9 ���� ����
��
� �� ��� ����
 �
����� ��� �� ���������� "��� O(K) ���
������� ����� �

���
��+� =����� $�
,�+ $���� #=$$( ����
���� =���� ��� ����� ����
���9��) �� O(mK2K) ��
 �+�������� 0%(x) 1��� �� � ��
,�� ���
�+�����
�+�
 ��
��� ��������� �+�
 h′ ��� D� ��� ����� ����������� ��
 ��
�� K ��

��
�� K� "� ��) ��� � ������� "����" �� l < K ��
,�
 ���� 1�� "����"
"���� l �� ������ �� ��,� ��� ������������� ������9��) O(ml2lK) �������� 
1� ������ p�+����� ��
 ��� ����� � ��
�������� ����
���� "�� �
������ ��
#	( �� ����
�� ��
�������� ����� �
� +�
) ��������������) �������+�� "����
�����
��� ����
 �
������� ������������) ��
 ����� ���� �
� ��
���) ��������
�������) ���������� ���� �� ��
� �� ��� ����
�� �������� ��� ���� /������)
���� �� ���������� ��
 ���� �� ��� Q 
����� ��
���������� "���� "����
��+� ������������� ������9��) O(mK2KQ) ����� Q ���� �� ��
��� �)���
����) ���� �
 ����
��� �� ���������� ���� �� ��� �������� =�"�+�
� �� ���
���� �� ����
) ������)���� "� �
����� � �
�����
� ��
 ��� ��
�������� �����
��� "���� 
����� ��� ������������� ������ 1�� ����
���� �9������ ����∑

Rv
0%(h′, Rv)Px(Rv|Yγ(v)) �� ��� ���� ��
 ��� ��
��������� "��
� Yγ(v) = 1�

��� ������
�) ��
 ��� ��
��������� "��
� Yγ(v) = 0 1���� ��
 ���� ����+����� v
��� =$$ ���� ���) �� ���������� �"���� �� ������

∑
Rv

0%(h′, Rv)Px(Rv|Yv =
1) ���

∑
Rv

0%(h′, Rv)Px(Rv|Yv = 0) 
�������+��) 
1� ������ p�+����� ��� ��������� �+�
 h′ ��� �������������� �+�
 v �� #�4(
��� #<�( ���� �� ��

��� ��� ��
 ���� �� ��� Q ��
��������� 1�� �����

�E



������9��) �� ���� O(m2K(2K + Q)) ����� �)������) Q >> K ��� �����
������9��) ��������� ��
�������� ������� �� O(m2KQ) 

1� �������� Zmax� 02! ���
� �� ���������� �� ��+�
�� ��������� x̃i, i =
1, . . . , Nx "����� ��� ����
+�� [0, 1]� ��� Zmax = maxi=1,...,Nx Z(x̃i) '�
02! ���
� �� ���������� ����
����) �� ���� ��������� ��� ����� ������9��)
�� O(m2KQNx) 

��� �����	�����
 �� ��� �

����

�� ���� ���
���� "� ��� ��� h′ �� #�
( ��� "
���

0%(x) =
∑
D

0%(D)Px(D|Y ), #<�(

"��
� 0%(D) = P (g|D)/
(
ng
∏

(i,k)∈Ω f̃k(hik)
)

�� ��� ��,������� 
���� ��������
"��� ������������ �� ������� ���� D 1��� )�����

0%(D) =
∏K

k=1

(
ankH

k ((1 − qk)/f̃k(0))nk0(qk/f̃k(1))nk1fk(0)

+bnkH
k (qk/f̃k(0))nk0((1 − qk)/f̃k(1))nk1fk(1)

)
,

#<<(

"��
� ak = 0.5(1 − qk)/f̃k(0) + 0.5qk/f̃k(1) ��� ������
�)
bk = 0.5qk/f̃k(0) + 0.5(1 − qk)/f̃k(1) 

�� ��� �������9� "� ����
��� � =$$ ����
���� ��
 �+�������� #<�( "���
������9��) O(K22m) 1��� �� ����������� ��
 ��� ��� +�
) ����� m� �� "�
�
����� ����� � ������ ��,�������

60(x) =
∏

V ∈V
L(x;V ), #<	(

"��
� L(x;V ) �� ��� 
��
�������+� ��,������� ����� ���) ����+������ �
��
V ⊂ {1, . . . , m} ��� V � ��+�� ���������� �� ������� V  1�� ������ ��,��
������ 
���� ��� ������ 02! ���
� �������� �
�� #<	( �
�

60%(x) =
∏

V ∈V
0%(x;V )

���
6>(x) = 1

|V| log10(60%(x))

= 1
|V|
∑

V ∈V Z(x;V ).

��
 ��������� �� V �������� ��� ������� �� {1, . . . , m} �� ��C� m0� "� ��� ����
���������� ������9��) O(Kmm022m0)� "����� ��
 +����� �� m �� �
�������
����
���� �� �������� ��
 m0 �� ���� < 

�4



:��� � ��
�������� ���� �� ���� �� ��������� ��� p�+����� ��� �
�����
�
"���� �� ����
�� 
�/��
� O(Kmm022m0Q) ���
������ ��
 ��� 602! ���
� 
��
 m0 = 2 ���� �� O(Km224Q) = O(Km2Q) =�"�+�
� ��
 ����
) ������
�)��� �� �-����+� ����
���� ��� �� ��+������� 8��� �� ��
 ��� 02! ���
� 
1�� ����� �� ���� ����
���� �� ���� 0%(x;V ) =

∑
DV

0%(DV )Px(DV |Y V ) ��
�������� ��
 ��� ��
��������� "��� ��� ���� Y V  =�
� DV �� �������� ��

"���� ��
,�
� ���� �
� ����
���� �7! #�
�� ��� ������� ������
( ��
 ���
����+������ ������ ������ V  '� V �������� �� ������� �� ��C� <� Y V ���
��,� ���) ���
 �������� +������ Y V = (0 0)� Y V = (0 1)� Y V = (1 0) �

Y V = (1 1) 1��� 0%(x;V ) ���� �� ���������� ��
 ���� �� ����� ���
 ������
��� ��
 ���� ��
�������� ���) ��� �������������� �+�
 ��� ������� �� V 
��
����� 1�� ������9��) �� ���� O(m2(4K24 +Q)) ����� �)������) Q� 26K
��� ������9��) ������� O(m2Q) 1� �������� 6>���� 602! ���
� �� ����
������� �� ��+�
�� ��������� x̃i, i = 1, . . . , Nx "����� ��� ����
+�� [0, 1]� ���
6>��� = maxi=1,...,Nx 6>(x̃i) '� ��� 602! ���
� �� ���������� ����
����) ��
���� ��������� ��� ����� ������9��) �� O(m2QNx) 

��� ���	���


1�� ����
����� ��
 ���������� ��� ����������� �� ��� 02! ��� 602! ���
��
��+� ���� ����� �� $����� 1�� ����
������ "��� ������� �������������� �
�
�+������� ����
 
�/���� �
�� ��� �����
� 

( 
���	����� �����

1� �+������ ��� ��
��
����� �� ��� �
������ 02! ��� 602! ���
��� � �����
���������� ����) �� �
������� 
'� �
�+�����) ������� ���� ��� 
��
�������+� '%5 �� � ��"�
��� ���� ��
 �����
������ �� ���������
�� ������� ��
 � �
���
���� �����
 �� ����� ��� ����
����
��� ���������� ������ ��
 ���� �� � ��
���*� �"� ������� �� ��� ������� �����
�� ��������� ����������� �� ��� ��
���*� ������� ������� ����
���� �� #�( 7)
���������� �� ��� ���
 ��-�
��� �+���� �H@ �� 6��� E� ����
������� �) ����
�
�� ���������� ��� ��
,�
 ������� �
� �������� 1�� �����"��� �����������
�
� �������� ����
 ��� �������������� #�(H#+�( �� ������� � 
'� �� �9����� �� � �������) ���� ������� ������ "� ������� ��
 �������
����� "��� ������������+� �����
���� ��� ����
) ������)�� :��� �����)��

�����+� 
��, 
���� λ� "� ��+� ψ1/ψ0 = ψ2/ψ1 = λ� "��
� ψj �� ��� �
��������)
���� �� ����+����� "��� j ������� ������� ������� �-����� #1��� ψvj = ψj

��
 ��� ����� #Yv = 1( ��� ψvj = 1 − ψj ��
 ��� ����
��� #Yv = 0( ( ��
�
���
 =: �/�����
��� "�� �������� � � �����)�� �
�/������� p0 = (1 − p)2�

<�



p1 = 2p(1 − p) ��� p2 = p2 1�� ��
,�
� "�
� �/�������� �� ��� ����
+��
[0, 1] #"��� x1 = 0, . . . , xK = 1(� "��� ����
 ��
,�
 ������ �
�/����) fk = 0.5
�� ��� ��
,�
� k = 1, . . . , K �
�� ��� ������
 ����
����� ����� ����)� ���
��
,�
 �������� 
��� "�� qk = q = 0.001 ��� 
������������ 
��� �� ���
����
+�� "�� ρ = 1.5 �� ��� ����������� ��� ������� ����� "�� ���������� ��
τ = 0.36� "���� "�� ��� � ��
,�
 �������� '�� ��
�����
 +����� ��� ��
������ �
���
�
��)� �������� ����
 +����� �-��� ��� ��"�
 �� ������ ��������
���� &������
��� ��������� ���� �
��� �)������) ���� ����
�� ����
������
���� ��� �������� 
��� � ��� ��
 ��
,�
 �� ��
�����������) ���� ��
 ��6�� ���
����� ���� ��� ����
���� ��� ��
��
����� �� ��
 02! ���
� 2� ��� ����

����� ��� ��
,�
 ������ �
�/������� fk = 0.5 �
� ��
���������� �� ��
 ��+��
 
1�� ��������)��� ���
���� �� ������ ��C�� ���� �� ���� ��������� �� "������
��
 ��� �������
 ��������� ������� �� ��"�
 ���� "� �
����� ��
� =�"�+�

�� ���� ��� ������ ��� ����������� ����+���
 �� ��� 02! ���
�� �����
��
�� �
���
�
) ��
,�
 ������ �
�/������� :� ��
���
 ���� ��
 ����
����� ��

��
�����
 +����� ���� �� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ���
�9������� ��
��
������
� ��� ������� ������ �
�/����) �� ��� ���� �� ��� �
�� ����������� ���
�� ���� "�) ��
� ������
 �� "��� �� ������� �� 
��� ������� #1� ���, �� ���
���������� ��
 �������� "��� "��, �����
���� "���� ���� ��
�����������) ��
��
������� �� ��� ������� ������ �
�/����) "�� +�
) ��" (
3��� ��������� ���� ��� "�� ����)C�� "��� ��� 02! ���
� #�4( ���B�
 602!
���
� #<	(� ��� �����
 "��� ������� �� m0 = 2 ����+������ #��
 ���� ���� ����
�����
 �� ��� ������� "�� ����������� ��� �� ��� ������������� ������( 1�
�+������ ��� ��
��
������ ��� p�+���� �� ��� ���� ��������� Zmax "�� ����� �)
��
�������� ������� #	( 

��� � � �!��
 ��� "� � �!��


�� ��
�� ����������� ������� �� <�� ����� ��� <�� ����
��� �� K = 5 ��
,�
��
��� ������� ������ �
�/����) "�� p = 0.2� 
�����+� 
��, 
���� λ = 3� ���
�
�+������ 0.001 ����
� � ������)� ��� 02! ��� 602! ���
�� �� ��� ��
��
���� ����� ���� ���������� �� Nx = 20 �/��������� ��������� ����
��
 �� [0, 1] 
1� �� ���� �� ������ ������������ "��� � p�+���� �� ����� �� 10−4� ������
��
��������� "�
� ��
��
��� 
��
 ��� 02! ���
�� ��� ����������� �� +�
) ����
�) ���,�� �� �) Zmax� ���
��
���
 �� �� ����
 ���� ��� ��
���� Z(x) �� ����� ����� �� ��� �
�� ��9����
τ = 0.36 '������� ��� ����� �� ��� 602! ���
� ��
+� �� ������
 �� ���� ��
02! ���
�� "��� ��� ��9���� ����� �� τ = 0.36� ��� p�+����� �
� �������
���)
��"�
 ��
 602! 1�� p�+���� ������������ ��
���
 ���" ���� ��
��������
������� �� �������
)� ����� ��� ��)������� χ2����
�9������� #�� "���� ����
02!I	 ��

������� �� p�+���� � ���<� "���� �� �������) ���� �� ���������

<�



���,���( �� ��� +���� ������
 ��
 02! ��
 602!  

0 0.5 1
40

60

80

x

LO
D

, Z
λ=3.0, p=0.2

0 0.5 1

0.5
0.1
0.010.0010.0001

0 0.5 1
30

35

40

45

50

55

60

x

λ=3.0, p=0.2

0 0.5 1

0.5
0.1
0.01
0.001
0.0001

0 0.5 1
30

40

50

60

x

λ=3.0, p=0.2

0 0.5 1

0.5
0.1
0.01
0.001
0.0001

0 0.5 1
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

x

P
LO

D
, P

Z

λ=3.0, p=0.2

0 0.5 1

0.5
0.1
0.01
0.001
0.0001

0 0.5 1
0

0.01

0.02

0.03

x

λ=3.0, p=0.2

0 0.5 1

0.5

0.1

0.01
0.001
0.0001

0 0.5 1
0

0.02

0.04

x

λ=3.0, p=0.2

0 0.5 1

0.5

0.1

0.01
0.001
0.0001

����
� �F 02! ��� 602! ���
� ���������� ��
 ��
�� ��������� ���� �����

�� Nx = 20 ��������� ����� [0, 1] 1�� ������� ����� �� ������������+� ����

��
���� "��� 
�����+� 
��, 	� ������� ������ �
�/����) � <� ��
,�
 ������ �
��

/����) fk(1) = 0.5 ��� �������� �
��������) qk = 0.001 k = 1, . . . , 5 <��

����� ��� <�� ����
��� "�
� ��������� ��� ����)C�� :����� �������� 02!

��� 602! �
� ���������� ��
 ��� ���� ���� ���� ��� /�������� �
� ���������

"��� ��� ���� 
����� ��
��������� 1�� ��
�C����� ����� ���" ��� �
����

��� ������ ��
 Zmax ��
 ��-�
��� ����������� ��+��� α #������)�� �� ��� 
����

)��9��( $�
,�
 ��������� �
� ��������� "��� ������� +�
����� ������ ��� ���

�
�� ������� �������� τ = 0.36 "��� � ����� +�
����� ���� 

��� "��
� !��!���	����

1� �������� ��� ��"�
 �� ��� ����� "� ��+� ��
��
��� ����� ��
 ��������
��������� ���� ���� 1�� 
������ �
� ������� �� � %����+�
 2��
����� &��
�
����
����� #%2&(� � � ��"�
 +� ����������� ��+��� ��� � � 7
����) #�44�( 
��
 ���� �� N ����������� ����������� �
�� ��� ������� ������ � p�+����
α̂i, i = 1, . . . , N � �� ��������� �
�� ��� 
������ �� Q 
����� ��
��������� ��
�� #	( 1�� ��"�
 β �� � �������� �� α ����� ���� �� ��������� �) $����

<<



&�
�� ��

β̂(α) =
1

N

N∑
i=1

1{α̂i<α}

1�� %2& ������)�� �� ����
� 
 �� �� ���������� ����� �� ��� ���������
���� ���� "��� K = 10 ��
,�
� ��
 <�� ����� ��� <�� ����
��� 1�� �����
��
�����
� "�
� λ = 2� p = 0.1 ��� �
�+������ 0.001 3��� p�+���� "��
��������� �
��Q = 10000 ��
���������� ��� ���� p�+����� ��
��
 ���� 1·10−3

����� �� ��������� ����
����) ��������� �������� ���� ����� ����������� ��
��� ���	
� ����	�
	 ��,������� ��
 ��
������� i ��� Mi = 1 �� i ∈ Ms

��� 0 ����
"��� 7) #�( ��� #
( "� ��� Lgold =
∏m

v=1 P (M2v−1,M2v|Yv) 
1�� p�+����� �
� ���� �������� �) ��� ��
�������� �
�����
� 1� ��� ��"�
����������� ���� ��
 ��� %2&� "���� ��� ����
��� ��� ���� ��
��
������ Z(x)
��� 6>(x) "�
� ���) ���������� ��
 x = 0.2, 0.3, . . . , 0.6� � � Z��� ��� PZ���

"�
� ����� �� #6(02! ���
� �� Nx = 5 ������
,�
 ��������� �
���� τ  '�
��� 02! ���
� ��� � ������
 %2& ��
 ����� α �� ��� �����
 ��
��
����� ����
��� 602! ���
� !������ ��� 
�����+��) "��, ������ ���� ����� ��
� ���
������+��) �� � �����
���� "��� ��� �������� β(α) = α� ��

��������� �� �
���� ���� ������ ����
������� ���"��� H0 ��� H1 ������
 �� ��� ����� �����
��� ������ ������
� 
1� 
���� ��� ������ ������
�� � �����
 ��� �� ��
,�
� ������ �� ������ '�
��� ������������� ������ ��
 ��� 02! ���
� �
�"� ���� "��� ��� �����
 ��
�������� ��
,�
� K� �� �� ��� �������� ��
� ��) K ��
��
 ���� 20 '� ��������
"��� ���) ��
,�
� �
� �����+�� �� �� ������ �� ��
�+�� ��� ������� �����
�� ������9 ��������� ��� 602! ���
� ���
�9������� �� ��������� 3+�� ��

��
��K� ��� ����������� �� 602! ���
� �� ����� �-�
������ ������� �� ��
��
�
����� ��
 ���� ���� "��� ��
� ��
,�
�� �� ��� �����
 �� �������� ����+������
�� ��� ��� ��
�� 
'� � ���� �9������ ����
� E ������)� ��� %2& ��
 602! ���
� �
�� ���

��� "��� Q = 10000 ��
��������� ��
 ��� ���� ������� ����� �� �� ����
�
� 
 #p = 0.1� λ = 2 ��� �
�+������ 0.001( 1�� ���� ��� ��" �������� ��
K = 25 ��
,�
� ��
 <�� ����� ��� <�� ����
��� PZ��� �� ���������� �
��
PZ �� ��� ���� � ��������� �� ��� +������) �� τ � �� �� ����
� 
 1�� 02!
���
� �� ��� ��������������) �
�������� ��� �� ��� ��� <� ��
,�
� �� ��������
"��� ��� 602! ���
� ���
�9������� &����
���� "��� ����
� 
 ���"� ����
��� ��
��
����� �� 602! ���
� ��� ���
�+��� ��� ���� �� ����� ��+�� "�
��

������ ���� 02!����
� ��� "��� K = 10 ��
,�
� �� ����
 ����������� "���
�����
 ������� ������ �
�/����) p = 0.2 ��� /�����) �� 602! ���������� �
��
K = 10 ��
,�
� ������ ������� ���� �� 02! ���
� "��� K = 10 ��
 �����
������ "��
� ����������� �� 02!����
� �� ��� ��������� 602!����
� ����� ��
� ����������) ������ ���
�9������� 

<	



10
−3

10
−2

10
−1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

significance level, α

P
ow

er
, β

(α
)

λ=2.0, K= 10, p=0.1, m
case

= 200, m
ctrl

= 200

 

 

lod
plod
golden standard
no discrimination

����
� 
F %2& ���������� �
�� N = 100 p�+������ ���� ���������� �
��

Q = 10000 ��
��������� 5������ ����� �� ������������+� "��� 
�����+� 
��,

λ = 2� ������� ������ �
�/����) � �� K = 10� ρ = 1.5� ��
,�
 ������ �
�/����)

fk(1) = 0.5 ��� �������� �
��������) qk = 0.001 k = 1, . . . , 10 <�� �����

��� <�� ����
��� "�
� ��������� ��� ����)C�� 

��� #�$
 !����$�	���

1���� � �������� ��� ���� ����������� ����� ��
 ��� ��������� 02! ���
602! ���
�� &����������� "�
� ��
��
��� �� ��� �� ��� �
������
� �� �
���� �������
� � '$! '�����#��( �@ J< !��� &�
� 6
������
 ����K "���
< �5=C �
������
 ��� ����� ����
) <57 
1�� ����������� ����� ������� ��
�������� �������� ��� �������� �����) ���
������� �� ��� �������
 ����� ���) �������
��� ���� ��� ����� �
� ��������
�+�� ��
 /���� ��
�� ���� ���� "��� ���) ��
,�
� �� �������������� "��
���� �� � �
��
�� �������� ���� �� ��� ������� �� ������� "� �����+� ����
��� ����������� ����� ����� �� �������
���) ��"�
 &����
��� ��� ����
�
���� 
������ �� ��� ����
������ ������9��) ������������ �� ������� � < ��� � �
��+� /���� ��
�� ��+������� :� �����+� ���� �� �����) �� �
������ �� ����
�
) �����
������ "���� �
�+��� �� �
�� �
���
 +����
�C����� �� ��� ���� ��

��� ��
�������� ���� �� ��� 602! ���
� '��� ���� "���� �� �+����� �� �
�
��
������ �������� ���� �� �-����+� ��
 ���+) ������������ 

<@



10
−3

10
−2

10
−1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

significance level, α

P
ow

er
, β

(α
)

λ=2.0, K= 25, p=0.1, m
case

= 200, m
ctrl

= 200

 

 

plod
golden standard
no discrimination

����
� EF %2& ���������� �
�� N = 100 p�+������ ���� ���������� �
��

Q = 10000 ��
��������� 5������ ����� �� ������������+� "��� 
�����+� 
��,

λ = 2� ������� ������ �
�/����) � �� K = 25� ρ = 1.5� ��
,�
 ������ �
�/����)

fk(1) = 0.5 ��� �������� �
��������) qk = 0.001 k = 1, . . . , 25 <�� �����

��� <�� ����
��� "�
� ��������� ��� ����)C�� 

) ����������

��
 ������������ �������� '%5� ��+� ���� ���� �� � ����� �
���"�
, ��
��
������� �+��+����� �� � ������� ���� ��������� �
����������� �� ��-�
���
�����
��� �� ��� 
���������� �� ��� ������ ��
�������� �� ���� �
����� "�
�9���� ��� '%5� �� �����
 ����
��� ��� ��������) �� � 
��
�������+� ������ ��
��
�������� 1� �����+� ����� "� ����� �"� ��������������� �� ������� ���
��������� ��
�������� 
�������+��)� "���� ��+� ��-�
��� 
������������ �

����������� 
���� ����������)� ��� 
���� �� ����������� ��� 
������������
������ �� ����� ��������� �� ��� �����
 �� �������B��������� ��
����
����� �� ��� ���������� �� � ��
���� ���� '� � ����� ��
 ��
�������
�������� ��� 
��
�������+� '%5 �� ����
��� �� �� ������� �
���
�
) �������
������� ������ �� ��
,�
 ������ �
�/������� ��� ����� "��� ����
�� �����
����� 1�� ����� ��� ����" ��
 +�
)��� ���������� ��C� N(t) ��� �������
������ �
�/����) p(t) ��
���� ��� ��
�����
� NM/N, κ ��� κM  ����������
������� ������ �
�/����) p(t) ��� �� ������� +��"��� p(·) �� � ������ +�
�����

<�



��
�����
� ���� #�(

m K Nx L 02! 602! ����
�

@�� � <� ������ ��� ����� ����
� �

@�� �� � ����� ���� ���� ����
� 


@�� <� � ����� M �E�� ����
� E

1���� �F $��� ����������� ����� ��
 ��-�
��� ������ ��C�� 1�� ����

����������� ����� ��
 02! ��� 602! �
� �����
�� �� ������� 

�� ��� '%5 "���� �� 
��������) ��������� ����
���� �� � ���������� �������
����� ��� ����� ������������) �� p(·) ��� '%5 �� ��������� �� ����
���� ��
������� @ 
1�� ���� ����
������� �� ��� �
����� �� ���� "� ���" ��" � 
��
�������+�
'%5 ��� �� ���� �� ��������� ��,������� ��� 02! ���
�� � � "� ��� ���

��
�������+� '%5 ��
����) ��
 ���������� ������������ 

��
 ��� ��
���� �� ���������� �
�� �� '%5 #"��� ������ ���
�9��������(
���
� �
� +�
���� ����"�
� �+�������� ��� � � =����� #<��<( ��� $�
8�
��
��� :��� #<���( 1�� ����������� ������� 
������������� ��� ����
�� ���
�������� ��� ��� �� ������� �� ����� �� +�
)��� 
������������ �
 ��������

���� 1���� ���
� �
� ���� ������� �� ����
��� 
����� ������� �
�� �
���������� =�"�+�
� ����� ����
����� �
�+��� �� ���� "�) �� ������ ���
,��� �� �����) ����
����� ������� ���� �
� ���� ��
 ���������
�� �����������
�������� ���,��������/�����
��� ������� ������� ��� ����
 ������������ ��
�
����� :� ���
���
� �����+� ��� ����
���� ����������� �� ��
 
��
�������+�
'%5 �� ���������� �� ������)�� ���� h ����������� �� Y  1��� ��� ��
�����+�� �) �
�� ���������� Ms ����������� �� Y � ���� A ����������� �� Ms�
h′ ����������� �� n′ "��� �������� ������
 ������)�� �
�/�������� ��� �����)
h ����������� �� A ��� h′ �� ���� "�) "� ����� � ����
����� ������
"��
� ��
�������� ��

)��� � ������� �������� ���� �� �� ��
� ������) 
��
����� ���� ��
�������� ��� ��

)��� ��� �������� ��� ���� ���� ��
� ������)

������ ���� ��� ���������� �� � "���� '���
�������� ��

����� ����������
��� ��
���
 ���� �
������ �) >?����
 ��� +�� =������
 #<���( ��� 
������) �)
:��� ��� %������ #<��@� <���(� "���� ������ ���" ��
�� ������
����� "���
��� ��� "� �
����� A��� �� �� ���� ����
� ��� ����� �� :��� ��� %������
#<���( ������� ���������� �����
���� ��� �����)�� ���� =�"�+�
� ���)
��� ����
��� ����
������� ��� ������� ��
 +�
)��� �
 ���������� ������� ������
�
�/����) N�
)��� ���������� ��C� N(t) ��� ������� ������ �
�/����) p(t) ��
����
��
���� ���� �� ��
 ������ ��� �
� ����
����� �) ��
�����
� κ� κM ���
NM/N ��
 � ����� �� �9��������� �
�"�� 1��� ��� ������� ����� �� >?����

��� +�� =������
 #<���( ��� :��� ��� %������ #<��@� <���( �� ������� ��

<�



�� �� ��� ���� ���� �� ��� ��
,�
�� �� �
�����) ���) �� ����
���C� �� ��� ����
"� ���� "��� ��
,�
� �� ���� ����� �� ��� ������� ����� ��
���
 ��� ��6
��������� �
� ��������� �� ��
� �� ��� �
�����
�� "��
��� ��
� �����
 �� �
��
����
����� ��������� 1��� ������
 ���
���� ����"� 
����
���
� ����
����� ��
� �������� 
����� �� ������ ��� ��
,�
 ��������� ����� ��� ��6 ���������
�� ��� ����� ������� "���� �
� ��"���)� �����) �+�������� � � �
�� ���
=��$�� �
�8��� #1�� ����
�������� =��$�� &����
����� <��	( 

' ������ "��� ��
 ����� �� ���� ��� �������� ��
�����
� ξ� ��������� ���

������������ 
��� r� �����
 �� ����
������ ����� ��� �������� GM � ���
����� ������
 ����
����� G� �� ��� ��
� �� ��� ���������� �
�����
�� ��� ����
�� ��� �) ��� �������
 �� ���) 
��� ���� ���������� ����� ��
�����
� �
� ���
,��"�� ��� ���� �� ���� ���� �� ��������� ����
� ��� ����)��� �� ��
��
��� 
1���� ��� ���� ����
���� �9������� �� ��
 ������ "���� �������) �� ��
������� ���������� �� ��� �������� ��
�����
� 

�� �
������� ������������� ������9��) �� �� ����
���� ����� ��
 �����������
��� �+�� ��
� ��
 ��,������� ����������� 1�� 
����� �� ���� ��� �����

�� '%5� ���������� "��� ������ ���� �� ���
���� ��
 ���� ����) ������� 
:������ ����� ���
�9��������� �� �� ������� �� �9��� ��,������� �����������
#�( �� ��� ��������� ������� �� ��� �������� ��������� �+�
 h� h′� A ��� Ms 
1�� ��
��� $���� &�
�� ���
���� "���� �� �� ����
��� 
����� 
���������
�� (h,h′,A,Ms) ����������� �� Y �� ����
���� �� ��� �
�+���� ��
��
��� 
=�"�+�
� ���� �� ��� � �������� ���
���� �� ����
�� ����� ��� �����
��� P (g|h)
"���� �� C�
� "��� +�
) ��
�� �
��������) ' 
����) �� �� ��� ����
�����
��������� � � �� ������ (h,h′,A,Ms) �
�� ������
 ����
������� ���� ������
��� ����������� ����
������� ��+�� (g,Y ) ���
����� ��� !������) #<����
<��<( ��+� �������
�� ����
����� �������� ����������� �� g �� ��� �����9�
�� ���������� 
������������ 
���� r '� ����
������ ����� "���� �� �� �9����
����
 ����
����� �� ��
 
��
�������+� �����9� �� ������� ����� ����������

1� ��+� �� �9����� �� � ��������������) �������� 02! ���
� ����� �� ���

��
�������+� '%5 "� ���
����� ����� ���
�9�������� 1�� 
�������� ������
����� �� ���
 �������) ��
 ����� ��� ������������ ��
 ����
���� �� � ��+�
�
������������� �����
�� �� ��� �
������ 1��� ���
�9������� ��� ��
���
 ����
�������
�� ��
 ����������� �� 02! ���
� �) � � 1�
"������
 #�44�( ��� ��
+���
�� �� #�444( &����
�� �� ����� ��"�+�
� ��
 
�������� 02! ���
� �� ��
����
���� ����
���C����� ����� �� ������� ��
� ��
,�
� ��� ��,��"� ����� 
��
���
� ��
 ����
) ������)���� "� ��� ������ p�+����� �) � ��������������)
�������� ��
�������� ����
���� 
2� ��� ���
�9��������� ���������� +�� ���� ��������� ����
 ����
���� �� �
$�
,�+ �
������ �� ��� ��������� ��
 ��� ������� ��� �� �������� ��
 ���+��
������ ��
���
� ��
 ��� 02! ���
� ������������ �� �� ���������) ������� ����

<




τ 
= xk� k = 1, . . . , K '������� ������������ "��� ��� �������� �� 02! ���
�
�� ���������� �� ��
,�
 ����� ���
� "��� �� ����
�� �� � ����
�����) ���"���
������� ������ �
�/����) ��� ��
,�
 ������ �
�/����) ���� "��� �����
 ��� 
��
����� $�
� �
������)� �+�� ��
 ������������ �� � ��
,�
 ������ ��� �
�����
�
���� ��� 
�/��
� ���� �9����) ��� ��
�������� "��� ������� �������� ������
��+� � ��
���� ������ 

'� � ��������������) ��
� �
������� ����
����+� �� '%5 �������� ������)���
������
��� ������� ��+� ���� ��������� #� � $�����
 �� �� #<��	(� !�

���
�� �� #<��@( ��� :���
�� �� �� #<���(( 1��
� � ������
���� ����� �� �
������ ������)�� ������
��) �����
�� ��
� � ������
�� "����� �����
�� ��
��� '%5� �� � ���
�� ���
�9������� �� ���������� �+������� 1�� ���������
������
��) ���
��� ��+� ���� ������� /���� �� ���� ��� ����� �� �������) �)
����� #�7�(� � � ��� ��
���� ���
�� 
����� ���"��� �"� ��
�������� �
����
� ������+� ������� ������ �������) ��
����C�� ��
 +�
)��� ������ �
�/������� 
1�� 
��
�������+� '%5 ������ "���� 
������ ���� ��� ������ ��
��������
���
� �7! 7) �����C��� ���� ��
 �"� ��
�������� �� � ����� ��� ����� ����
�
����� ��
 ����������� �� �7!������ ������
��) ���
��� "���� ����
��
����
������� ������� ����� "��� ����
�� ��������� ��� ������ �� ������ �
�/������� 
:� ���� ���� ���� ��� �
���� ��� ��� ���"��� ������)�� ������
��) �������
��� '%5������ �������� ��� ���� �� �9���
� ���� �� � ��
�������� ����
 

�������'

��������	
 ��
��	��
� �
 ����
�
	��� ����	� ����� ������� �
 ��
��� ��
 ��� �9��������� �
�"�� ����� #@(� &��������� ���+ ����) #
����� ����
TM = 1(

p(t) = (NM/N) exp(GM(κ− κM )t)
= (NM/N)TM−t(1/N(TM))t,∫ TM

0 μU(t)dt ≈ (exp(GMκTM) − 1)/(Nκ)
≈ 1/(N(TM)κ),

μM(t) = GM log(1 − exp(κMGM(t− 1)))−1

≤ GM log(1 − exp(−κMGMε))
−1,

"��
� ��� �"� ���
�9�������� �� ��� ������ ���
�9������� 
�/��
�� NM � 1
��� NM(t) � N(t) �� ��� ���� ������ 0 ≤ t ≤ TM � ��� ��� ���� ���/�����)
������� ��
 ��� 0 ≤ t ≤ TM  =���� ��
 ���������� ���+ �� ���� �� ��.��� ����

NM � N,
N(TM ) � max(κ−1, 1),

GM exp(−εκMGM) � 1.
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�� "�
��� ��� ������� ������ �
�/����) p = NM/N ������ �� ������ ��� ������

���������� ��
��� ��� �����
 GM �
 κM ��
�� �

��� ������	�� ��� �����	�
� ���������� ��	�� ��� �
� ��! � &���
����
 � ������ I �� {1, . . . , n} ��� ��� R = D ∩ (I × {1, . . . , K}) �� ��� ��� ��
������� ��
,�
� (i, k) ��
 ��
�������� i ∈ I ��� Ck = Cxk

��� k�� ������
�� R� k = 1, . . . , K ;���
 ��� ���������� ���� τ = x� "� "��� ��+��� � =$$
����
���� ��
 ���������

S = Ex

(
K∏

k=1

Uk(Ck)|Y V

)
, #' �(

"��
� Y V = {Yv, v ∈ V }� V = {v; 1 ≤ v ≤ m, I ∩ {2v − 1, 2v} 
= ∅} ���
Uk(Ck) = Uk(Ck; g) � ��+�� �������� :� "��� ����) ���� "��� �( S �/���� ���
v�� ��
� �� ��� ����
 �
����� �� #<�( #"��� I = {2v−1, 2v}� V = {v} ��� Uk

��� k�� ��
� �� #�E(� "��� Rv �� ����� �� D( ��� ��( "��� S = 0%(x) �� ���
��,������� 
����� �9������ �� �� #<�( #"��� I = {1, . . . , n}� V = {1, . . . , m}�
Y V = Y ��� Uk ��� k�� ��
� �� #<<(( :��� ��+���� ������������ �� Y ���
g� #' �( ���� ������� �� ����������� ��� 
���+��� ��
�� �� ��� ������ ��,�������

���� 60%(x) 

1� ����� "���� "� ��������� � $�
,�+ �
���
�) �� {Ck} 7������ �� #�<(� ���
������� �� R �� ��� ���� ��� 
���� �� ��� #�������( ������� ������ {Ck}1

k=k0

��� {Ck}K
k=k0+1� �+��+� �� �"� $�
,�+ ������ "��� ����� ����� ��� ������� ��

I 1�� �"� ������ �
� ����������� ����������� �� ����
 ���
���� +������ "����
������ �� Cx := Ms∩I '� ��� ������ �
��
���� Ck �� �������
������ �� ����
��
�������� "��� 0������ i ∈ I ���� �� xk "��� ���
� �
� 
������������ �+����
�� X−

i #X+
i ( 8��� �� ��� 
���� #����( �� xk �-������ i 

����� 
������������� ����
 �� ����������� 6������ �
������� "��� 
��� ρπ(·)
����� ��-�
��� ������� i��������� �
�� t = 0 �� t = TM = 1� �� �� ���) �� ���
���� {X−

i }i∈Ms ��� {X−
+}i∈Ms �
� ����������� 
����� +�
������ "���

Px(X
−
i < x′|i ∈Ms) = exp (−ρ ∫ x

x′ π(y)dy) , 0 ≤ x′ < x.

Px(X
+
i > x′|i ∈Ms) = exp

(
−ρ ∫ x′

x π(y)dy
)
, x < x′ ≤ 1.

#' <(

0�� F− ��� F+ ������ ��� ����
������� ��������� �� X−
i ��� X+

i � ��� ���

rk = (F−(xk) − F−(xk−1))/F
−(xk), 1 ≤ k ≤ k0,

rk = (F+(xk+1) − F+(xk))/(1 − F+(xk)), k0 + 1 ≤ k ≤ K,
r−x = F−(x) − F−(xk0),
r+
x = F+(xk0+1) − F+(x).

�� "�
��� "��� k ≤ k0� rk �� ��� �
��������) �� � 
������������ ���"��� xk−1

��� xk ��+�� ���� �� 
������������ ��� ����

�� ���"��� xk ��� x r−x ��

<4



��� �
��������) �� � 
������������ �+��� ���"��� xk0 ��� x ��
 � �������
������� i ∈ Ms 1�� ����
�
������� �� rk ��
 k ≥ k0 + 1 ��� r+

x �� ������
 
1��� ��+�� 
��� �� �
�������� �
�����������

P (Ck−1 = C ′|Ck = C) = r
|C|−|C′|
k (1 − rk)

|C′|, k = 1, . . . , k0,

P (Ck+1 = C ′|Ck = C) = r
|C|−|C′|
k (1 − rk)

|C′|, k = k0 + 1, . . . , K,
Px(Ck0 = C ′|Cx = C) = (r−x )|C|−|C′|(1 − r−x )|C

′|,
Px(Ck0+1 = C ′|Cx = C) = (r+

x )|C|−|C′|(1 − r+
x )|C

′|,

�
�+���� C ′ ⊆ C #����
"��� ��� �
�������� �
����������� �
� C�
�( !����

Sk(C) =

{
Ex(

∏k
l=1Ul(Cl)|Ck = C), 0 ≤ k ≤ k0,

Ex(
∏K

l=k Ul(Cl)|Ck = C), k0 + 1 ≤ k ≤ K + 1.

���

S(C) = Ex(
K∏

l=1

Ul(Cl)|Cx = C).

1���� ��� 
���
��+� ����
���� ��
 ��������� S ��� �� ��
������� �� ��
��
�� Sk(C)� S(C) ��� ��� �
�������� �
����������� �� �����"�F ���
� "��� �������
����������

S0(C) = 1,
SK+1(C) = 1,

∀C ⊆ I.

1���� ����� 
���
��+��) ��
 ��� C ⊆ I

Sk(C) =
∑

C′⊆C Sk−1(C
′)Uk(C)P (Ck−1 = C ′|Ck = C), k = 1, . . . , k0,

Sk(C) =
∑

C′⊆C Sk+1(C
′)Uk(C)P (Ck+1 = C ′|Ck = C), k = K, . . . , k0 + 1.

1�� ���� �"� ����� �
�

S(C) =
(∑

C′⊆C Sk0(C
′)P (Ck0 = C ′|Cx = C)

)
·
(∑

C′⊆C Sk0+1(C
′)P (Ck0+1 = C ′|Cx = C)

)
, ∀C ⊆ I

S =
∑

C⊆I S(C)P (Cx = C|Y V ).

�� ��� ���� ���� "� ��� #
( �� �+������ P (Cx = C|Y V ) 1�� ����� ������9��)
�� ��� ����
���� �� O(K2|I|)� "��
� 2|I| �� ��� ����� ����� ��C� �
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