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�� ����� ������ ���� ��� ������� �� ������ ���� ������ ��
�� ���� ������ ������������� ��� ������������ �� ���� �� ��!�� ����
"�� #��������� �� ��� �� �� ������� "�� �� ���� ���$ %��� �� ���� ��
������ ��� �$$ � ��������� �" ����� �� ����� ����� ���� �� �� ��� �����
������ �����& �� ������� ��� �������� ������� ��� ������������ 
���� ��� �'��� ����$ (� ���������� ��������� �" ������ �� �� �� ����
���"���$ )����� � ������� ������� �" � ����� ����� �" ����� ������ �����
�� ��� �* "��� �� +�% ������ �� � ���������� �� ������� �� �� ����
��� ��$ (��� ������ �� �� ������ �� ���������� �" �'��� ����������
������������ '������� "���� ������ �� ��� ���� ��� � ���� �� ���� ���
������ �� ������ �� �� � ���$ ������ � ��� ���� �� ��������� �� ����
������� �� ����� '�������� �� �� ���������� �� ������� ��������� �� ����
��� ��� ��� ���� �� ������ � �������� ������� �� ���������� ������ �"
����� ���"�� ������������� ��������� ������� ��$ % �'�� �" ����������
"�� ��� ������ � ���� ���� �� �� ��� ����"�� ���� ���� �� ����

,



�� ����� ������� �� ���� ����������� ���� �� ������� ����� �� ������ �
���� �� "���� �� ������ -,��./$
0 ���� �� ���� ������ ��������� �� ����������� ������� ��� ��"��������
�� ������ �� �� �������$ (� ������ ��� ���������� � ����� ��
������ "�� ������ ���� ������ ����� *���� ��� ���� � ������� ����
�� ���������� ��� � ���� �� �������� ��1������ �" �� ����� �" ������
����'������ �� ����$
(� �� ������ �� "�� �� �������� � ���� �����& � ����� ��������� ���
���� ���� �� ��������� "�� ��� ���� �" ������ �� �� ������' ����� ����$
(� ����� ����� �� ������ "�� �� �� ����������� �������� ��� �� �����
��������� ����� ��� ������������ ���� ���� ��� ��������$ 2��� �� ��
3������ � ��$ -,��	�/ � �� � ��������� ���� �� ������� ��������� �� ��
����� ��� ���� �������������� �� �������$ (� ��� ������� �� ��� �� ��
�"� �� � ��������������� ����� �� ����� � ������� ����� �� �����������
���� ���� ������� ������ �� �� ������� � � ����� �������$ (��� �� ����
������ � ���� ������� !��� �� �� �������������� ������� ����������$ %
������� ��������� ���� ���� �� � ����� ��������� ����� ������ 4������
�� ������� ��� ��������� ������� ��� �'��� ����� ���� �� ������
������� "�� �� ������ �" #� �������� ��� ������������ ������ ��
������� ���� ����� ���� �" ��� �� ��� ��� ������ ��$ 3������ � ��$
-,��	�/ ��� � ������� ��������� ���� ���� � ����������� �������������
-5%6/ "����������� ��� �� ������ �� �� ������������� �� �������
� �� ��������� ����� ���� �� ����� ����� �������� � ����-�7�/$
8��� ������� ����� ������� �� �� �������� ������ 7� ���� �������
��� -3������ � ��$� ,��	�9 0������ � ��$� ,���/ �� ��������� ���� ��� -+������
� ��$� ,��.9 +������ ��� 3������ ,���/$ (�� ����� ���� �� �7� ������
"�� �#���� ������ � ��������� $
:���� ������� ����� "�� ����� ������� �� ���� ��� � �� ���� ��� ��
������ ��� �� ������ -,��./� "����� ������ �� ������ �� ��������� � ��
����� �������� �������� "�� ��'������� ������� � ����� ������ $
�� ���� ������ � ������ � ��������� ����� ���� �� ������ �� ������
-�7+/ ������ �" �7� ������������$ �� ���������� ���� ������ -���� ��
�� � � � "���� ��/� �� ����� ���� �� �'������� ��� ��"�������� �� �7+
������� �� ������� ���� "��� ����������� ����$ :����&��� �� ���� ���
��������� ����� ������������ �" ;������ ��� ;<��!� -,��
/� � ���� ���
������ � �7+ ������������ ��� � ��������� ���� ������� �������� ������
��� ��� ���� ������ �� �� �� ������ �� ������� ��� �����&��� �� "��� ����
��� � �����$ �� ����� �� �7+ ������������ ���� � ��������� �������
����������$ :��� � ������#� ���� ���� �� � ������������ "�� ����
�� �7+ ������������ ��� � ��������� ���� ������ � ����� �������� "�� ���
������� ������������ ��� '�� ��� ���� "����� $ %�������' ������������

	



�" ������� ������� �7+ ������������ ��� "�� =(> "�� ������� ����'������
�� ������ ������ ��� � "���� �� 3������ ��� ?������ -,���/� ���� �
���� 4������ �� ����� ������ �� �� 3������ ��� ?������ -,��
/$
�� ���� ������ � ���� ��� �� �� � 5%6 �������� "�� ���� ���������
������ ���� �� �7+ �����$ 0 ���� ������ � ������� ���� ���� � ���'
"��� � ���������� ����� �������' @ ���� ����� �� '� ������� �������
�� ������� ���� �� �� ����� ������ ���� �� 5%6 ���� ���� �7+
�����$ �� ���� ����� ���� �� ����� ��� ���� �� ��'������ �����4 "��
�� ������ � ���� �������� ������� �" �7+ ������������ "�� ��� ���� �"
������ ��$

� 
�����	 ��������� ����	� ��� ���� �������

(� ��� �" ������� ��������� ����� "�� �� ������� �� �� �� � ����
��� � ��'������ �������� �� ������ �� �� ������ � ���� ���������
���� ���� ���� �������� ������������ �� ������ �� ���� � ���� ����������
��������� �� ������� ���� ������$ 7 �#���� � ����� ��������� ������
���� �� ��������� ������ � ������' ����� ����� x� ��� ������ ���� ������'
����� ����� � ������ �� �� ��������� �������� �� ������ �� ���
����� "�� ������� �" ����� ���$ (���� �� ����� ����� �� ������ ��
�� ���� ��� �� ��������� �������� ������� ���� �������� ���� ���
��� ����������� ���� ���� ��� ��������$ (� ����� ��� �" �������
��������� "�� �� ������� ��� ��������� �� (����� � ��$ -,���/ ��� ���
�� �������� �� �� 3������ � ��$ -,��	�/� ���� ��������� � "�����
�� ���� 4���$ (� ���� ��*���� ���� ��� ���� ��� 3������A� ��
���� � �� � ��'������ �����4 ���� �� ���������� ����� ��������� �
������ ,$	� ��� � ��� �� ��� ��������� ����� ���� �� ������ �� �������
� ������ 	$�$

��� �������	 �	
 ������	 ��������

%���� ���� ���� ������� �" ����'� ����� �� yv� ��� ����� ��������
��� �������� -��B/ ����� ���� �� gv� v = 1, . . . , m� �" m ��'����
���� ����'������$ (� ���� �� �� ������ �� K ����� ����� �$$ gv =
(gv1, . . . , gvK)$ (� ����� �" ������ �� �������&� �� � ���� ����'�� [0, 1] ��
���� �" ����� �� �� ����� ��� �������� ���� ����� ��������� 0 ≤ x1 <
x2 < . . . < xK ≤ 1$ 0 ����� ���� �� ���� � ����� �$$ ����� ���
��� ����� �� �� ��� ���������� �� �����$ (���� "�� ��� ����'�����
�� ���� � ��� � ������� ���� ��� �����	
���� gv = (h2v−1,h2v)$ C���
������ � hi ���� �������� K ������� hi = (hi1, . . . , hiK)� ��� �� ���

.



������� ����� "�� ��� hik �� ���� �� 0 ��� 1$
0 ������� ����� ��� ��� �" � �����A� ��� ������ �� ��������� ���
����'� �� �� ����� ����� �$$

g(P (Yv = 1)) = μ+ b2v−1 + b2v, -�/

��� g �� � ���� "�������� � ������ � ����� ����� �$ g(p) = ln(p/(1 − p))$
0����� �� '���� "��� � ������

g(E(Y )) = μ1 + bZ, -,/

��� Y = (Y1, . . . , Ym) �� � ������ '���� �" -����� / ����� ���
1 = (1, . . . , 1)� b = (b1, . . . , b2m) ��� Z = (Ziv) �� � 2m ×m ����� �����4
���� ����&�� ����� Z2v−1,v = Z2v,v = 1$ 3�� ������ � �'���������
��'������ ��� � ����������� ���� -�/ @ -,/� � ������ μ ���� �� v$ )��
������ � ���� h = (h1, . . . ,h2m)� ��� ?������� ���� ���������

b|h ∼ �(0, σ2
bΣ), -	/

-,/ ����� � ���������� ����� ����� ����� ������� -3�5������ ���
����� ,���9 7����� ��� 5�� ���� �DD	/$
(� ��'������ �����4 σ2

bΣ� �� ����"� �� ���� �� �� ������' �����
����� x� ��� �� �#�� ���� ���� ����������� ������� ������ �� �� ������'� 
������ ������� '����$ ����������� � ��'������ �������� ���� ��
���������� ��������� �� � �� �� ����� �� ������ ���� ������ �� ���� ��
����������� ������� �� �� ������������ �" � ����� ����������� ����� ��
��� ���� �� ������� �� ��� ������������ ���� ��� ��� ������ ��'
������� �����$ )������ ���� �������� ��������� ���� ���� ��� ������ �� ��
�� ����� �����$
0 ����� � 7� ���� ��������� ���� ������� ������� '���� (μ, b, x, σb, ξ)�
��� ξ �������� �� �������� ��� �� �� ����������� �" �� ����� ��������� 
�����$ )�� y = (y1, . . . , ym)� �$$ �� ����'� '��� �" Y � �� !���� ��������
������������ ��

π(μ, b, x, ξ, σb|y,h) ∝ π(y|μ, b)π(μ)π(b|Σ(x, ξ,h), σb)π(x)π(ξ)π(σb), -./

��� π(y|μ, b) ��� π(b|Σ(x, ξ,h), σb) �� �#�� �� -�/@-,/ ��� -	/ �����
��'� $ )���� � �������� � ��������� ������������ �" �� ���� �� � ������
�� ���� ����� -���/$ (� ������ �� ���� ��������� �" ����� x �� �" ����
������� ������� �� �������� �� ������ �� �� 3535 ���������� �����
� ������ �� ����� �� %�����4 %$

�



ξ h 4

Σ σb

b μ

y

)���� �E +%? "�� ���� ���� ����� ����$ 5����� ������ ��������

����� ������ ������ ����'� ���������$

��� ��	
����	�� ���� �������	 ����� ��
�

% ������� �� �� ���� ������ ���� ��������� �� ������� � ���
��	���� ��	���������� ����� ����$ % 5%6 ���� "�� ������� ���������
��� #��� �������� "�� �� ������� � 3������ � ��$ -,��	�/$
(� ���� �� �#�� ������� ��� ����������� �������������E

bi|b(−i), σ
2
b ∈ �(b̄i, σ

2
b/
∑
j �=i

wij), -�/

��� wij ������#� ��������� ���� ������ �� i ��� j� b(−i) �����
"�� �� '���� �" ��� bj� 4��� bi� ��� b̄i �� �� �'��� �" �� ���� ����
��������� ������ � ���� ��������� ���� i� �$$ b̄i =

∑
j �=iwijbj/

∑
j �=iwij$

)��� � ��������� �����4 W = (wij)
2m
i,j=1 -���� wii �� �� �/� �� M−1 =

����(
∑

j �=iwij) ��� C = ����(1/
∑

j �=iwij)W $ )�� � ��'� σ2
b � ����� ��

����� �� ����	���� �������� �� !���� ������������ -	/ ��� ��� ��������
-�$$ ��'�� ��'������/ �����4 σ−2

b Q = σ−2
b Σ−1 ���

Q = M−1(I2m − C). -�/

�� ��� ��������� ������������� �� �� ��� ����� ���� �� 5%6 �#������ ����
�� ����� ������������� "�� b� ��� ���� �� ��'������ �����4 �� ������ ��
�� 3535 �������� �� �� ��������� ���� �� ��� �� ��$ 7 �#�������
-�/ ���� �� �� ��������� ������������� ��� �������� �" -� �����/ ε > 0 �� ��
�������� �" Q� ���� Q �������� ��������� ��� ���� ������' �#���� ��

�



���� �� wij �� ��� ���������'$ (� 5%6 ���� ���� ������ ���� F4������ 
�� �#���� �� ��������� �����$ (� �������� ������������ ��� ��'������

�����4 σ2
bΣ = σ2

b

(
M−1(I2m − C) + εI2m

)−1
$

��� ���������	 �	��� ��
�

% 5%6 ���� ������� �������� ������� ��������� ��� ��� ������
� � ���� �� � ������ ��� �" �� ���� ������ � �����$ (� ������ ��
������� � �� ����������� ���� �� ������ ��$ (� 5%6 ���� ��
��� �#�� "��� � ���������� ����� ������'� ��� �� �� G����������G
��������� �� ������ �������� ��������$
%� �� ��������'� ����� ���� �� ������ ����� �" ���� A� ����������
��' �� ������� "��� N ′ "����� ������ �� h′

1, . . . ,h
′
N ′ � ��� ���� � ����

�� �� 4���� �� �� �" �� "����� ����������� h′
I���

� �� �������� x

�� �� ������ ����'��$ (� ������� �" h′
I���

�� ��� ������ x ��� ����
��� ������� ���� �� ��� �" ���� A� ������ ��� ������� �� ������ �"
������������ ��� ��������� ������� �� ������� ���� �" ����� �� �������
�" ���� ������ ��$ (� ����� ���� �" ��� �" ���� A� ������ ��� �� ����
������� � ����� "����� ������ � ��� ������� ��� ������� �� ��
����� ����� x$ >� b′I � �� ������ ������� *�� �" "����� �������
��� I$ 8� ���������� �� �� �� b′I � ����� � ���� � '��� ������� ��
����� I �� ������ �� ���� � %�����4 7 "�� "����� ������$
;��'�� "�������� � ����������� ������#������ �� ����������' ������� �
����� "�� �� 7� ���� ���� ��� -./ ����

b′I ∼ N(0, σ2
b ) �� �$�$�$� I = 1, . . . , N ′ -
/

>� Ii ���� �� "����� ��������� ���� �� ����� �� 5�������� i �"
���� A� ��������� �� ���� bi = b′Ii

"�� i = 1, . . . , 2m$ 0 ����� ����

b′ = (b′I)
N ′
I=1 �� �������� �" (I,h), -H/

��� I = (I1, . . . , I2m)$ )������ -H/ ���������� �� �� ����� ���"� �" ��
����� ���� "����� -�������� �" b′ ��� I/� ���� x �� ��� � ����� ���
��� ��� ���� �� "����� �������� �� �� ������ ���������� -� %�����4 7
"�� � ����'����� ��� b′I �� ����� /$ �� ������

5�'(bi, bj |h) = 5�'(b′Ii
, b′Ij

|h)

= C
(
5�'(b′Ii

, b′Ij
|I,h)

)
+ 5�'

(
C(b′Ii

|I,h),C(b′Ij
|I,h)

)
= σ2

bP (Ii = Ij|h) + 0

= σ2
bP (i, j �7+ �� x|h), -D/






��� �� ���� 4��������I��'������ �� ���� ����� �� b′ ��� �� ���� ��
���� ����� �� I$ ���� ��� b′I �� ?�������� �� �������� ������������� �" b|h
��N(0, σ2

b )$ 0 ������" "����� ��� ����� ���� b|h �� �����'����� ?�������
���� ��'������ �����4 �� �� -D/$ (��� ������ ���� -	/ ����� ����
Σ = (P (i, j �7+ �� x|h))2m

i,j=1$
%� �� �����4������� �" -D/�

5�'(bi, bj |hi,hj) = P (i, j �7+ �� x|hi,hj), -��/

����� � ���$ %� ���� �� �� ����������� �� �� ��� ��������� �� ���#��
���� �� �����4���� ��'������ �����4 �� ����� ������' �#���$
(� ��� �" �� ������� ����� ��� ���� ����������� ������� ������ �� ������
��' ������ ���� ��������� �� �� �� ���� �� ������� �� ��� ����
��������� ��$ (� ���' ���������� ����� ������� ����� ���� �" �����
������� �� ������ �� �7+ ������������� ��� ��� ������ �� �� �����
�" �� ��'������ �����4$ ;�� �� �� �������' �� ����" Σ = W = (wij)

2m
i,j=1

���� ��������� ������

wij = P (i, j �7+ �� x|h) -��/

���
wij = P (i, j �7+ �� x|hi,hj), -�,/

����� � �������� �� ������ 	$�$, ��� 	$�$�� ������'� $
)�� =(> ������ ���� ��� ���� �� ������' ����� '������ ��������� -,/�
-	/ ��� -D/ ����� � �������� ���� � ����� ���� "������� g$ (� ��!��
��*��� "��� ���� � ����� �� �� ���� h ��� �� � ��#��� �� �������
��� ��� ����� ���� ��� ���� �� ����� ����� �������� �" ��� m "���� 
����� � %��� -�DD./� %���� ��� 7������ -�DDH/ ��� ���� � ��$
-,��,/$ � ���� 3������ � ��$ -,��,/� ��� �� �����4������� -��/ ��
��� "�� ����������� ���� ��� �� ������ ������$

� ���	����� ����	����� ��������

%� ������� �� �� ��'���� ������� � ����� ��������� ����� wij �� ���������
���� ��� ����� �" ������ �� i ��� j "�� ��� ������' ����� ����� x$
0���� �� ���������� ����� ���� �" ������ ,$	 ������� � '� ����#�
��������� �����4 W = (wij)

2m
i,j=1 ���� �� -��/-�� ��� �����4������� -�,//�

�� 5%6 ���� �" ������ ,$, ������ � ��� ���� �" ��������� �������$

H



���  ��������� ������ !��
 �	 "�#

(� �7+ ����������� -��/@-�,/ ������ ������ �� ���������� ���� ���
������ �� �� ��������� "��� �� ��� "������ ��� ���� ���� �� ���
������������ ����$ �7+ �� �� �� ����� �" ��� �� ������� ���������
���� �� ������ ���� ���$ �7+ ������������ � ������ �� �� ����� ���� "���
�'��� ��������� "��� "������ ���� ����� ����� ���������$ �� �������
���� ���� ������� ���� ���� � ������� ��� ��� ����� ���� �" �� �����
�������� �� �'������� �� ����� �������� �� �������$ 3������ ���
?������ -,���/ ������ ������� �7+������������� "��� ����� ���� �� �
����� ���� ������ >+� � �������� �� �������� �" ��� ������� "�� ��
���� �" ���������� �� � ���$ (� ���������� ����� ����� ����� ����
������ �� �� ������� ������ ��� ���� �� ��������� ��' ��������
��� ����� ����� *���' ���������� ��& ��� ��� ���� �� ���� ����
��������$ 6���� 3������ ��� ?������ -,��
/ �������� � �� �����
����� �������� "�� ���������� ����� ������� �� *���' ���������� ��& ��
���� �" �� ���������$ +� �� ������������� ������������ ������ �� �� ��� 
������� �������� �$$ �� �������� ��� �� ��� ����� ������������ "��
��� ������ �� �� �� �����$
�� ;������ ��� ;<��!� -,��
/ �� ����	��� ��������	�� ����� ������
"�� ���������'� ������ ���� ��� �'����� ��� � ��������� ����� ->6/
��� "�� �� ������� �������$ :��� ����� ���������� ����� ����
�������� 4����' ����������� �" �� %6? ���� � ��"���� �� ���� ��
������ �� ��������� ������$ ;��'�� �������� ������ ���������� ->C/
�� "����� ������ ��� ��*��� "������ "�� �������� ����������� ���
� ���� ������� "�� �� �������� �� �" �� ������ ����������� ���� ���
4�������� "�� �� >6���� ��� � �������$
�� �� "�������� � ���� �� �� �������� �" ;������ ��� ;<��!� -,��
/ ��
�������� �7+�������������� ���� �������� �$$ ��� ���������� "�� �� ���
������ �� �� �� ����� ��� ������� ��� ����������� �� �� "��� �����$ (�
���������� ���� ��� "�� �� �7+ ������������ ������ ���� ��� �� ��� 
�" �� ������ ����'������ ���� �� ��� ����� ���� -����� �� ������
�� � ���/ ������ ���� � ����� ��������� ����� "��� �� "�����$

����� ������	
 �� �����������	

������� ������� �7+ ������������ ���� �����&��� ��� �� ��� ������ �� hi

��� hj �� �� ����������� �" �� �7+����������� � !��� �� �� �� ������� �7�
��������� ������ �" ������ 	$, �� �� �7+ ��������� ����� �" 3������
��� ?������ -,��
/$ >�

α = P (i, j �7+ �� x) -�	/

D



� �� ����� ���������� ���� ��� �������� ���������� �� �� ����� ��
�7+$ :��� � ���� ������� ���� �� �������� �� �� ���������� ���� ����
���������� ���� �� ������ ����� ���������$ (� '��� �" α ��
�*��� � �� ����������� ����� ����� �� �� ���� � ������� "����� ��
������ 	$�$	$
(� ������� �7+ ������������ ��� � ��������� ��

wij = P (i, j �7+ �� x|hi,hj)

=
P (hi,hj|i, j �7+ �� x)α

P (hi,hj |i, j �7+ �� x)α + P (hi,hj|i, j ��� �7+ �� x)(1 − α)

=
>6ij

>6ij + (1 − α)/α
, -�./

���

>6ij =
P (hi,hj|i, j �7+ �� x)

P (hi,hj |i, j ��� �7+ �� x)
.

%��� ����� 4�������� "�� �� ��������� ����� Lij ��� � "���� �� %�����4 5$

����� �� �����������	 ����������� �� ��
 ���� 	����


:���� �� %6? �" ;������ ��� ;<��!� -,��
/ ���� �� ������������ �
��� ���'� ��� ��� �������� �7+ ������������ �������� ��� ���� ������
������ �� �� "��� ������ � ����� h$
(� ���� ��� �#� C = (C1, ..., C2m)� ��� Ci = 1 �" ��������� i ��
������ �� x ��� Ci = 0 �������$ )����� �� Cij = {C;Ci = Cj =
1} ������ ��� C "�� ����� i ��� j �� �7+ �� x -��������� �� �� ����
������� /$ (��

wij = P (i, j �7+ �� x|h)

= P (C ∈ Cij |h)

= P (h|C ∈ Cij)P (C ∈ Cij)/P (h)

=
αP (h|C ∈ Cij)/P0(h)

P (h)/P0(h)
, -��/

P (C ∈ C ij) = P (i, j �7+ �� x) = α$ P0(h) �� �� ���������� �" h ���� ��
���� � ������� �" �� ����� ������ ���� P0(h) =

∏2m
q=1

∏K
k=1 f̃(hqk)� ���

f̃(·) �� �� ���� "������� �" ���� A� ��������$
�� %�����4 + � >̃6 = P (h)/P0(h) ��� >̃6ij = P (h|C ∈ Cij)/P0(h) ��
��������� � ��������� �'� ��� ������� ������ "����� ������ �� h′$

��



����� �����
 �� α

(� ����� ���������� ���� ��� ������ �� �� �� ����� �� �7+� α� �� ������
�� �� ������������ �" �7+ ������������$ :��� ������ �������� α = p2�
��� p �� �� ����� ���� "����� $ :��� ���������� ��������� ���� ��
� ����������� ���� � α ��� � ����� �������$
0 ��' ��� � ����� �������� �� ������ �� ���������� ��������� �����
����������� ��"�������� �� �� ����� �" ���� ��� �������� -������ ����
������� ��� ����� ���� "����� /$
)�� m0 �������� ��� m1 = m − m0 ����� � �� �� C�������� 7� �
����� α = P (i, j �7+|m0, m1) �" ����� ���������� �� -�	/$ (� �7+ ����
������ ������ �� -�./ ��� -��/ ������ ��� ������� � ������ �� wij =
P (i, j �7+ �� x|hi,hj, m0, m1) ��� wij = P (i, j �7+ �� x|h, m0, m1)$ (�
#�� � ����� 4������� "�� α � �� ψ0, ψ1 ��� ψ2 ���� ������� ������
���� �$$ �� ������������ �" ���� �*��� ��� ��'��� 0, 1 ��� 2 �����
����� ������'� $ %���� i ∈ (2v − 1, 2v)� �� �� �" �� ��� ����������
�" ����'����� v$ :��� ;��� �0����� ���������� � �#�

p���� = P (i ������|Yv = 0) =
p2(1 − ψ2) + p(1 − p)(1 − ψ1)

1 − S

���

p���	 = P (i ������|Yv = 1) =
p2ψ2 + p(1 − p)ψ1

S
,

��� S = ψ0(1−p)2 +ψ12p(1−p)+ψ2p
2 �� �� ��'����$ (��� ��������

i ��� j �� ����� ������� "��� � ���� �" ���� �" �������� �" �����' ��&�
m1/m ��� m0/m� � ��

α =
(
m0

m

)2

p2
����

+ 2
m0

m

m1

m
p����p���	 +

(
m1

m

)2

p2
���	

. -��/

����� ���� "�� � �����' ����� � ������ α = (m1/m)2� �� �� ����� ���
p→ 0$
%����� �������� "�� �������� ���������� �������� ����� � �� ������ α
�� �� 3535 ���������� $�$ � ��������� � ����� �� [0, 1]� ��� �������� α
�� ��� ��� �" �� �����$ )�� wij = P (i, j �7+|hi,hj)� ���� �� ������� ����
α ���� ��� �� �� ������� �" ��������� ������ �� -�./$ (��� �� ������
��������� �������� ��������� ������ ����� ����� � ��������� ��� ���� ��
�� �������� �" �� ���������$ 0 ���� ��� ���� �������� �� ��������� 
���� ��$ :������� α �� �� 3535 ��������� ����A� �����' ��� ������� ��
� �� α � #4� �� ��� #��� 3535 ���������$ )�� wij = P (i, j �7+|h)� α
���� ����� �� �� ����� ���������� P (Ci) ���� � ��������� �� �������
�$"$ -	�/ ��� -	�/ �� �� ������4$ (��� ��� ����� �" α ����� �����

��



����������� �" �� ��������� ������� ����� �� ��� �������������� "�����
4��� "�� ���� '� ����� ���� ���$

���  ��������� ������ !��
 �	 "� 

��������� ������ "�� ������� ���������� ������� �� �� �������� �� #��
�������� ��' � ������ �� ���� �� �� ������ �"  ��	�	
��
��	�	� � !"�$
(� �7� ��������� ������ �� �����4����� ������� "�������� �" ��
���������� ���� ��� ������ �� �� ��������� �" �� ��� "����� �� ��
����� ������ ��� ���� ���� �� �������� ������� �� �� ����� �����$
�7� ��������� ������ ��' �� ��� ���� "�� ��������� ������ ��� ���
������ � �� ������� ���� ��� ����������� ������ �� ��� � ���������
�� ������ ���� ��� ��� ����������� ���� ���� ��� ��������$
%� � ����� �7� ����� 3������ � ��$ -,��	�/ ������ �� ����� �����
�7� ������ x ���� �� ��� ������ ��� �� ��������� ���� �� 5%6
����$ 0 ��' �������� ���� �������� �� #� ������� "�� ����������
���� ����$ %������� x ����� '�� ����������� �� �� ������ ������ "��
������������� ������ � ��' ��� ��������� �� �7� -��� ���� �� �7+/
��������� ������ �� � ������ �� �" ���������� ����� �� �� �������� �"
��� ����� ����'��$ �� ���� ����

wij = Rij(x) − Lij(x) -�
/

��� Rij(x) = xr′+xr

2
��� r �� �� �� #��� ����� �� �� ����� �" x ���

� ��*��� �� �������� ���� ������ �� hi ��� hj� ��� r
′ = r−1$ -�"

�� ��*��� �� �������� �� �� ����� �� r′ = r = K$/ Lij(x) �� �#��
�������� �� �� �"� �" x$ �" � ��*��� �� �������� �� �� ������ ����� ��
�� ����� �� �"� �" x -��� ��� ����/� ���� ��������� ������� ���" �" �� ����'��
[xk0 , xk0+1] �� �� ����� ������ ��� k0 �� �� ������ ����� �� �� �"��
�$$ xk0 < x < xk0+1$ (� ���' ��������� ����� ���� � 4���� �� �����
"�� ��������� �� �� ���������� � ������ ����'��� �"�� �� ��������
��*��� � ������� �� �� �7�������� ��� ����� � ����� �� �� �����
����� �"�� ���� � ��*���$ 0������ � ��$ -,���/ �#� �� ��������' �7��
����� ���� ���� �� ��������� ����� �'� ��� ������� ������� ������ ��
������' ������ ��� ��� �� ��4���� ������ ���� �� �� �'���� ��������� 
����$ �� ���� �� ������ ����� ����� �� ������ �" ��� ������ ���� ������
�" ��� ������ ������ ��� ����� "�� ��������� �� ��B ��������� ���� ��
�#�� "��� �� ���� ������� � ����� �" �� ������ �� �� �������$ (���
�� ���� ��

(1 − p)/p �" �� ����� �����
� �" �� ���� �� �������

−γp(1 − p) �" �� ����� �� ��� ������

�,



��� γ �� � �������� ����� ������� ��� p �� ���� "����� $ +������
� ��$ -,��./ ��� � ������� ���� "�� ��������� ���� ���� ���� 1−p �� ��������
���� ��� �� ��������� ������ "��� ���� �� *�� γ = ∞$

� 
���	������

%� �� 4���� �" �� ��"������� � ���� ������ "��� ���� ���� � �����
���� ���� ��$ (� �������� ���� �������� �" �� ������ "�� 100 ���� ���
100 �������� -���� 400 ������ �� �� �����/ ��� �� ����� ���� "����� 
��� 0.1$ �� ���� "�� ���� ����� ����� ��& �� � ��1���� "�� ������� �����
������� � ��� � "��� �����' ������� ����� �$$ ψ = [0, 0, 1]$ (���� �
���� ��� �� ������� ���������� "�� � ���� �� ������ "��� � ��*���
-�������/ ������� ���� �� ���� ������ �� -�/$ �� %�����4 7 � ����
������ ���� ����� ������� *��� ��� �� ���������� "�� ����������
���� �������� �� �������$
0 �������� �� ����������� ������ ����� �� ���������' %6? �" ;����
��� ��� ;<��!� -,��
/� ���� � ���� ������� $ (���� "�� ��� ����'����� ��
���������� ������ "�� ��� �" �� ��� ����� �� �� ����� ����� �� �����
���� ����������� �� �� ����� ������$ C��� �������� ��������� ���
������ �� >C� ����� ��� ������ ��������� ������ �� ����� �" ��
-��������/ ������ "������ �� �� � �������� ������������ ����� �� ��
�"� ��� ����� �" �� ����� ������ ������'� $ 8����� �" �� ���������
���� ������ ����� ����� �� �� ������ ����������$ 0 ��� �� �����������
������� ������ ���������9 ��� �� ������� ���������� ��������� 
�� ��� ���������� ��� ������$
(� �� ������ �� ����������� ������ ���� x1 = 0, x2 = 0.1, . . . , x11 =
1� ��� � ��� ����� ���� "������� fk(0) = fk(1) = 0.5, k = 1, . . . , 11$
(� ����� �������� �� �� 0.65� �$$ �� ���� ������ 
 ��� H� ��� ��
4���� ����� �" ������������� ���� �� "����� �������� ������ ��
����������� ������ ρ = 4$
0 #��� #' ����� �� �� �������� ����

• 5%6 ���� �7� ��������� 

• 5%6 ���� �7+ -�������/

• 5%6 ���� �7+ -"���/

• B��������� ����� ���� ���� �7+ -"���/

• B��������� ����� ���� ���� �7+ -�������/

�	
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"�� � 5%6 ���� ���� �7� ��������� ����� -�
/$ (�� ����� ����� �� ��

0.65$

6����� "��� #����� ��� ����� �� ������ � �� )����� ,@�� ������'� $
�� �� �� ������� ���� ��� ����� ���� "������� �� ������� "���
-�� ��������/ ����$ (� �������� �7+ ������������ �� ������ '���� �" ρ�
��� ψ = (ψ0, ψ1, ψ2) �� ������ �����$ :���� -��/� ���� ψ0 = ψ1 = 0
��� ψ2 = 1� � ������� α = 0.30$ (��� '��� �" α ��� ��� �� �� �7+
��������� ������� 4��� �� )���� � ��� � ��� α = 0.05 �� ������ �
������' �#��� ��'������ �����4� � ���������� ����$ (� ����� ����
������� �� �� ����� �� �� #���� �� ������� � � ������ ����� ����
������� ���� ��������� ��������� -3�����A� "������� ���������	
/$ )��
��� ���� �� ���� 5%6 ����� � ������� � ������' �#��� ��'������ ���
���4 � ������ � #4� ε = 0.0001 �� �� �������� �" �� �������� �����4� �
������ � "�� "����� ����������$
%�� ����� ��' �������� ������� �� ���� �" ���� ������ �� ����� ��� ��
������ ����� ����'��$ (� �7+ ���� ��������� ������ -��� �� ���� 5%6
��� �� ���������� ����� ����/ ��' "�� ���� ������ ������� ���� ������
���� �� �7� ���� ��������� ����� -����� ��� � ��� ��� ���� �� 5%6
����/$
(� ���� �� �� ������� ������ � �������� ��1������$ %� ��
���������� ����� ���� �" ������ ,$	 ��� �� ��������� �����4 W ������ 
�� ��'������ �����4� �� ������ � ������' �#��� ��'������ �����4$ )��
���� ���� �� �� �����4������� wij = P (i, j �7+|hi,hj) ��� ��� ������ �
������' �#��� �����4$ �� �� �7+ ������������ �� ������� α �� �������

�.
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"�� � 5%6 ���� ���� �7+ ��������� ����� wij = P (i, j �7+|hi,hj)$ (��

����� ����� �� �� 0.65$

���� ��� ������������ �� �� "��� ����� h �� !��� �� ���� �" ������ ��
hi� hj $ % ����� α ������� �� ��� ����� ���������� ���� ��� ������ �� ��
�7+� ��� ���� ���� ��� �� �������� ������������ wij = P (i, j �7+|h)� ��
�� �����4������� wij = P (i, j �7+|hi,hj)� ������$ %� �� ������������
��������� ������� W ���� ���� � ��' ���� �������� -� ������ � �� � 
�#������ �7+ ���� ����"/� � ������ α ���� ���� ������ � ��������� �����4
���� �� "����� "��� �� ����� �" ���������� $ (���� "�� �� �����4���� '�����
wij = P (i, j �7+|hi,hj) �� ����� ���� W ���� � ������' �#��� ��������
�" � ����� α �� ���$ )�� �� ���������� ����� ���� � ��' ���"�� ����
���� �� ���� �� α < 0.30$ �� )���� � � ��� α = 0.05� �� ���� - ��� ���
α = 0.1/ ��� ����� ����� -"�� ���� ���������� ������/ �� �� � ������'
�#��� W '� "�� �� �����4������� wij = P (i, j �7+|hi,hj)$
)�� ��� �" �� ���� �� ��� �� ��'������ �����4 ��� ������' �#����
���� �� ��� ���� �� ���� �� 5%6 ����� �������� ��1������ ���� ������$
(� ������ ������� ����� �" )���� .� �� ������� ���� �� ���"��� �"
��� ��4���$ 0�� � ��� �'��� ������ 3535������� ���� ���� ����
-5%6 ���� ���� wij = P (i, j �7+|h)/� �� ���� �� ���� �"�� ��' �������
������ �� ���� ������ �$ ������� ���'�� ��� ��� �"�� "�� ��������
'���� ���� �� x = 0� �� 3535 ��� ����� �� ������ ����� ����'��$ (�
������ ������� ������ "��� ���� ���� �� ���� ��� ������ "�� ���� ����
��$
)�� ���� ���������� ���� �� ��� ������� ����� ��� ��������� ������ ��'

��
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x "�� � 5%6 ���� ���� �7+ ��������� ����� wij = P (i, j �7+|h)$ (��

����� ����� �� �� 0.65$

�������� ������$ �" �� 5%6 ���� ���� wij = P (i, j �7+|h) -)���� ./
�� 4����� �� �� ��� ��4���� �� ��� ������ �� ������� ���� wij =
P (i, j �7+|hi,hj)� ���� �� �� 5%6 ���� -)���� 	/ �� �� �� ����������
����� ����'��� ���� -)���� �/$ �� �� ����� ��� α = 0.05 ��� ���
�� ���� �� �� Σ �� � ������' �#���$ (� ���������� ����� ����'���
���� ���� wij = P (i, j �7+|h) -)���� �/ ���� ��' ���� ������ ���� ��
5%6 ���� ���� �7� ���� ��������� ����� -)���� ,/ "�� ���� ���� ��$
%��������� ����������� -��� ����� ��/ ���� ���� ��� �" ��*��� ��&��
����� ������ ������������ ���� ��� ���#�� ���� � 5%6 ���� ����
wij = P (i, j �7+|h) ��� �� � �� ���� ����� �� ���� ���� �� ��� ��4�
���$ (� ������� ������� �7+ ����� wij = P (i, j �7+|hi,hj) ��� �� ��'
������ ������ �� ������ ���� ��� ��� ������ �� ����� �� �� ��'����
��� �����4 -�"�� ������' �#������ �� ������/ �� �� � 5%6 ����#������$
������� ���'�� '� ��� ���� �� �� ���� �� ��� ��4���� ��� ��
���� � ������ α ���� ������� �� -��/ �� ���� �� ������$ (� �7�
���� ��������� ������ ���� ��� ��� � ��� �� �� 5%6 ����� ��� ����
���� �� �������� ��1������$
0 4���� ���� �� ���������� ����'��� ���� �" ������ ,$	 ����
wij = P (i, j �7+|h) ����� ��' �� ��� ������� ���� � '����� ���� �����
���� "��� �� ��� �������� ���� �� ������ �� �� ���� ���$ 0 ���'
���� �� ���' ������� �������� ��1������ ����� �� ���� �������� 4�
����� �� � ��� ��� ����' ���� ���� �� �����"��� �� �����$ �� ��

��
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"�� �� ���������� ����� ��'������ �����4 ���� wij = P (i, j �7+|h)$ (��

����� ����� �� �� 0.65$

���������� ����� ����� �� ��������� �����4 W ���� ������ �� �� ���
'������ �����4 Σ = W $ )�� �� �7+ ���� ��������� ������� W ��� ����
�� �������� "�� ������ ����� ������$ �������� ������� �� ��� �����
$�$ ��� �� ����� �" b �� ��������� �� ���� �" �� 3535 ���������$
B������ ���� ��� ��4��� ���� ������ ���� �� ��& �" �� ���� ��$ %����
"��� ������� ���� ���� �� �������� �������� �� ���� ������ ����
'������� ������ �� ��*��� ������ �� �� 3535 ��������� ����� ���� �
�� ���� "�� ��4���� �� �������� ���F �� ������ �$

� ����������

0 ��' �� ���� ���� ������ ��� ��*��� ������� ��������� ����� "��
������ � ���� ��������� �� �� ��������� "�� ����� #� ������� �����
���������� ���� ����$ (� 5%6 ���� ��� �� ������� "�� #� �������
�� ����� �������$ �� ��� �� ��'����� ���� �� ��� � ��� ���� � ��� ����
�" ��������� ������� ��� ����� ���������� ����� ������������$ 0 ��'
���'� �� ��������' ���� "��� � ���������� ����� �������'� ����� ��
����� �� � ��'������ �����4 ���������� �" ������� �7+ ������������$ 0 ��'
������ ��� �7+ ������������ ��� � ��������� "�� ���������� ���� ����
���� ������ ����� ������$ :��� � ���� ����� ������� � ����' ����
� ����� "������� "�� P (i ��� j �7+ �� 4|h)� ��� P (i ��� j �7+ �� 4|hi,hj)�

�
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α=0.05

)���� �E 3535 ������ "�� ����� ����� x� "�� �� ���������� �����

��'������ �����4 ���� wij = P (i, j �7+|hi,hj)� ���� α = 0.05$ )�� ����

����������� ���� � ������� α = 0.30 �� -��/� ��� �� ��'������ �����4

W ��� ��� ��� ������' �#���$ (�� ����� ����� �� �� 0.65$

��� �� ����� ��� � ������ �� �� �����4������� �����&��� ��� �� �����
�� �" �� ��� ������' ������ ��$ 0���� �7� ��������� ������ ��� �
��������� ������� ���� ���������� �������� �� ������� �7+ ������
������� ����� -��� ����� ��/ ������� �" ����� ���� "�������� �����
�������� "�������� ��� �� -������� '�� ���/ ������������ ���$ 0��
��� "�� �� ������� -�� �������� ����/� �� ��� ��'���� ��������� 
������ ���� �� �7+ ������������ ��' ������� ����� ������ $
(� 5%6 ����� ����� 4������� ������� ������� ������� � �������
�� ����������� ��� �" ��� ������� �� � ������ �'��� �" ��� ����
��������� ��� �� 4����'� ��� $�$ �� ���� ���� ���� �������������
������������� ������� ��������� ��� �'��������� ����������$ 6� ���
;�� -,���/ ��� 7���! � ��$ -,��./ ��' � ����� �" �"���� ��� 4�
�����$ (� ���� ��� ���� �������� ��'������ �� ������� ��� ��
������ �������� �����4 Q �� ������ �� ����� ��� b �� � �� ����� 3����'
6����� #��$ )��� �� �#������ �� -�/� �� �������� �����4 ��� ���� ��
��'������ �����4 �� ������' �����#��� -�� ���� �� �� ��������� �����4
��� ��� ���������' �����/$ �� ������������ ��� �� �������� �����4
�� #4�� �� �� �"�� ��� ������� ���� �� �������� �����4 �� ������' �#���$
���� �� ����� ����� x� ��� ���� �� �������� �����4 �� �� ������ ��
���� �" �� 3535 ��������� �� �� ��������� ���� �� �������� ��' �
����� � �$$ ���� �� ��'������ ������� �� ��� ������' �#���$

�H



(� �� � ����� ������������ ���� �� 5%6 "���������� � ������� ���������
�������� � 7���! � ��$ -,��./ ��� ��� � 3������ � ��$ -,��	�/� ��
�� �������� λ� 0 < λ < 1 �� Q = (M−1(I2m − λC))$ (� G������� 
�������G λ �� ��� ������ �� �� 3535 ������� ����� ���� �� ����
��������$ (� �� ������������ ������� ������ λ ���� � '� ����
�� �$ 0 ��' ������ ���� -� �����/ ε > 0 �� �� �������� �" �� ��������
�����4$ �� ����� ����������� � ������ λ �� ε ������ �� 3535 ����������
��� �� �� #��� ��������� � ��' ������ ���� � #4� ε �" ��& 10−4� �����
��' � ��� *���' 3535 ���������� ������� ������� ������ �" �� ���
�" �� ���������$
%��� "�� �� ���� �" ������ ,$	� �� ���� �" ������' �#������ �� �"
������$ %� �� ��'������ �����4 �� �� ���� �� �� -�7+/ ��������� 
�����4� �� �� ������ ���� �� ��������� �����4 �� �� ����" ������' �#���$
(��� �� ����� "�� wij = P (i, j �7+ �� x|h)� ����� �� �����4�������
wij = P (i, j �7+ �� x|hi,hj) ���� �"�� ����� �� ����������� ������� "��
������ ����� ������$ 8� ���������� �� �������� �" � ������' ����� ��
�� ��������� ��� �� ����� �������� ���� �� ���� �� "����� �� ����
���� ����� "��� �� ���'� ����$ (� �7������ ��������� ������ �"
������ 	$, �� ����� ������ � ��������� �����4 ���� �� "�� "��� ������'
�#���� ��� ����� ���� ��� � ��� �� ������ �#� � ��'������ �����4$
%������� wij = P (i, j �7+ �� x|h) ���� ���� � ������ � ������' �#���
��������� �����4� �� �� � �� ���� �� ���������� � ���� �������� �������
�� �����$ (�� ������� �� ��������� "�� ���� ������� ���� ������ 
����� ������$ %������� �" � ����� ������' ε �� �� �������� ����� ���� �
��� �� ���� �� �� ���� ��4���$
7��� 5%6 ��� �� ���������� ����� ���� ����� �� ���� ������� "��
��� ������ �$ �" �� ����� �" ����'������ m ��� ������ �� 2m �� �����
�� ���� ������������ ��� '� ����$ % �������������� �������� �����
����' ����� ��� � �� ������ � ���� ������� �� ��� ����� ������ ��
β = (β1, . . . βH) ��� H �� �� ����� �" ����� ������ �� ����� �� ��
�����$ (��� �� ���� 3������ � ��$ -,��	�/ ��� �� ���� 5%6 ����$ (�
���������� ����� ������������ ����� � ���� ���� ������ �� �� ���� A�
����� ������ �� ��� "����� ������ � �� x$ �� �� ��� �" ������ >����
�� +������������ ->+/� H �� � ������ ���� ������ ���� 2m$ %�����
��������' ���� ���� ������� ���� ���� �� ���� ��� ���� '� ��� ����
��� �� -�� �� ������ �� ������ �" �����4 ������/ �� �� �� � ���������
�������� !��� �� �� 3������ � ��$ -,��	�/� 0������ � ��$ -,���/� ��$ (�
�7+ ���� ��������� ������ ����� � ��� �� ��� ����� �� ���� �� �����
�� ������ �� �� �������$
%���� "��� ���� �� �������� ��'������ �� �������� �������� ������ �����
"�� ��� ��4��� �� �� 3535 ���� ��� �� ���� ������ �� �� ��������

�D



������������ ���� �������� �� ��*��� ������$ %� �����'��� �" ���
��������� ����� ���� � �� ����� b �� � ����� ������ ���� σ2

b � ��� ������� 
���� μ$ 6� ��� ;�� -,���� 5�$ ./ ������ ��� ���� ��������� ������
����� � ����'�� ����� "�� � ����� ����� ������ ��4����� '������� ����
J��������'�������' ������������� "�� ����� �� ������������ "������� �� ��� 
����� �� �� ��#��� ����$
(� ������ ������ �� �'���� "�� ���� ���� ����� ���� � �����
����� ������ $�$ �� ���� "��� ��������� ������$ (� ������ ���� ����
���� ��� ��� ���� ��� � ��"��� ���� ����� ��������� � ����� ��� �
�� ��� "�� '� ������ ����� ����$ �" ���� �� ��� ������ �� ���� � ��"����
��� �� ��������� ������ ��� � ���� ��� �" �� �� ��������� �����
���� �� �������� $�$ � (����� � ��$ -,��	/$ (��� ����� � �����������
� ������� ������ �� �� ������'� ���� ����� �� ������ �� �� 3535
�������$ )�� ���� �� ��� ���� ������ � ������������ ����'��
�� ������'� ������ �� ��� ������� ���� �� ������� ������ �� ��
���� ���� ��� ���� �� ������� "����� ���' � ������� ��������$
�" �� ������� ������ � ����� �� "���� �� � ������� ���� ������ ���� ��
������� ���������� "�� ��� �" �� ������ ��� ������������ ��� � ���
��� ���� �� ������ �� �� 3535 ���������� � $�$ 3����� -,���/� ���
���� �� ��� �� � ��������� ���������$

 ���!	���������

0 �� ����"�� �� 2��� B������ ��� %�'�� �!<����� �� J��������� ������
���� �� ���������� ���� "�� ����������� ��� ���"�� ������� ������ ����
���!��$

 �"�" �	�������

0 #� �� ���� ����� 3535� ��� ξ = (fk, qk, ρ, . . .) ��� h �� ��������
#4� ��� �� ���"�� �"� ��� �� �� ��������$ (� ��������� �� ���� ��
���� �" 3������ � ��$ -,��	�/� �������� �� �������� �� �� ������ ��
����� ������ �� ������ "���� ��4���$ +� �� �� ����������� ��������
�������� ���� �� ���������� �� �� +%? �" )���� �� �� ��'��'� ���� ��
��������� ���� ���������$ �������� θ = (μ, b, σb, x) �� "�� �� ���������
�" ��� ���� �������� ��� θ−z �� ��� "�� ��� �������� 4��� z� $�$
θ−μ = (b, σb, x)$ (� ��������� ����� ���� ���� ���� � �� ������ ��
������ ,� �������� σ2

b ��� ��*��� ������������$ )�� �����#������ �������
�� ���� �������� �� �� '���� b = (b1, · · · , b2m) �� ���������� �� ���

,�



�� �� ��� ���� -./ �����

π(θ|y) ∝ L(y; θ)π(μ)π(b|1T b = 0, x, σ2
b )π(x)π(σb)

��� L(y; θ) = π(y|θ) �� �� ���������$ (� ������������ π(b|1T b = 0)
-��� ���� �������� �� ������ �� �� ��������/ "��#��

π(b|1T b) =
π(b)π(1T b|b)

π(1T b)
.

(��� � ������

π(b|1T b = 0) =
π(b)|1T1|−1/2

(2π)−1/2|1Tσ−2
b Q−11|−1/2

=
π(b)(2m)−1/2

(2πσ2
b )

−1/2|1T Q−11|−1/2
,

��� π(b) �� �� �� ������ ,$ -)�� �� ������#� ���� ������� �� ������ ��
2m �� 4������ ���� H $/ (��� ���������� �� �������� "�� �� �� ��������
�" b� ��� �� �� �������� ������������ �" σb ��� x� ���� ��F��� ��
��'������ �����4 "�� b$ (� ��� 1T Q−11 �� �� � ��������� ��� ��'�
��� ��� "�� ���� "�� ��� ������� Q� �$$ "�� ��� ����� ����'��$

��� $����%��


)�� �� ����� ���� ���� �� ��������� ��

L(y; θ) =
n∏

v=1

(exp(μ+ b2v−1 + b2v))
yv

1 + exp(μ+ b2v−1 + b2v)
.

��� &�
�� �� μ

0 �� � 3;���� �� ����� μ$ 0��� ����� ����� π(μ) ∼ N(0, σ2
μ0

) ��� �
������ ����������� -60/ �������� μnew = μold+zμ ��� zμ ∈ N(0, σ2

mRW )
� ������ �� �������� ���������� 

pacc = min

(
1,
L(y;μnew, θ−μ)π(μnew)

L(y;μold, θ−μ)π(μold)

)
.

��� &�
�� �� b

(� ���� ������������� ��� ��� ���� ��4��� � ����� b �� �� ����� ����
� 60���������� ��� ����� bnew = bold + z − z̄ ��� z ∈ N(0, σ2

bRW I2m)
��� I2m �� �� ������ �����4 �" �������� 2m$ %���� bnew ���� ������
����� 

pacc = min

(
1,
L(y; bnew, θ−b)π(bnew|Q, σ2

b )

L(y; bold, θ−b)π(bold|Q, σ2
b )

)
,

��� π(b|Q, σ2
b ) ∼ N(0, σ2

bQ
−1)� �$$ �� ������������ ����� "�� b$

,�



��' &�
�� �� σb

(� �������� �'������� σb� �" �� ���� �������� �� ������ �� � ?����
�������� ���$ ��'�� ����� ������������ �� ��� �� ����� "�� σ2

b � �$$
σ−2

b ∈ Γ(as, bs) �������� �� ����������� ������������

π(σ−2
b |θ−σb

,y) ∼ Γ(as + (2m− 1)/2 − 0.5,
2bs

2 + bsb
T Qb

).

(� ����������
∑
bi = 0 ���� �� � ����������� �" −1/2 �� �� ���� ������

�� �" �� �������� ������������������$

��( &�
�� �� x

)�� ����� ����� x � �� � F�� ����� �'� �� ������ ���$ )�� ���� ����
��&����� �" ��"�������� �� �� ��� ���� ����� ������ � �� � ��� ���
������� �� ����� �������� '���� xnew$ )���� ����� � ����� �������� k
"��� �� ������ ���"��� ������������ �� {1, . . . , K}� ��� ����� xnew ����

"���� "��� �� ����'��
(

xk−1+xk

2
, xk+xk+1

2

)
$ 0�� k �� �� �� ����� -k = 1

�� k = K/ xnew �� ������ ���"���� "���
(
x1,

x1+x2

2

)
���

(
xK−1+xK

2
, xK

)
������'� $
%���� xnew ���� ���������� 

pacc = min

(
1,
π(b|Q(xnew), σb, 1

T b = 0)(xnew
k+1 − xnew

k−1)

π(b|Q(xold), σb, 1
T b = 0)(xold

k+1 − xold
k−1)

)
,

���

π(b|Q(x), σb, 1
T b = 0) ∝

(1T Q−1(x)1)1/2|Q(x)|1/2 exp(−0.5σ−2
b bT Q(x)b).

# #����� ���������� �$���� �� ��� ����	�����

������� ����	

�� ������ ,$	 � ���'� -	/ "�� � ���������� ����� ���� ���� ��'������
�����4 -D/$ �� �� ��� �������� ������ �� ����� ���� bi �� ����� � ���� ��
����� '��� ������� ��� Ii �� ������� ��� �� ���� '��� ��� �� ��
���$ %���� ���� ��� �� "����� ���� I��� �� ������ ��� ��� ���"���
������������ �� 1, . . . , N ′$ �� "������ ��� "��� -H/ ���� �� ����� ����
"����� 

p = P (Ii = I���) = C(P (I��� = I|Ii = I)) = 1/N ′

,,



�� ���� �� ����� C(bi|h) = 0 ��� K��(bi|h) = σ2
b "��� -	/� � ����� ������

������ �'��� ���� �� ��� �'�� �" bi ��' �� � ����� ��������� ��

bi =

⎧⎨⎩
√
q/pσb, Ii = Imut,

−
√
p/qσb, Ii �= Imut,

-�H/

��� q = 1 − p$ �� ��� � '��#� ���� -D/ ��� ����� �� �� ����� p → 0
"�� �� ����� ����$ (� ����� �� ���� {b′I} �� ������� ��� �$�$�$ ���
�����'� ��������$
>� ψl ���� �� ���������� ���� �� ����'����� ���� l ����� �" �� �����
������� ���� ����� �*���$ �� '�� �" -�/ � ���� ��'⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ψ0 = g−1
(
μ− 2

√
p/qσb

)
ψ1 = g−1

(
μ+

(√
q/p−

√
p/q

)
σb

)
ψ2 = g−1

(
μ+ 2

√
q/pσb

) -�D/

)�� �� ����� ��� � ��� ����'�� �� -H/ ������ ������ ���������� ��
�� "����� �������� ��� ���� x �� ��� � ����� �����$
)�� �������� ������ x = xk� �� ���� �� ����� ����� �� �� xk ��� ����
h′

I = (h′I1, ..., h
′
IK)� �� ���� h′Ik �� �� ���� �� xk �" "����� ������ � h′

I $
(��� � -�H/� � ��'

b′I = −
√
p/qσb + (

√
q/p+

√
p/q)σbh

′
Ik,

���'��� � ���� h′Ik �� ��' '��� � �" I �� ������� �$$ I = I���$ �" ���
�� �� ���� ��������� ���� �� ����� ������� ��� h′Ik ����� �� ������
'��� �" {hik; Ii = I}$ �" x �� ���� �� xk� b

′
I ��� h′Ik �� ����� �������� �"

��� �� ������ ������������� �� �� "����� ��������$

" "�	��	����� �� 	��	����� ������ ����������	

�� hi ��� hj ����� ��� ���� ����	���

)�������� �� �������� �" ;������ ��� ;<��!� -,��
/� ��Ms ���� �� ��
�" ������ ����������� ��� Ω = {i, j} × {1, . . . , K} ��� �� D ⊆ Ω � ��
�� �" ������ ����$ )����� �� fk ���� �� ���� "����� �� ����� k ��
�� "����� ��������� ��� qk ���� �� ���������� �" � �������� �� �����
k ���� �� "����� �������� ��� ���� A� ������ �� ���� ���� A� ����
"����� �� f̃k(a) = (1− qk)fk(a) + qk(1− fk(a)), a = 0, 1$ %��� ;������

,	



��� ;<��!� -,��
� C�$ ,�/� ������ �� ����� ����� �� �������� {i, j} ���
��� �'� ��� ������� D �� ������

>6ij =
∑
D

>6(D)Px(D|i, j ∈Ms), -,�/

��� >6(D) = P (g|D)/
∏

(i,k)∈Ω f̃k(hik)$ >� nk0-nk1/ � �� ����� �" 0-1/
����� �� ����� k� ���� ����� �� �� ��� D� � )���� 
$ ���� �� ����
�� ������ ;������ ��� ;<��!� -,��
� C�$ ,,/ ������

>6(D) =
P (hi,hj |D)∏K

k=1 f̃k(hik)f̃k(hjk)
=

K∏
k=1

>6k, -,�/

���

>6k =
(1 − qk)

nk0qnk1
k fk(0) + qnk0

k (1 − qk)
nk1fk(1)

f̃k(0)nk0 f̃k(1)nk1
.

>� "����� nk = nk0 + nk1 � �� ����� �" ������ ���� �� ����� xk$ 0
����� ���� 0 ≤ nk ≤ 2 ��� ���� >6k = 1 ��� nk < 2$ ;�� � ��� �����
-,�/ ��

>6(D) =
∏

k;nk=2

>6k. -,,/

%���� xk0 ≤ x < xk0+1 ��� �� X−��� X+���� �� ������'�� ������ ��
�� �"� ��� ����� �" x$ +#� K− ∈ {1, . . . , k0 + 1} ��� K+ ∈ {k0, . . . , K}
� 

xK−−1 < X− ≤ xK−,
xK+ ≤ X+ < xK++1.

-,	/

0 ��� ��� ����� -,,/ ��

>6(D) =
k0∏

k=K−
>6k ·

K+∏
k=k0+1

>6k, -,./

��� �� �������� �� �������� �� � ��� K− = k0 + 1 ��� K+ = k0

������'� $ 7 ������������ �" �� ���������' %6?� K− ��� K+ ��
�������� ������ '�������$
;��� ��������� -,�/ ��� -,./ � ��

>6ij =

⎛⎝k0+1∑
k=1

P (K− = k)
k0∏
l=k

>6l

⎞⎠ ·
⎛⎝ K∑

k=k0

P (K+ = k)
k∏

l=k0+1

>6l

⎞⎠ . -,�/

>� ρ � �� 4���� ����� �" ������������� ������ �� �����������
����� ���� "����� ��������$ ?�'� ���� � ������������ ������� �� ���

,.



)���� 
E ������������ �" �� �� Ω "�� ��� 4���� ������ ��� i ��� j� ����

K = 11 ������$ (� ����� '������ ��� ������ � �� �������� �" �� �����

��������� ��� �� ����� ��� ����� D� �� �� �" ������ ����$ (���� ��

���� 4���� k0 = 4� K− = 4 ��� K+ = 7$ )����� n1 = 0 = n10 = n11, n3 =

1,

n30 = 1, n31 = 0, n4 = 2 = n40, n41 = 0, n8 = 1 = n80, n81 = 0� ��$

����� π �� [0, 1]$ (� �������� �� ������������� �" K− ��� K+ ��� ���� ��
������������ ����� ����� ��*��� ������ i������� �� �������� B������
������� ���� ��� ρπ(·)$ (��� {X−

i }i∈Ms ��� {X+
i }i∈Ms �� ��������

������ '������� ����

Px(X
−
i < x′) = exp(−ρ ∫ x

x′ π(s)ds), 0 ≤ x′ ≤ x,

Px(X
+
i > x′) = exp(−ρ ∫ x′

x π(s)ds), x ≤ x′ ≤ 1.
-,�/

�" �� ������������ ��� �� ���"��� ����� �� ���������� �$$
π(s) ≡ 1, 0 ≤ s ≤ 1 ���

Px(X
−
i < x′) = exp(−ρ(x− x′), 0 ≤ x′ ≤ x,

Px(X
+
i > x′) = exp(−ρ(x′ − x)), x ≤ x′ ≤ 1.

-,
/

+� �� �� ������������ �" ������ ����������� �� ������ �������������
X− = max(X−

i , X
−
j ) ��� X+ = min(X+

i , X
+
j ) -�� �� �"� �� �����/ ����

��� ��*��� i������� �� ��������� ��� ����

Px(X
− < x′) = exp(−2ρ(x− x′)), 0 ≤ x′ ≤ x,

Px(X
+ > x′) = exp(−2ρ(x′ − x)), x ≤ x′ ≤ 1.

-,H/

(���

P (K− = k) =

⎧⎪⎨⎪⎩
exp(−2ρx) k = 1
exp(−2ρ(x− xk))(1 − exp(−2ρ(xk − xk−1))) 2 ≤ k ≤ k0

1 − exp(−2ρ(x− xk0)) k = k0 + 1,
-,D/

,�



��� �������� "�� �� ������������� �� �� ����� �" x$
(��� >6� ��� ��� ���� wij � ��� � ������� �� O(K) ���� ��� ���� ��
"��� ��������� �����4 W �� ��������� �� O(Km2) ���$ ����� ���� ���� ��
��� ���� ��� ������ ��������� �� ������ "��� �$$ qk > 0� �� ��� ��
������������� �� ��� ����� ���"���� $

� "�	��	����� �� 	��	����� ������ ����������	

�� h ����� ��� ���� ����	���

(� �������� C������� -��/� #��� ��� ���� >̃6 = P (h)/P0(h) ����� � "����
� ����" ��� ;������ ��� ;<��!� -,��
� C��$ �D@,�/ �� ����� ����� �$$

>̃6 =
∑
h′
f(h′)

2m∏
i=1

1∑
Ci=0

>̃6(h′, i, Ci)P (Ci). -	�/

;� P (Ci = 1) = P (5�������� i ������)$ ���� � ��������� �� �����
����� ���� ��� ����� ������� P (Ci) �� �� ��� "�� ��� i$ (��� � ��� ����

��& P (Ci = 1) =
√
P (C ∈ Cij) =

√
α� ��� �� ������������ ��'� �� ����

������ $ )�� ���������� ���������� >̃6(h′, i, 0) = 1� ���� "�� ������

���������� >̃6(h′, i, 1) =
∑

Ri

(∏
k∈Ri

P (hik|h′k)/f̃k(hik)
)
Px(Ri|Ci = 1)�

��� Ri ⊆ {1, . . . , K} ����� �� �� �" ��� ������ ����� ���� "�� 5����
����� i$
�������� >̃6ij = P (h|C ∈ Cij)/P0(h) ��

>̃6ij =
∑
h′
f(h′)>̃6(h′, i, 1)>̃6(h′, j, 1)

∏
q �=i,j

1∑
Cq=0

>̃6(h′, q, Cq)Px(Cq). -	�/

(� ����������� �� O(2Km2) �� ���� ��� �� ���� *��� �� ����������� �"
2K2m ��������� ������ >̃6(h′, i, 1)$ 5���������� P (i, j �7+ �� x|h) �� ����
��� �������������� ����� ���� ����������� P (i, j �7+ �� x|hi,hj)� ���
����� "����� "�� �������� ����� K ��� m$

%���������

%���� � >$� 7������� 2$� 3� �DDH$ 3��������� ����������'������ ������
���� ��� �� ����� ������$ %� 2 ;�� ?�� �, -�/� ��DH@�,��$

%���� 5$� �DD.$ 6����� '���������������� �������� "�� �������� �����
������ �� ������$ %� 2 ;�� ?�� �.� �	�@�.	$

,�



7���!� �$� 5������ 7$ B$� ?�"���� %$ C$� ,��.$ ;���������� ������� ���
���� ��� "�� ������� ����$ 5������ L ;���I565$

7������ �$ C$� 5�� ���� +$ ?$� �DD	$ %����4���� ��"��� �� ������&�
����� ��4� �����$ 2 %�� ������� %���� HH -.,�/� D@,�$

+������� 5$� 3������ %$� +� ,���$ >����� ������������� ������� '��
��������� ���� ��� �" ������������ ���� �� ��� ��"��� ������ �� ��
�� ?���� %��� ��� 0������� �. �������� ����$ 735 ?�� � ����� ��
����$

+������� 5$� M����'��� J$ ($� 5������ >$ 6$� ;���� �$� +������� B$� 3������
%$ B$� 2�� ,��.$ >����� ������������� ������� '�� ��������� ���� ��� �"
�������������� ��� �������� ������ ��$ %� 2 ;�� ?�� 
� -�/� 	�@
.	$

;������� >$� ;<��!�� 8$� ,��
$ 6��������' �������� ������������
������ ���� ������������ �� �� �������$ (��$ 6�$ ,��
E
� 5��� "��
3���������� ������� >��� :��'���� $

3�5������� 5$ C$� ����� �$ 6$� ,���$ ?�����&�� ������ ��� ��4� �����$
0�� ���� �� ���������� ��� ����������$ 0�� � �� N���$

3������� ($ ;$� ?������� 3$� 2�� ,��
$ 3��������� �7+ ��������� �����
��� ������ �� ��� =(> ��� ������ *���' ���������� ��&$ ?���
���$

3������� ($ ;$� ?������� 3$ C$� ,���$ B�������� �" ������ � �����
������������ "��� ������������ ��$ ?�� �� C'�� 		 -�/� ���@�	.$

3������� ($ ;$ C$� J������ %$� >��� �$� 8������ �$� ?������� 3$ C$� 3� 
,��,$ )�� ������� �" � ����������' ����� ����� "�� �������� ��� �����
������� ������ ��� ������ ������������� �������$ ?����� ��� -�/�
	
	@	
D$

3������� 2$� 3��!����� B$� (������ +$� �� ,��	�$ %���������� �" 7� ����
������� ����������� ������ �� ���� ��� �" ������ �� *��� ��� �� ����
����$ ?�� C������� ,� -,/� D�@���$

3������� 2$� 3��!����� B$� (������ +$� +� ,��	�$ )������� ������� �"
����� ��� ���� ������� ��������� '�� ������� ��������� ��������$
%� 2 ;�� ?�� 
	 -�/� �	�H@H.$

,




3������ %$ B$� �� ,���$ +���� ���� ��� �" ������� ��B ���� � ���� ��
��������������� ����������� ������ '�� 7� ���� ��������� �������� �"
������ ��$ ?�� C������� ,D -,/� D�@��
$

6�� ;$� ;��� >$� ,���$ ?������� 3����' 6����� )����E (��� ��� %��
����������$ K��$ ��. �" 3��������� �� ���������� ��� %����� B��������� $
5������ L ;���� >�����$

������� +$ 2$� +� ,��.$ C'�������� ������������ �" ������ �� ���� ������$
?�� C������� ,
 -./� 	.H@	�.$

����� B$ 5$� B������ �$� 5��� � �$ �$� %������� ?$ 6$� %�� ,��,$ B���"��
������������� ����������'������ ������ ���� ��� �" ����� ������$
%� 2 ;�� ?�� 
� -,/� ,	H@,�	$

(������ +$ 5$� 3�������� 2$ >$� 5�� ���� +$ ?$� ,���$ 7� � ������� �"
������ �� *���$ ?�� C������� ,�-����� �/� �
�,@�
�
$

(������ +$ 5$� ������ +$ 8$� 5����� +$� 3������� 2$� 3��!����� B$� ,��	$
7� ���� ������� ������� �" ������ � ������������$ ;�� ;�� �� -��	/�
	,@.�$

0������� C$ 6$ 7$� 0�������� 2$ 5$� 7������� +$ 2$� )� ,���$ )�� �������
�" ����� ��� '�� ������ � ���������$ ?�� C������� 	� -,/� �
�@�
D$
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