Polish version

XVI1 Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich
5. listopada 2005, Sztokholm, Szwecja

Czas zowodow: 4 godziny 30 minut
Pytania mogg byé zadawane przez pierwsze 30 minut.
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Niech ag bedzie liczbg catkowity dodatnig. Definujemy ciag (a.,)n>0 nastepujaco: jesli
j .
an = Z ¢;10°,
i=0
gdzie ¢; sa takimi liczbami catkowitymi, ze 0 < ¢; <9, to
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nt1 =Cy ~ +C7

+ M + C] .
Czy mozna wybrag liczbe ag tak, aby wszystkie wyrazy tego ciagu byty rézne?

Niech a, 3, v spelniaja warunki: 0 < «, 3,7 < 90° oraz sin & 4 sin 3 + siny = 1. Dowie$¢, ze

3
tgla+tg” 0+ tg’y = <.

Rozwazmy ciag (ax)r>1 zdefiniowany nastepujaco: a1 =1, ap = 3,

1 1
Qpy2 = ar + —apy1 + —— dlak > 1.
2 dagagy1
Wykazaé, ze
1 1 1 1
+ + ot <4.
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Znalez¢ trzy rézne wielomiany P(z) o wspotczynnikach rzeczywistych takie, ze P(z? +1) = P(z)? + 1 dla
wszystkich liczb rzeczywistych x.

Niech a, b, c beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi spelniajacymi warunek abc = 1. Udowodnié, ze

a b c

<1.
a2+2+b2+2+c2+2_

Niech K, N beda liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, ze 1 < K < N. Tasujemy talie N réznych kart
powtarzajac operacje polegajaca na odwrdceniu kolejnoséci K wierzchnich kart i przestawieniu ich na spéd
talii. Wykaza¢, ze po nie wiecej niz 4 - N2/ K? takich operacjach uzyskamy z powrotem wyj$ciowe ulozenie
kart.

Dana jest prostokatna tablica o n wierszach i 6 kolumnach, przy czym n > 2. W kazdym jej polu znajduje
sie jedna z liczb: 0 lub 1. Wszystkie wiersze tablicy sg rozne. Jezeli w tablicy znajduja sie wiersze
(mla L2, X3,T4,T5, 1'6) i (yh Y2,Y3,Y4, Y5, yﬁ)ﬂ to Zna‘jduje SIQ w niej réwniez wiersz

(T1Y1, T2Y2, T3Y3, TaYa, T5Ys, T6Y6)-
Udowodnié, ze w pewnej kolumnie tablicy co najmniej polowa liczb jest réwna zero.

Rozwazmy siatke 25 x 25 kwadratéw jednostkowych. Rysujemy na niej kolorem czerwonym kontury
kwadratéow dowolnej wielkoSci. Jaka najmniejszg liczbe kwadratéw musimy narysowac, aby pokolorowaé
wszystkie linie siatki?

Prostokat o wymiarach 200 x 3 jest podzielony na kwadraty jednostkowe. Udowodnié, ze liczba sposoboéw,
na jakie mozna podzielié¢ go na prostokatne kawatki sktadajace sie z dwoch kwadratéow jednostkowych, jest
podzielna przez 3.

Niech m = 30030 =2-3-5-7-11-13 i niech M bedzie zbiorem tych dodatnich dzielnikéw liczby m, ktore
maja dokladnie 2 dzielniki pierwsze. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe catkowita n o nastepujacej wlasnosci:
wéréd dowolnie wybranych n liczb ze zbioru M istniejg trzy takie liczby a,b,c, ze a-b-c =m.
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Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC'i AC tréjkata ABC, przy czym BD = AFE. Prosta laczaca
§rodki okregéw opisanych na trojkatach ADC i BEC przecina odpowiednio proste AC i BC' w punktach
K i L. Dowie§¢, ze KC = LC.

Niech ABCD bedzie takim czworokatem wypuklym, ze BC = AD. Punkty M i N sa odpowiednio
§rodkami bokéw AB i CD. Proste AD i BC przecinaja prosta M N odpowiednio w punktach P i Q.
Udowodnié, ze CQ = DP.

Jaka jest najmniejsza liczba okregdéw o promieniu v/2, ktérymi mozna pokry¢ prostokat

(a) o wymiarach 6 x 3?

(b) o wymiarach 5 x 3?

Srodkowe trojkata ABC przecinaja sie w punkcie M. Niech D i E beda réznymi punktami lezacymi na
prostej BC, przy czym DC = CE = AB. Punkty P i @ leza odpowiednio na odcinkach BD i BE oraz
spelnione sg rownosci 2BP = PD i 2BQ = QE. Wyznaczy¢ ZPMQ.

Proste e, f sa prostopadle i przecinaja sie w punkcie H. Punkty A i B lezg na prostej e, a punkty C' i
D leza na prostej f, przy czym punkty A, B, C, D, H sa roézne. Proste b i d przechodza odpowiednio
przez punkty B i D i sa prostopadle do prostej AC. Proste a i ¢ przechodzg odpowiednio przez punkty A
i C'i sy prostopadte do prostej BD. Proste a i b przecinaja sie w punkcie X, a proste c i d przecinaja sie
w punkcie Y. Udowodnié, ze prosta XY przechodzi przez punkt H.

Niech p bedzie liczba pierwsza i niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Liczba ¢ jest dodatnim dziel-
nikiem liczby (n + 1)P — nP. Wykazad, ze liczba ¢ — 1 jest podzielna przez p.

Ciag (zn)n>0 jest zdefiniowany nastepujaco: o = a, 1 = 2 0raz ,, = 2Tp_1Tp_2 — Tp—1 — Tn—2 + 1 dla
n > 1. Znalez¢ wszystkie takie liczby catkowite a, ze liczba 2x3, — 1 jest kwadratem liczby naturalnej dla
wszystkich n > 1.

Niech z,y beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Zalézmy, ze z = 4dxy/(x + y) jest liczba catkowita
nieparzystg. Udowodnié, ze co najmniej jeden dzielnik liczby z mozna przedstawié w postaci 4n — 1, gdzie
n jest liczbg catkowita dodatnig.

Czy istnieje 2005 réznych kwadratow liczb catkowitych dodatnich, ktérych suma jest réwniez kwadratem
liczby catkowitej dodatniej?

Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych liczba (p; +1)(p2+1) - - - (px + 1) jest podzielna
przez n, gdzie n = pips - - - pi jest rozkladem na czynniki pierwsze (niekoniecznie rézne).



