Latviesu versija

16. matematikas komandu sacensibas “Baltijas Cels”

2005. gada 5. novembri, Stokholma, Zviedrija

Risinasanas laiks: 4 stundas un 30 minutes.
Jautajumus var uzdot pirmo 30 minusu laika.

1. Piegemsim, ka qa ir pozitivs vesels skaitlis. Definesim virkni (a,), n > 0, sekojosi: ja
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kur ¢; ir tadi veseli skaitli, ka 0 < ¢; <9, tad
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Vai var izveleties aq ta, lai visi virknes locekli butu dazadi?

2. Pienemsim, ka «, 3 un + ir tris lepki, kam izpildas nosacijumi 0 < o, 8,y < 90° un
sina + sin 3 + siny = 1. Pieradit, ka

w

tg?a + tg?B + tgiy > 3

3. Aplukosim virkni (ag), k > 1, kuru define ar nosacijumiem a; = 1; ay = %;
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Pieradiet, ka
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4. Atrodiet tadus tris dazadus polinomus ar realiem koeficientiem P(z), ka visiem realiem z pastav
sakariba P(2? + 1) = (P(z))? + 1.

5. Pienemsim, ka a, b, c ir pozitivi reali skaitli, kas apmierina nosacijumu abc = 1. Pieradiet, ka

a n b n c <1
a?+2 b2+2 242

6. Piepemsim, ka K un N ir pozitivi veseli skaitli un 1 < K < N. Karsu komplekts satur N dazadas
kartis, kas sakuma saliktas kaudze viena virs otras kaut kada seciba. Ar vienu gajienu var panemt
K augsejas kartis, apmainit to secibu uz pretejo un jaunieguto K karSu bloku novietot kaudzes
apaksa. Pieradiet: atkartojot Sadus gajienus, kartis novietosies sakotneja seciba pec ne vairak ka
4 - N?/K? gajieniem.

7. Taisnsturveida tabula ir n rindas un 6 kolonnas, turklat n > 2. Katra tabulas rutina ierakstits
skaitlis 0 vai 1. Tabula nav divu vienadu rindigu. Ja tabula ir rindinas (xy, z2, x3, 24, T5, Tg) un
(Y1, Y2, Y3, Y, Ys, Ys), tad taja ir arl rindina (z1y1, T2y, T3Ys, T4Ys, T5Ys, Teys). Pieradiet: tabula ir
tada kolonna, kura vismaz puse rutinu ierakstitas nulles.
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Aplukosim kvadratisku rezgi, kas sastav no 25 x 25 vienibas kvadratiniem. Viena gajiena ar sarkanu
zimuli drikst uzzimet jebkura izmera kvadrata konturu, kas iet pa rezga Iinijam. Ar kadu mazako
gajienu skaitu var nokrasot visas rezga linijas?

Taisnsturis sadalits 200 x 3 vienibas kvadratos. Pieradit: to veidu skaits, kuros taisnsturi var sadalit
mazakos taisnsturos ar izmeriem 1 x 2, dalas ar 3.

Apzimesim m = 30030 = 2-3-5-7-11-13. Ar M sapratisim visu tadu skaitla m pozitivu
dalitaju kopu, kuri katrs sadalas divu pirmskait]u reizinajuma. Atrodiet mazako naturalo skaitli n
ar 1pasibu: lai ka izveletos n skaitlus no kopas M, starp izveletajiem atradisies 3 tadi skaitli a, b, c,
kaa-b-c=m.

Punkti D un E atrodas attiecigi uz trijstura ABC malam BC un AC'; pastav vienadiba BD = AF.
Taisne, kas iet caur trijsturu ADC un BEC apvilkto rinka Iiniju centriem, krusto taisnes AC' un
BC' attiecigi punktos K un L. Pieradiet, ka KC = LC.

Pienemsim, ka ABC'D ir izliekts Cetrsturis un BC = AD. Punkti M un N ir attiecigi malu AB
un C'D viduspunkti. Taisnes AD un BC' krusto taisni M N attiecigi punktos P un (). Pieradit, ka
CQ = DP.

Ar kadu mazako daudzumu rinku, kuru radiusi ir v/2, var parklat taisnsturi

(a) ar izmeriem 6 X 3,

(b) ar izmeriem 5 x 37

Pienemsim, ka trijstura ABC medianas krustojas punkta M. Piegpemsim ar1, ka D un FE ir dazadi
punkti uz taisnes BC' un DC = CFE = AB. Savukart punkti P un () atrodas atbilstosi uz
nogriezniem BD un BE, un pastav vienadibas 2BP = PD un 2BQ = QFE. Aprekinat ZPMQ).

Taisnes e and f ir savstarpeji perpendikularas un krustojas punkta H. Punkti A un B pieder
taisnei e, bet punkti C' un D pieder taisnei f; visi pieci punkti A, B, C, D, H ir dazadi. Taisnes b
un d vilktas atbilsto§i caur B un D perpendikulari AC taisnes a un c vilktas atbilstosi caur A un
C perpendikulari BD. Piegpemsim, ka a un b krustojas punkta X, bet ¢ un d krustojas punkta Y.
Pieradiet, ka taisne XY iet caur punktu H.

Piepemsim, ka p ir pirmskaitlis, bet n — pozitivs vesels skaitlis. Ar ¢ apzimesim skaitla (n+1)? —n?
patvaligu pozitivu dalitaju. Pieradit, ka ¢ — 1 dalas ar p.

Virkni (z,,), n > 0, define sekojosi: xo = a; 1 = 2; ©,, = 20y 1Tp_9 — Tp1 — Tno+ 1, jan > 1.
Kuriem veseliem skaitliem a vienlaicigi visi skaitli 2z3, — 1, n > 1, ir veselu skaitlu kvadrati?

Skaitli  un y ir veseli un pozitivi; skaitlis z = 4xy/(x + y) ir nepara vesels skaitlis. Pieradiet, ka
vismaz vienu skait]a z dalitaju var izteikt forma 4n — 1, kur n ir vesels pozitivs skaitlis.

Vai var atrast 2005 dazadus pozitivu veselu skaitlu kvadratus, kuru summa ir vesela skaitla
kvadrats?

Kuriem veseliem pozitiviem skaitliem n piemit 1pasiba: izsakot n = pips - - - pi, kur py, po, ..., P
ir pirmskaitli (ne noteikti dazadi), skaitlis (p; + 1)(p2 + 1) - - - (pr + 1) dalas ar n?



