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16. Baltian tie -joukkuematematiikkakilpailu
5. pdivi marraskuuta 2005 Tukholmassa, Ruotsissa

Kilpailuaika 4h 30min
Kysymykset tulee esittdd ensimmdisten 30 minuutin aikana.

1. Olkoon ag positiivinen kokonaisluku. M&&ritelldén jono {a, },>o seuraavasti: Jos
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missé ¢;:t ovat kokonaislukuja ja 0 < ¢; < 9, niin
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Voidaanko aq valita siten, ettd kaikki termit jonossa ovat erisuuria?

2. Olkoot «, § ja v kulmia, joille pitee 0 < «, 3,7 < 90° ja sin + sin § + siny = 1. Osoita, ettd

3
tan? o + tanQﬁ + tanQ'y > 3

3. Médritellddn jono {ay}r>1 seuraavasti: a1 =1, ap = 3 ja
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kun k > 1. Osoita, ettd
1 1 1 1
+ + s < 4.
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4. Etsi kolme eri reaalikertoimista polynomia P(x), joilla P(z? + 1) = P(x)? + 1 kaikilla reaalisilla x.
5. Olkoot a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja, joille abc = 1. Osoita, etta

a b c

<1.
a2+2+b2+2+c2+2_

6. Olkoot K ja N positiivisia kokonaislukuja, joilla 1 < K < N. N:sté erilaisesta kortista koostuvaa pelikort-
tipakkaa sekoitetaan toistuvasti muuntamalla pdinvastaiseksi padallimmaisten K:n kortin jérjestys ja siirté-
milla ne pakan pohjalle. Osoita, etté pienin maira toistoja, joiden jalkeen pakka on takaisin alkuperaisessi
jérjestyksessiiin, on korkeintaan 4 - N2/ K?2.

7. Taulukossa on n rivid, missd n > 2, ja 6 saraketta. Jokaiseen soluun on kirjoitettu joko 0 tai 1. Kaikki
rivit ovat kesken#én erilaisia. Jos (z1, 22,23, 24,25, %6) ja (Y1,Y2,Ys3, Y4, Y5, Ys) ovat taulukon rivejd, niin
my0s (X1y1, T2y2, T3Y3, TaYa, T5Ys, TeyYe) on taulukon rivi. Osoita, ettd taulukossa on sarake, jonka luvuista
vahintddn puolet on nollia.

8. Tarkastellaan 25 x 25 yksikkOéruuduista muodostuvaa ruudukkoa. Piirretdin punaisella kynalld mielivaltai-
sen kokoisten nelididen reunaviivoja ruudukon viivoja mydten. Miké on pienin maird neli6itd, joka pitad
piirtda, jotta kaikki ruudukon viivat tulisi varitettya?

9. Suorakulmio on jaettu 200 x 3-ruudukoksi. Osoita, etta erilaisia tapoja jakaa suorakulmio 1x2-suorakulmioihin
on kolmella jaollinen m&ara.

10. Olkoon m = 30030 =2-3-5-7-11-13 ja olkoon M niiden luvun m positiivisten tekijdiden joukko, joilla on
tdsmaélleen kaksi alkutekijad. Madritd pienin kokonaisluku n, jolla on seuraava ominaisuus: Mink4 tahansa
joukon M n:n luvun joukossa on 3 lukua a, b, ¢, jotka toteuttavat ehdon a -b-c = m.

11. Pisteet D ja E ovat kolmion ABC sivuilla BC ja AC ja toteuttavat ehdon BD = AE. Kolmioiden ADC
ja BEC ympdéripiirrettyjen ympyroéiden keskipisteet yhdistéva suora leikkaa suorat AC' ja BC pisteissa K
ja L. Osoita, ettd KC = LC.

12. Olkoon ABCD konveksi nelikulmio ja BC = AD. Pisteet M ja N ovat janojen AB ja C'D keskipisteet.
Suorat AD ja BC' leikkaavat suoran M N pisteissd P ja (). Osoita, ettd CQ = DP.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Miké on pienin méird \/2-séteisis ympyroiti, joka tarvitaan peittiméin suorakulmio, jonka suuruus on

(a) 6 x 3?
(b) 5x3?

Kolmion ABC mediaanit leikkaavat pisteessid M. Olkoot D ja FE kaksi suoran BC eri pistettd, joilla
DC = CFE = AB ja olkoot P ja @ pisteitd janoilla BD ja BE siten ettd 2BP = PD ja 2BQ = QE.
Maaritda Z/ZPMQ.

Suorat e ja f ovat kohtisuorassa toisiaan vasten ja leikkaavat toisensa pisteessd H. Pisteet A ja B ovat
suoralla e ja pisteet C' ja D suoralla f. A, B, C, D ja H ovat keskend#n eri pisteitd. Kohtisuorassa AC:t4
vasten ovat suora b, joka kulkee pisteen B ja suora d, joka kulkee pisteen D kautta. Kohtisuorassa BD:t4
vasten ovat suora a, joka kulkee pisteen A ja suora c, joka kulkee pisteen C kautta. Suorat a ja b leikkaavat
pisteessd X ja c ja d leikkaavat pisteessd Y. Osoita, ettd XY kulkee pisteen H kautta.

Olkoon p alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku. Olkoon ¢ luvun (n+ 1) — nP positiivinen tekiji. Osoita,
ettd ¢ — 1 on jaollinen luvulla p.

Jono {z,}n>0 mairitelldén seuraavasti: ©o = a, £1 = 2 ja &, = 2¢p_1Tp—2 — Tn—1 — Tpn—2+ 1, kun n > 1.
Etsi kaikki kokonaisluvut a, joilla 2x3, — 1 on kokonaisluvun nelié kaikilla n > 1.

Olkoot x ja y positiivisia kokonaislukuja ja oletetaan, ettd z = 4ay/(z + y) on pariton kokonaisluku.
Osoita, ettd luvulla z on ainakin yksi jakaja, joka voidaan kirjoittaa muodossa 4n — 1 jollakin positiivisella,
kokonaisluvulla 7.

Onko mahdollista 16ytad 2005 keskendfn erisuurta positiivista kokonaisluvun neliGtéd, joiden summa on
my0s kokonaisluvun nelié?

Etsi kaikki kokonaisluvut n = pips - - - px, jotka jakavat luvun (py + 1)(p2 + 1) -+ (pr + 1), kun p1ps - - - pi
on luvun n hajotelma alkutekijoihin (ei vilttAmatta erisuuriin).



