Stirlings formel
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Stirlings! formel #r en uppskattning av n! och det finns flera mer eller mindre
noggranna versioner av den. Vi skall visa foljande:

nl = V2rn" T 2e e/ Qhr 0 < ¢, < 1 for alla n.

Man kan forbattra uppskattningen pa felet ¢,, men vi ndjer oss med den
har versionen som inte ar alltfor svar att bevisa. Vi behodver dock en del
forberedelser.

Integraluppskattningar av summor

Ibland kan man uppskatta summor med hjédlp av integraler, som ofta &r
enklare att rdkna ut. Lat f(z) vara en viixande funktion definierad pa ett
intervall [m, n|, ddr m och n &r heltal. Om vi integrerar olikheten

f(k) < f(x) for k <u,

fran x = k till x = k + 1 sa far vi forstas

k+1 k+1

f(k) = f(k)dx < () da.

k k

Summerar vi detta fran k = m till k =n — 1 sa far vi

n—1

<Y [ rwde= [ s

k=m k=m k

Om vi gor precis detsamma med olikheterna
flz) < f(k) forx <k,

sa far vi istallet

/nf(x)dmg > (k).

m k=m+1
1James Stirling, skotsk matematiker, 1692-1770.




Olikheterna kan sammanfattas i en olikhet:
fom+ [ f@yde < 37109 < S0+ [ fa)d
m k—m m
Om f ar avtagande géller olikheterna
fo0+ [ fayde <3750 < fm) + [ fa)do
m k—=m, m

Vi skall titta pa tva exempel, ett som har med Stirlings formel att géra och
ett annat som ocksa dr intressant.

Exempel: Lat forst f(x) = logz. Uppskattningarna for en vixande funktion
ovan ger

/log:cdeZlong/ log x dz + logn
1 k=1

1

eller
nlogn —n <logn! < (n+1)logn —n (1)
och alltsa
nle < nl < pttle .

De hér olikheterna ér en forsta version av Stirlings formel, men det gar som
sagt att forbattra den ganska avsevart. Nédr man skall 16sa problem med
fakulteter riacker emellertid ofta den hér versionen.

Exempel: Nu tar vi istéllet en avtagande funktion, ndmligen f(z) = 1/x, och

far
1 /"daz "1 " dx
— — < - <1 —
n .z k:lk .z
dvs
"1
—+logn < Egl—l—logn
k=1
Vi har tydligen
1 1
— < — —logn <1,
n k
k=1



sa for stora n ar 2221% ~ logn med ganska god noggrannhet. Eftersom
logn — oo da n — oo, sa ger den vénstra olikheten att > 7 |, - — oo da
n — 00, dvs den harmoniska serien divergerar.

Satt nu

1
k

n

1
Yn = — —logn.
k=1

Enligt vad vi just visat ar foljden +, nedat begrdnsad. Vi har vidare

Tn+1 = In = - (log(n + 1) — log n) :

n—+1

Enligt medelvirdessatsen finns ett § mellan 0 och 1 sadant att

1 1
1 1) —logn = 1—n)=
og(n+ 1) ~logn= ——(n+1-n)= — .
(ty Dlogx = 1/x) varfor
1 1 <0
Yn+1 f}/n—n+1 n+0

och foljden ~, ar tydligen avtagande. Det foljer att lim, .. 7, existerar.
Gransvardet brukar betecknas v och heter Fulers konstant. Den &r en av
matematikens "naturkonstanter”, &ven om den inte &r lika kdnd som e och
7. Man har v ~ 0,577, men det &r oként om ~ &r rationellt eller irrationellt
(och saledes &n mindre om ~ &r algebraiskt eller transcendent). Alla mate-
matiker skulle dock bli synnerligen 6verraskade om det visade sig att + vore
rationellt!

Anmérkning: Den harmoniska serien > 77 | + ér alltsa divergent, men mot-
svarande alternerande serie
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ar konvergent. Man kan till och med berdkna dess summa, sa hér:

Sp = 1—1+1—1+ + SR
" 2 3 4 77 2nm—1 2n
B 1 1 1 1 1 1
= 1+§+6+...+2n_1—<§+Z+...+%)
_ 1+1+1+...+i_2(1+1+...+i)
2 3 omn 2 4 omn

S I N (I
2 3 T oy 2 3 7 n

Om vi anvédnder samma beteckningar som nyss sa betyder detta
Spn = Yon +log2n — v, —logn = v, — v +log2 — v — v +log2 = log 2

da n — oo. Alltsa ar

-1 k+1
Z ( 2 = log 2.

00
k=1

Vi har hér ett exempel pa en betingat konvergent serie (och sadana skall man
vara utomordentligt forsiktig med!).

Wallis produkt

I det hir avsnittet skall vi hiirleda den s k Wallis? produkt, som ir en formel
for w. Vad det har med Stirlings formel att gora kommer att uppenbaras

nedan. Satt
w/2
I, = / sin” x dx.
0

Om n > 2 sa ger partialintegration
/2 w/2
I, = [—coszsin™! :L’}O +(n—1) / cos® zsin™ 2z dx
0

w/2
= (n—1) / (1 —sin?x)sin" 2 x dx
0

= (n=DIl,2—(n-1)I,
2John Wallis, engelsk matematiker, 1616-1703.




varfor

Vi har -
IQ = 5 och ]1 = 1,

sa upprepning av (2) ger

I _(2n-1)-2n-3)-...-1 7

T @2n)-(2n—2)-... 2 2
och

L 2n-(2n—2)-...-2

T 20+ 1)-2n—1) .. 1

Man brukar anvénda beteckningarna
2l =(2n)(2n—2)...2 och (2n+D!!=02n+1)2n—-1)...1
(som utlédses 2n- resp. 2n + 1-semifakultet) och da blir alltsa

I _@n=-D! 7 (2!
T 2n)lt 27 TP 2n )

Eftersom 0 < sinz < 1 pa intervallet [0, 7/2], sa har vi

1

in?"tly <sin® gz < sin?

S1

vilket ger Ip,11 < Ip, < Io— eller

(2n)!! < 2n -1 7 < (2n — 2)!!
Cn+1)I'—  2)!! 27 2n-—D1II
En liten omskrivning ger
I — 1\
| < (2n + D!(2n — D! T 2n+1’
- ((2n)!1)? 27 2n
varfor
T ((2n))?
2 n—oo (2n + 1)N1(2n — !
22 4-4 6-6 2n - 2n
= lim . .
n—oo\1-3 3-5 5-7 (2n—1)-(2n+1)



Detta kallas Wallis produkt. Tyvérr gar hogerledet mycket langsamt mot 7/2,
sa den &r inte lamplig for numerisk berékning av 7. Men man far njuta av
formelns skonhet istéllet och det ar ju inte det sdmstal

Stirlings formel

Vi kan nu ge oss i kast med forbattra den forsta versionen (1) av Stirlings
formel. Lat a,, vara skillnaden mellan logn! och medelvirdet av ytterleden,
dvs

1
a, = logn! — <n + 5) logn + n. (3)

1 1
Ay — Qi = (n+—)log<1+—)—1
2 n

och det héar uttrycket skall vi uppskatta med hjédlp av en annan integra-
lapproximation. Betrakta kurvan y = f(z) = 1/x for x > 0. Eftersom
f"(x) = 2/2% sa &r kurvan konvex foér x > 0, dvs tangenten i en punkt
ligger under kurvan. Tangenten i © = n + 1/2 begrénsar tillsammans med
z-axeln och de lodréta linjerna = n och x = n + 1 ett parallelltrapets som
helt och hallet ligger under kurvan. Arean av trapetset ar

Vi har

(nm+1—n)-f(n+1/2) =

n+1/2

Linjen genom punkterna (n,1/n) och (n+1,1/(n+1)) begrénsar tillsammans
med z-axeln och linjerna = n och x = n + 1 ocksa ett parallelltrapets som
helt omsluter kurvan. Arean av det héar trapetset ér

(n+1—n)~%(f(n)+f(n+1)):%(%—knil).

Arean under kurvan ar

n+1 d 1
/ & log 2]" ™ = log <1 + —) :
n X n

! <1 1+1 <1 1+ !
O JE— p— p—
nr12 >t T n) T2\ T

6

Alltsa har vi




och multiplikation med n + 1/2 samt en liten omskrivning ger

0< <1 1 1
Ap — Gy, e .
Ty \n n-+1

Om vi ersitter n med n+ 1,n+2,...,n+ p — 1 och adderar olikheterna sa

far vi
0< <1 1 1
Qp — Qp —| - - .
Py \n n+p

Cauchys konvergensprincip (se nedan) ger att lim,, ., a, existerar; vi beteck-
nar det med a. Om vi bara later p — oo sa far vi

1
O<a,—a<—,
a a 4n

sa vi kan skriva

an:a+c—n, diar 0 < ¢, <1 for alla n.
4dn

Enligt definitionen (3) av a,, betyder detta att

1 n
logn!=a+ (n+ = logn—n—i—c—,
2 4dn

vilket ger

nl = entre e (4)

Det som aterstar ar forstas att bestamma vardet av konstanten e* och det
ar har som Wallis produkt kommer in. Vi har

2n)l=2n-2n—-2)-...-2=2"-n-(n—-1)-...-1=2"n!
och sétter vi in (4) sa far vi
(2n)!l = "2 T2 e
Efter lite hyfsningsarbete far vi vidare

27’L ‘ 1 c
( ) :2n+§nne_ne%_%

(2n — 1!l =



och fortsatt handarbete ger
(D N (¢ 1)) S U R

@nr)lEn— DI CnrD(En—Dm2 2% nr1""

Enligt Wallis produkt gar vénsterledet mot 7/2 da n — oo. I hogerledet
ligger ¢, och ¢y, mellan 0 och 1, sa det gar mot €2*/4. Alltsa &r

1
162“ = g dvs e’ =27

och vi har visat Stirlings formel

1 cn .. ..
n!l =vV2rn"tne e  dir 0 < ¢, <1 for alla n.

Ovm'ng
Undersck om foljande serier konvergerar eller divergerar:

= nn = (=1)"n™ e . (2n)!
Zn!e”’ Z(n!?e" ’ Z<_1) (2514-)1)!!'

n=1 n=1 n=1

Appendiz: Konvergens av talféljder och Cauchys konvergensprincip
En fundamental egenskap hos R é&r

Supremumegenskapen: En uppat begransad mdngd av reella tal har en
minsta majorant.

Den minsta majoranten till M C R kallas supremum av M och betecknas
sup M. Om M inte ar uppat begriansad sa ar det bekvamt att sidtta sup M =
oo. Infimum av M, inf M, 4r pa samma sétt den storsta minoranten.

Sats 1 En monoton begrinsad talfoljd dr konvergent.

Bewvis: Antag att foljden a,, dr vixande. Satt A = sup a,,. For varje e > 0 finns
enligt definitionen av supremum som den minsta majoranten ett element a
i foljden sadant att

A—e<ay < A.

Men eftersom foljden ar vixande har vi ju da

n>N=A—c<ay <a, <A.



Detta ger forstas

n>N=la, — A| <e dvslima, = A.

En monoton foljd som inte dr begridnsad sdges ofta ha (det oegentliga)
gransvirdet +oo. Lat nu a,,n = 1,2,3,..., vara en begrinsad talfcljd. Vi
definierar tva nya foljder a/, och a! genom

a, = sup{ap;k>n}

n

ar = inf{ar; k> n}.

En enkel med viktig observation &r att om N C M, sa ar sup N < sup M,
varav foljer att foljden al, dr avtagande och pa samma sétt inser man att a!’
ar vazande. Alltsa har foljderna al, och a!! grénsvérden och man sétter

lim sup a,, = nhi& a,, liminf a, = lim a/.

N—s00 n— 00 n—00

Dessa kallas limes superior resp limes inferior av a,,. Limes superior och limes
inferior har samma egenskaper som det vanliga limes, t ex géller

lim sup(a,, + b,) = limsup a,, + limsup b,

och om a < a, < b, sa giller a < limsupa,, < b. Lagg ocksa marke till att
liminf a,, < limsup a,. En fundamental konvergenssats ar

Sats 2 Foljden a,, dr konvergent om och endast om

lim sup a,, = liminf a,,.
I sa fall galler
lim a, = limsup a, = liminf a,,.

n—00 N—s00 n—00

Bevis: ”Om”: Vi har a! < a,, < a/,. Eftersom ytterledens grinsvérden existe-
rar och &r lika, sa ger sandwichprincipen (instédngningsregeln) att dven lim a,,
existerar och att det ar lika med ytterledens grénsvérden.

"Endast om”: Sétt A = lima,. Tag € > 0. Det finns ett tal N sadant att

n<N=|a,—Al<e¢, dvs A—e<a,<A+e,



vilket ger
A—e<limsupa, < A+e.

Detta géller for varje € > 0, vilket dr mojligt bara da lim sup a,, = A. Beviset
for att liminf a,, = A &r helt analogt.

En talfoljd a,, sdges vara Cauchy-konvergent om det for varje e > 0 finns ett
tal N sadant att
n,m > N = |a, — an| <.

Man kan ocksa uttrycka det sa hér:
|a, — an,] — 0 dan,m — oo oberoende av varandra.

En Cauchykonvergent foljd ar begrénsad, for tag e = 1 (t ex). Da finns N
sadant att
n,m> N = |a, — an| < 1.

Men da &r ju
lan| = |(an —an) + an| < |a, — an| + |an] <1+ |ay].

Det ar vidare klart att en konvergent foljd dr Cauchykonvergent, fér om
gransvirdet dr A, sa har vi ju

Ay — Gy, > A—A=0 dan,m — oo.

Det intressanta och viktiga ar att omvéndningen ocksa &r sann, trots att
Cauchykonvergens forefaller vara ett svagare villkor &n konvergens:

Sats 3 (Cauchys konvergensprincip) En Cauchykonvergent talfoljd dr
konvergent.

Bevis: Tag € > 0. Da finns ett tal N sadant att
n,m> N = |a, — an,| < €.

Alltsa giller att
n>N=ay—€e<a, <any +¢€

(tag namligen m = N). Alltsa ar

ay — € <liminfa, <limsupa, <ay +¢€

10



vilket ger
0 <limsupa, — liminfa, < 2¢ for alla e,

vilket dr mojligt bara da liminfa, = limsupa,. Enligt Sats 3 ar foljden
konvergent.

Det fina med Cauchys konvergensprincip &ar att man kan anvéinda den for att
visa konvergens utan att veta vad grénsvardet dr. Har har vi latit konver-
gensprincipen vara en konsekvens av supremumegenskapen, men man kan se
pa relationen mellan dessa pa andra sdtt ocksa; vilket man véljer beror pa
hur man har konstruerat de reella talen. Det finns nédmligen olika sétt att
gora det, och ett adr sadant att Sats 3 &r inbyggd i sjdlva konstruktionen.

En talfoljd som uppfyller villkoret i Cauchys konvergensprincip kallas ofta en
Cauchyfdlyd.
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