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Spel kan fylla manga olika funktioner. I matematiken kan man anvénda spel for
att underhalla, roa och stimulera intresset for &mnet, men ibland kan spel dven
vara borjan pa en matematisk teori. Vi skall titta pa tva spelproblem som jag
tycker ar trevliga.

Ett schackbradesproblem

Téank er ett vanligt schackbrédde med 8 x 8 rutor. Det &r klart att man kan técka
over det med 32 stycken dominobrickor (en dominobricka técker tva rutor pa
briadet). Om man tar bort en ruta fran briadet sa far man ett stympat briade med
63 rutor. Det kan man naturligtvis inte técka éver med dominobrickor, eftersom
antalet rutor dr udda och en dominobricka técker tva rutor (brickorna far inte
técka varandra). Men hur #r det om man tar bort tva diagonala hérnrutor (A1l
och HS i schackterminologi) fran bréadet? Kan man técka dver det bridet? Tja,
det stympade bradet har 62 rutor, sa& man kan inte anvinda samma argument
som for 63 rutor. Kanske gar det att tédcka det med 31 dominobrickor? Prova
och fundera innan ni liser vidare!

Efter lite experimenterande borjar man kanske misstdnka att det inte gar, men
hur skall man bevisa det? Jo, de tva borttagna rutorna har samma férg, sig
vit, sa det stympade briadet har 30 vita och 32 svarta rutor. En dominobricka
tacker en vit och en svart ruta, hur man &n ligger den. Ftt brdde som gar att
ticka med dominobrickor maste ddrfor ha lika manga vita som svarta rutor.
Vart stympade bride kan saledes inte téckas.

Ett solitdrt problem

Spelet Solitdr d&r gammalt och som namnet antyder spelas det av en person. Pa
tyska heter det Nonnenspiel, vilket visar att det en gang i tiden var populért i
klostren. Den tyske filosofen, matematikern, diplomaten mm Gottfried Wilhelm



von Leibniz (1646-1716) forsokte hitta pa en hel teori fér spelet, men den skall
vi inte redogora for hér. Vi skall istéllet koncentrera oss pa sjélva slutstéllningen
i spelet. Vi borjar med att repetera reglerna. Spelplanen ser ut som i figuren
nedan (fast ringarna &r hal) och nér man bérjar ligger det en kula i varje hal
utom det i mitten (de svarta cirklarna &r alltsa kulor).
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Spelet gar ut pa att man skall plocka bort kulor successivt. For att gora detta
flyttar man kulor enligt en viss regel: Man far flytta en kula till ett tomt hal,
men da maste man hoppa 6ver precis en kula och den tar man da bort. Draget
ar illustrerat nedan.
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Man far flytta kulor vagratt och lodrétt, inte diagonalt. Malet #r att man till
slut bara skall ha en enda kula kvar. Det &r mycket svart att na dit och man
maste vara ordentligt skirpt for att det skall ga. Efter ett tva, respektive tre
drag kan spelet se ut sa hér:
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Det problem vi skall fundera 6ver dr féljande: Om man nu ar sa skicklig att man
bara far en kula kvar, var kan den hamna? I vilket hal som helst eller bara i
vissa? Vi skall bevisa att den sista kula maste hamna antingen i centrumhalet
eller i mitten ldngst ut i nagon av “armarna”. Borja med att firga en del av
halen som i bilden nedan.
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Om en kula ligger i ett fargat hal, sa séger vi att kulan sjélv ar fargad. De andra
kulorna kallar vi vita. Fran borjan har vi 10 firgade och 22 vita kulor. Det finns
tre typer av drag (illustrerade nedan):

1. En vit kula hoppar 6ver en vit kula och hamnar i ett fiargat hal
2. En vit kula hoppar 6ver en firgad kula och hamnar i ett vitt hal

3. En firgad kula hoppar 6ver en vit kula och hamnar i ett vitt hal.
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(Lagg mirke till att en firgad kula inte kan hamna i ett fargat hal efter ett drag
eftersom det #r tva vita hal mellan de firgade.) Hur dndras antalet firgade
respektive vita kulor vid de olika dragen? Jo, vi far foljande, dar F' betyder
antalet firgade och V antalet vita kulor:

1. F okar med 1 och V minskar med 2 (ty en vit kula hamnar i ett firgat
hal och den vita kulan i mitten tas bort).

2. F minskar med 1 och V &r oférandrat (ty den firgade kulan i mitten tas
bort och en vit kula hamnar i ett vitt hal).

3. F minskar med 1 och V &r oférandrat (ty den fiargade kulan hamnar i ett
vitt hal och samtidigt tas en vit kula bort).

Vi ser att antalet vita kulor antingen minskar med 2 eller dr oféréndrat. Eftersom
antalet vita kulor fran borjan var jamnt (22 stycken), sa foljer det att antalet
vita kulor alltid dr jimnt. Sig nu att vi har spelat sa skickligt att det bara finns
en enda kula kvar pa planen. Antalet vita kulor &r fortfarande jamnt, sa den
sista kulan kan inte vara vit (da hade ju antalet vita kulor varit 1, vilket dr ett
udda tal). Den sista kulan maste tydligen vara firgad.

Nu skall vi upprepa hela detta resonemang, fast den hér gangen gor vi vissa hal
fyrkantiga istéllet:
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I det hér fallet finner vi att den sista kulan masta hamna i nagot av de fyrkantiga
halen. Men nu har vi bevisat att den sista kulan maste ligga i ett hal som &r
bade fargat och fyrkantigt. Det finns fem sadana hal, ndmligen det i mitten och
mittenhalen léngst ut i armarna. Voila, fertig!
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Det fantastiska i resonemanget &r forstas att vi inte behover knécka spelet for
att bevisa pastaendet. Ibland séiger man att ett jimnt/udda tal har jamn/udda
paritet. Talet 22 har alltsa jimn paritet och 35 har udda paritet. I beviset
ovan fann vi att pariteten hos antalet vita kulor inte &ndras under spelets gang
(antalet #r ju alltid jimnt). En sadan egenskap eller storhet som inte #ndras
kallas en invariant. Manga matematiska problem har 16sts genom att man hittat
sadana invarianter.



