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Idag skall vi borja diskutera kompleza tal. Ett av skélen till att man infér dem
ar att man vill att alla andragradsekvationer skall ha l6sningar, sa jag tyckte
att det vore bra med en repetition av sadana ekvationer.

En allmén andragradsekvation kan skrivas
az? +br+c=0 (1)

dar koefficienterna a, b, ¢ ar nagra tal. Eftersom vi inte har infort de komplexa
talen dnnu, sa antar vi att de &r reella. For att det verkligen skall vara en
andragradsekvation, sa maste a # 0 (annars vore det ju en ekvation av grad 1)
och da kan vi dividera (1) med a och far
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Om vi sétter p = b/a,q = ¢/a sa blir detta
22+ pr4+q=0. (3)

Det viktiga ar att (1) och (3) har samma losningar.

Idén nar man I6ser en andragradsekvation ar att anvanda kvadreingsregeln
(z +a)? = 2% + 2ax + o?. (4)

Skriv
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Ligg mirke till att vi har lagt till och dragit ifran termen (p/2)2. Varfor har vi
gjort det? Jo, jamfor vi med kvadreringsregeln (4) med o = p/2 sa ser vi att
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och alltsa ar
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Ekvationen 22 4 px + ¢ = 0 kan tydligen skrivas
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vilket ar detsamma som
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Vi kan nu bérja analysera néar ekvationen har nagra reella 16sningar. Om ut-
trycket (p/2)? — ¢ ir < 0, s& kan ekvationen (5) inte ha nagra reella 16sningar
eftersom kvadraten pa ett reellt tal alltid & > 0. Om (p/2)? — ¢ = 0 sa Svergar
ekvationen i (z + p/2)? = 0, vilket ir detsamma som z + p/2 = 0 eller att
x = —p/2. I detta fall har ekvationen alltsa precis en 19sning.

Om till sist (p/2)% — ¢ > 0, sa far vi

eller
e=-Ps (B)Q_q. (6)

Uttrycket (p/2)? — ¢ kallas for ekvationens diskriminant eftersom det skiljer
(diskriminerar) mellan olika typer av ekvationer.

De komplexa talen infér man nu bl a av det skélet att man vill att alla andra-
gradsekvationer skall ha I6sningar. I fallet (p/2)? — ¢ < 0 s& kommer ekvationen
att ha tva icke-reella 16sningar (som visar sig vara konjugerade komplexa tal).
Det stora miraklet i sammanhanget ar att om man tillater komplexa losningar
till ekvationer sa kommer alla ekvationer att ha l6sningar, inte bara andragrad-
sekvationer! Detta intressanta faktum kallas for algebrans fundamentalsats och
bevisades av C.F. Gauss 1799. Historiskt var det dock inte i samband med
andragradsekvationer som man borjade riakna med komplexa tal. Det skedde
istéallet i slutet av 1400-talet i samband med forsok att 16sa ekvationer av grad
tre.

Ett annat bevis for faktorsatsen

Som kuriosa vill jag ge ett annat bevis for faktorsatsen. Narmare bestamt skall
vi visa att om p(a) = 0, sa delar = — a polynomet p, dvs p(x) = (x — a)q(x) for
nagot annat polynom gq.

Antag forst att a = 0 och att p(0) = 0. Da maste den konstanta termen i p vara
0, dvs p(x) = a1x + asx® + ..., s& att p(x) = zf(x) for nagot polynom f. Om
a # 0, sa sitt g(x) = p(x 4+ a). Da ar ¢g(0) = p(a) = 0, varfor g(x) = xf(x).
Men da blir ju

p(@) =g(r —a) = (z—a)f(z - a) = (z — a)q(x),

dar g ar ett polynom.



