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1 Bakgrund

Jag ska nu beskriva dels lite om matematiska modeller f6r smittsamma sjukdomar men
ocksa hur dessa modeller anviands av hdlsomyndigheter och beslutsfattare i konkreta situa-
tioner. Problemomradet ar forstas extra aktuellt nu i samband med att den nya influensan
(HINT) sprider sig som en pandemi 6ver véirlden. Som forskare i omradet kénner jag mig
dock inte orolig for att det hér ska vara sista gangen som liknande modeller kommer till
anvindning. De senaste 20 aren har ett flertal sjukdomar varit lika aktuella: HIV, mul- och
klovsjuka, hotet fran bio-terrorism (t.ex. smittkoppor) och SARS f6r att nimna nagra.

Forst beskriver jag ett par enkla modeller for smittspridning och darefter ndmner jag olika
generaliseringar som goér modellerna mer verklighetstrogna.

2 Tva enkla modeller for smittspridning

Vi vill konstruera en modell for sjukdomar som sprids fran ménniska till ménniska via
nagon form av kontakt — inte sjukdomar som sprids indirekt t.ex. via mat eller vatten.

Innan man smittats av sjukdomen ifraga &r man mottaglig. En mottaglig person kan férr
eller senare smittas, och om detta hénder blir han/hon smittsam. Som smittsam kan man
smitta andra individider, och efter att ha varit smittsam en viss tid tillfrisknar man och
blir immun, atminstone ett tag. Manga sjukdomar har férstas ocksa viss dodlighet, jag
kommer hir bortse fran detta det matematiskt viktiga &r att man upphor att spri-
da sjukdomen vidare. Pa engelska brukar de tre kursiverade tillstanden ovan betecknas
susceptible-infectious-recovered, varfor motsvarande klass av epidemimodeller brukar kal-
las SIR-modeller.

Nésta fraga vi maste stélla oss dr huruvida vi vill modellera smittspridning pa kort eller
lang sikt, alternativt om vi intresserar oss for en ej dnnu, eller nyligen, anldnd sjukdom,
eller om vi vill modellera en sjukdom som funnits ldnge i befolkningen, dvs som &r en-
demisk (t.ex. vattkoppor). Det forra kallar vi for en epidemimodell och det senare fér en
endemisk modell. Epidemimodeller dr enklare eftersom vi dar har ett kort tidsperspektiv
och dérfor kan anta att vi har en fix och given population — vi bortser alltsa fran fodslar,
dodsfall, immigration och emigration.



2.1 En enkel epidemimodell

I den enklaste deterministiska epidemimodellen antar vi en fix och given population i
vilken alla individer traffar alla lika ofta. Risken for en mottaglig individ att smittas ar
proportionell mot andelen smittsamma i population, och varje smittsam individ tillfrisknar
och blir immun med konstant intensitet. Vi far saledes foljande differentialekvationer for
andelen mottagliga, smittsamma och tillfrisknade (s(t),i(t),r(t)):

s'(t) = —As(t)i(t),
i'(t) = As(t)i(t) — i(t), (1)
r'(t) = i),
med startvirden (s(0),4(0),7(0)) = (so,,70), dér vi antar att i, > 0; annars &r alla
derivater 0. Eftersom alla individer dr antingen mottagliga, smittsamma eller tillfrisknade

sa géller for alla ¢ att s(t) + i(t) + r(t) = 1; differentialekvationssystemet dr endast tva-
dimensionellt.

Differentialekvationerna ar ickelinjara. Likvil kan man forvissa sig om att 16sningen kon-
vergerar mot (Sso, 0,700) = (1 — 700, 0,75) d& t — 00, dér 7o, 16ser ekvationen

1—7r
S0

=50, 2)

Denna ekvation kan latt tolkas: andelen av de initialt mottagliga som inte smittas under
epidemin (vénster sida) maste klara smittrycket fran dem som &r smittsamma under
epidemin (hoger sida).

Om iy > 0 (som vi antagit) sa finns en entydig 16sning 7., > r( till denna ekvation, medan

om ig = 0 sa dr r = rg den enda 16sningen i fallet att %(1 —19) < 1, medan det finns
tva losningar, r = rq och r = roo > 79 om %(1 — 1) > 1. Ett numeriskt exempel &r
A =15, v =1 (som anses stimma ganska vil med den nya influensan med veckor som
tidsenhet) och (sg,i9,70) = (0.999,0.001,0), dvs en mycket liten andel initialt smittade
och resten mottagliga. Losningen till (2) blir i detta fall ro, ~ 0.583. Det betyder alltsa
att ca 58% av befolkningen kommer att smittas av epidemin. Som parentes kan namnas
att man bedomer att visentligt firre kommer att smittas av den pagaende nya influensan
av flera orsaker: dels antas en viss andel av befolkningen vara immuna, dels férvintas vi
minska smittspridningen med olika atgirder sa som béttre hygien, och slutligen kommer
manga att vaccineras. I Figur 1 ar differentialekvationssystemet 16st numeriskt for dessa
viarden och vi ser hur andelen mottagliga, smittsamma och tillfrisknade varierar éver tiden

for att asymptotiskt na slutstadiet (Ss0, i00, oo) & (0.417,0,0.583)

Av speciellt intresse ar fallet nér ro = 0 (dvs inga initialt immuna) och en véldigt liten
andel initialt smittade. Det visar sig da att 16sningen satisfierar r, ~ 0 om Ry := A/ < 1,
medan 16sningen 7., 16sningen &r nedat begrinsad (hur liten i &n &r) i fallet Ry > 1.
Saledes &r fallet Ry = 1 ar ett troskelvirde.

Parametern Ry = A/v kallas inom infektionsepidemiologin for fundamentala reproduk-
tionstalet (eng. basic reproduction number). Reproduktionstalet beror forstas pa hur
"smittsam” sjélva sjukdomen &r (hur mycket virus en smittsam person utséndrar) men
ocksa pa vilken population som betraktas: ju mer och tédtare vi umgas ju mer risk fér smitt-
spridning. I bocker om infektionssjukdomar finns reproduktionstal angivna for manga
sjukdomar i specificerade regioner och tidsperioder.
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Figur 1: Numerisk 16sning till ekvationssystem (1) for fallet A = 1.5, v = 1 och startvéirde
(80,70, 70) = (0.999,0.001,0). s(t) prickad, i(t) heldragen och r(t) streckad.

Tolkningnen av Ry = )\% ar genomsnittligt antal en smittsam person smittar (i en helt
mottaglig befolkning) under sin smittoperiod. Det &ar darfor inte sa forvanande att Ry = 1
ar ett troskelvirde: om man i genomsnitt smittar mer &n en individ (i borjan av epidemin)
sa kommer epidemin ta fart, medan om man i genomsnitt smittar mindre &n en individid
sa finns inga maojligheter for ett storre utbrott.

2.2 En enkel modell for endemiskt tillstand

Modellen ovan var for ett kort tidsforlopp; vi antog att inga nya (mottagliga) individer
fordes in i populationen. Da &r epidemin domd att upphora eftersom andelen mottagliga
hela tiden minskar.

Om vi i stéllet vill modellera vad som hénder under en ldngre tid sa dr denna approx-
imation inte ldngre rimlig. Ett enkelt sidtt att i en modell "tillféra” mottagliga individer
och lata individer do &r att anta att nya (mottagliga) individer f6ds med en konstant
intensitet p, och att individer dér med samma intensitet p (vare sig de dr mottagliga,
smittsamma eller tillfrisknade). Ekvationssystemet ovan modifieras da till foljande:

’(t)zu As(t)ilt) — pus(t),
As(1)i(t) - yit) — pi(2), (3)

r (t) = 7i(t) — pr(t),

med startvirden (s(0),4(0),r(0)) = (so, %0, 70), dér vi liksom tidigare antar att ig > 0. Det
fundamentala reproduktionstalet dndras aningen i denna modell: man kan ju nu limna
smittstadiet av tva orsaker: att man tillfrisknar eller att man rakar dé. Av denna anledning
far man Ry = \/(v+p). Detta differentialekvationssystem visar sig ockséa ha olika karaktar



beroende pa om Ry ir storre dn 1 eller inte: Om Ry < 1 sa har ekvationerna endast ett
(stabilt) jamviktslage: (s(t),i(t),r(t)) = (1,0,0), dvs att sjukdomen kommer férsvinna ur
befolkningen. Om déremot R > 1 sa finns tva jamviktslagen: (s(t),i(¢),r(t)) = (1,0,0)
som inte ldngre ar stabilt, samt ett stabilt jamviktsliage

(50080, 7(0) = (51,7) = (g Tt 1 = Lm0, ()

dér 6 = p/(y + p) ar den (lilla) genomsnittliga andelen av livet som man &r smittsam.
Detta jamviktslage kallas den endemiska nivain.

Som ett numeriskt exempel kan vi ta vattkoppor som ar en endemisk sjukdom i Sverige
(dvs det finns hela tiden smittbérare). For vattkoppor brukar Ry antas vara ungefér 15,
och tiden man &r smittsam &r ca 1 vecka, sa andelen av ens liv man &r smittsam (néstintill
alla smittas!) dr ca (1/52)/80 ~ 0.00024 om vi lever 80 ar i genomsnitt. Den endemiska
nivan blir i detta fall (4,7,7) ~ (0.067,0.00022, 0.933). Vid forsta anblicken kan det vara
forvanansvirt manga tillfrisknade (—immuna), men, en typisk individ smittas vid ungefir
5 ars alder, dr sedan smittsam en vecka och sedan tillfrisknad (och immun) resten av livet.
I sjdlva verket kan denna kunskap (om genomsnittlig alder man smittas) anvindas for att
skatta Ry. Om vi vet att individer smittas vid ca 5 ars alder och lever ca 80 ar sa ar ju

andelen mottagliga i befolkningen ca 5/80, sa 5/80 ~ 1/ Ry, dvs Ry ~ 80/5 = 16.

3 Prevention

Vi har nu visat hur man kan modellera ett epidemiutbrott respektive ett endemiskt till-
stand, forvisso under det forenklande antagandet att hela populationen dr homogen och
blandar sig likformigt. Dessa forenklingar har dock inte visat sig avvika fran verkligheten
alltfor mycket for sjukdomar som just influensa, forkylning och barnsjukdomar — for t.ex.
sexuellt overforbara sjukdomar duger ddremot inte dessa modeller som approximation av
verkligheten.

Nagot som ocksa kan vara intressant att modellera (och som forstas infektionsepidemiologer
ar primért intresserade av!) &r hur man minskar smittspridningen och allra helst stoppar
den.

Grovt sett kan smittspridningen minskas pa tva sidtt. Det ena sittet dr att reducera Ry
vilket kan goras pa manga olika sétt. T.ex. ombeds vi nu i nya influensans tider att tvitta
hénderna ofta, att nysa i armvecket m.m., och for allvarligare sjukdomar som SARS genom
isolering. Det andra sdttet dr att minska andelen mottagliga, typiskt genom att vaccinera
och pa sa sitt fora 6ver individer fran att vara mottagliga till att bli immuna (vilket
innefattas i tillstandet tillfrisknad).

Om man ska forscka reducera R, handlar det om att striva mot att fa ner det under 1.
Vilka atgérder som dr mest (kostnads-)effektiva beror férstas pa vilken sjukdom som be-
traktas. Om man ska vaccinera kan man anvénda lite mer matematik. Antag for enkelhets
skull att vaccinet ar perfekt, dvs att man blir helt immun, och lat v beteckna andelen som
vaccineras innan epidemin anlinder. Detta betyder att andelen immuna, ry, d&ndras fran
att vara 0 till att bli v. Troskelvirdet i (2) dndras da fran Ry = 1 till Ro(1 —v) = 1. For
givet Ry betyder detta att om v > 1—1/Ry sa ér vi under tréskelvirdet och en férsumbar



andel kommer att smittas av epidemin. Gréansvardet
Ve = 1-— 1/R0

kallas for den kritiska vaccinationsgraden. For exemplet med influensa betyder detta att
ve &~ 1 —1/1.5 &~ 0.33; om man vaccinerar mer dn 33% av befolkningen med ett perfekt
vaccin sa kommer hela befolkningen att vara skyddad, ett tillstand som pa engelska brukar
kallas “herd immunity”. Saledes skyddar man fler &n sig sjidlv genom att vaccinera sig
(ndmligen dem man hade smittat om man inte vaccinerats och dem som dessa i sin tur
hade smittat).

For endemiska sjukdomar hjilper det inte att massvaccinera vid ett enstaka tillfalle. T
stillet maste man i detta fall kontinuerligt vaccinera en viss andel for att sjukdomen skall
forsvinna ur befolkningen. Om man vaccinerar andelen v kontinuerligt paverkar det (3) ge-
nom att forsta termen for s'(¢) dndras till (1 —v) och termen po tillkommer i uttrycket
for r'(t). Det nya troskelvirdet kan da visas bli Ry(1 — v) precis som i epidemimodel-
len, och om detta &r mindre &n 1 s finns bara ett (stabilt) jamviktstillstand, ndmligen
(3,1,7) ~ (1 —v,0,v), dvs sjukdomen har férsvunnit och populationsandelen mottagliga
(=ej vaccinerade) ar 1 — v och resten dr immuna (=vaccinerade). Den kritiska vaccina-
tionsgraden blir som tidigare v. = 1 — 1/Ry. Som exempel kan vi ta méssling som ocksa
brukar antas ha Ry ~ 15. Den kritiska vaccinationsgraden &r saledes v, ~ 1—1/15 ~ 93%.
I Sverige har vi for tillfallet en vaccinationsgrad pa mer an 95%, och vaccinet dr néstin-
till perfekt, varfor vi heller inte har nagra mésslingsfall att prata om (utom i enstaka
delpopulationer som av en eller annan anledning inte vaccinerar sig).

4 Stokastiska modeller

Jag har hittills inte ndmnt stokastiska modeller (mitt eget forskningsomrade) eftersom
deterministiska modeller &r enklare och manga viktiga insikter kan hédmtas fran dessa. I
vissa sammanhang dr dock stokastiska modeller att foredra, nagra av dessa ska jag nu
forsoka beskriva kortfattat.

Ett (potentiellt) epidemiutbrott inleds ofta med att ett fatal individer smittats “utifran”.
Det ar ju da inte sikert att ett utbrott tar fart. Inledningsvis spelar darfor stokastiken en
viktig roll dven for enkla modeller. Om populationen i betraktelse &r stor (och individer
blandar sig helt slumpmissigt) dr det mycket osannolikt att tva smittokontakter skulle
ske med samma individ. Fran detta féljer att smittsamma individer i bérjan smittar andra
individer néstintill oberoende av varandra. Epidemin kan darfor inledningsvis approxime-
ras av en s.k. forgreningsprocess. Med hjélp av teori for férgreningsprocesser kan man
darfor berdkna sannolikheten for att en epidemi tar fart. Man kan da dven inféra lite mer
realism i modellen genom att lata individer vara olika smittsamma (t.ex. genom att va-
ra olika sociala, ha olika infektivitet och/eller olika smittperiodsliangder). Detta kommer
i hog grad paverka sannolikheten for ett utbrott, medan slutstorleken primért beror av
motsvarande genomsnittsvirden. Man kan dven visa en central gransviardessats som siager
att slutandelen smittade blir normalférdelad med véntevérde 7, (som ovan) och med en
explicit standardavvikelse av storleksorning 1/+/n, dir n dr populationsstorleken. Detta
resultat &r dven viktigt ndr man ska skatta parameterar (t.ex. Ry) fran tidigare utbrott.
Man far da inte bara punktskattningar RO, utan dven konfidensintervall pa skattningarna.



Ett annat tillfalle da stokastiska modeller verkligen &r att foredra d&r om populationen inte
blandar sig homogent, utan dér det i stéillet finns sma “kluster” inom vilka smittsprid-
ningen dr vésentligt hogre. Da ar deterministiska modeller med “massverkan” oldmpliga
approximationer av verkligheten. Ett viktigt exempel pa sadana kluster f6r bl.a. influensa
och forkylning ar hushall/familjer. Det &r ju mycket storre risk att jag blir smittad av
mina barn dn att jag smittas av nagon pa gatan. I sadana fall bér man i modellen ta hén-
syn till stokastiken inom hushallen och sedan modellera smittspridningen mellan hushall
pa liknande sitt som ovan. En annan klass av sjukdomar dér sociala strukturer spelar
stor roll ar sexuellt 6verférbara sjukdomar. Vill man modellera sadana bér man studera
smittspridning pa natverk/slumpgrafer, diar kanterna i nédtverket representerar sexuella
kontakter mellan méanniskor.

Ett sista exempel jag vill ndmna, déar stokastiken ar viktig dven i de enklaste modellerna,
ar endemiska modeller. Vi sag ju i exemplet med méssling att den endemiska nivan var
(3,2,7) ~ (0.067,0.00022,0.933). T ett land som Island med ca n = 250 000 individer
(fore vaccinet infordes pa 60-talet) betyder det att antalet smittade i endemiska nivan &r
ca (ns,ni,nr) ~ (16 700, 50, 233 250). Antalet smittsamma i jimvikt ir saledes endast
50 personer! Sjilvklart varierar detta over tiden, sa det &dr inte forvanande att antalet
smittsamma ganska snart rakar ga ner i 0 (bl.a. finns ju sisongsvariation som jag inte
behandlat), och nér detta vél intréiffat sa dr sjukdomen utplanad. Den kloke inser dock
att Island knappast var helt isolerat ens pa 60-talet, sa mésslingen borde snabbt ha forts
tillbaka in i landet. Detta &r bara delvis réitt tdnkt. En ny epidemi kan ndmligen inte
ta fart direkt efter att sjukdomen dott ut — det finns da for fa mottagliga. Efter en tid
har dock tillrackligt manga (mottagliga) barn fotts for att ett nytt epidemiutbrott kan
ske. Jag har sjilvklart forenklat verkligheten, men likvil stdmmer det om man tittar
pa misslingsfall pa Island under perioden fore vaccination inférdes: att stora utbrott
skedde med exakt 4 ars intervall (regelbundenheten beror pa skolstarten efter sommaren)
och endast enstaka importerade fall daremellan! I England, med en vistentligt storre
befolkning, blir den endemiska nivan pa antalet smittsamma ni &~ 11 000. Detta antal
kommer forstas ocksa fluktuera, men det &r inte lika troligt att det slar i nollan inom
overskadlig tid. Aven detta bekriiftas av data som visar att misslingen hela tiden var
endemisk i England under den aktuella perioden. Att forsoka forsta vilken den “kritiska
populationsstorleken” &r (som separerar dessa tva olika scenarier), och hur den beror av
olika egenskaper i populationen, hos sjukdomen och dven vaccinet i férekommande fall,
ar i mitt tycke ett intressant forskningsomrade.

5 Verkligheten

Jag har ovan beskrivit nagra enkla modeller och gett ett par “leksaksexempel”. Man kan
da fraga sig om metoderna inte dr mer sofistikerade nér mycket star pa spel, som t.ex. nu
for den pagaende nya influensan. Svaret ar, som sa ofta, att de enkla modellerna ger de
viktiga insikterna, men sedan gér man forstas mer verklighetstrogna modeller nir de ska
anvandas i specifika sammanhang.

Det finns manga aspekter som brukar tillféras modeller som t.ex. ska férutsdga hur manga
som kommer smittas av den nya influensan, titta t.ex. i nagon av de senaste numren av
Nature eller Science. Nagra exempel pa sadana ar: effekter inte bara av hushall, men



ocksa skolor och ibland dven arbetsplatser, samt information om resemonster. Att ha en
spatial struktur &r ocksa viktigt (en effekt blir att tillvixttakten i epidemin gar mot det
linjira snarare &n det exponentiella) och att man ocksa tar hénsyn till individers olika
mottaglighet och sociala struktur 6ver aldern: barn tenderar att var mer mottagliga och
ha tédtare kontakter d4n vuxna, samt att merparten individer umgas i hégre grad med
jimnariga. Sdsongsvariationer dr en annan viktig aspekt att ta hinsyn till om man vill
komma verkligheten néra.

For mer komplicerade modeller applicerade pa specifika lander (och dess befolknings-
struktur) ar det forstas svart att dra nagra analytiska slutsatser. Vad man i stéllet gor
ar stora simuleringsstudier, dir man dven varierar parametrar, for att se vad som kan
tdnkas handa. Nastintill alltid studerar man ocksa vilka effekter olika preventiva atgarder
(vaccinering, men ocksa stingning av drabbade skolor m.m.) kan ténkas ha.

Jag var i forra veckan (24-25/9) pa ett mote om HINI-influensan pa europeiska smitt-
skyddsinstitutet ECDC, som rakar ligga i Stockholm, och tog del av flera liknande mo-
deller och horde vad infektionsepidemiologer hade att siga. En intressant sadan studie
visade att om man kunde implementera vaccineringen i USA (dér endast en mindre an-
del kommer att vaccineras) innan epidemin tar riktig fart sa kommer detta att reducera
antalet som smittas (och antalet som dor) med 2/3 jamfort med om epidemin redan tagit
fart. Slutsatsen var att det ar viktigt att skynda pa framstéillandet av vaccinet och att
snabbt distribuera det, men dven att atgirder syftandes till att fordrdja smittspridningen
ar viktiga (dylika atgérder & mycket mindre kostsamma/dyra jamfort med atgérder att
reducera smittspridningen langsiktigt).

6 Referenser

Jag har medvetet inte givit massa referenser till olika resultat. Vill man se aktuella tillamp-
ningar kan man som sagt att titta i aktuella nummer av t.ex. Nature och Science. Fram-
triadande grupper finns bland annat vid Imperial College (Neil Ferguson), University of
Washington (Ira Longini och Elizabeth Halloran) och Harvard (Mark Lipschits).

Vill man lira sig lite mer om modellerande av epidemier dr nog boken Infectious diseases
of humans av Anderson & May (Oxford, 1991) den overlégset mest inflytelserika. Jag kan
dven rekommendera Mathematical epidemiology of infectious diseases av Diekmann &
Heesterbeek (Wiley, 2000) som haller en hogre matematiskt niva. Om man &r intresserad
av stokastiska modeller och statistiska inferensmetoder far jag vara ofin nog att referera till
boken Stochastic epidemic models and their statistical analysis av Andersson & Britton
(Springer, 2000). Mig veterligen finns bara en populértext pa svenska (utéver den ni har
framfor er!), d&ven den skriven av undertecknad: "Pest, kolera och matematik”, som ingar
som ett kapitel i den alltfér lite uppméirksammade boken Mdnniskor och matematik —
lasebok for nyfikna (NCM, 2008). Ni behover forstas inte titta i den boken fér min artikel

speciellt inte ndr ni ldst innevarande artikel —men det finns en méngd intressanta
artiklar skrivna av ett 20-tal framstaende svenska matematiker, bl.a. Medlemsutskickets
egen redaktor.



