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1. Клянусь рассветом!
2. И десятью ночами!
3. И чётным, и нечётным!
4. И десятью ночами, когда уходит она∗!

∗ Существуют разнообразные мнения относительно
того, что подразумевается под «рассветом», «десятью
ночами» и «чётом и нечётом». . . Весь фрагмент
является предупреждением жителям Мекки: если не
одумаются они, конец их будет таким же, что и у тех,
которые отвергали истину в прежние времена. . .

Сура Ал-Фаджр: Рассвет. LXXXIX.
Священный Коран.

Подготовил Маулана Мухаммад Али
(автор перевода с арабского языка на английский,

вступительной статьи и комментариев),
перевод на русский язык подготовил д-р А. Садецкий.

http://www.muslim.org/rus-qur/quran.htm

Клянусь четой и нечетой...

А. С. Пушкин. Подражания Корану

Картинка, которую мы видели, кажется, в журнале «New Yorker».
Изображен типичный математик: лысенький, с брюшком, на заднем
плане — статуя Свободы.

Он повторен три раза со следующими филактерами («словесными пу-
зырями», которые «выдуваются» из уст персонажа):

1) «Я уже пишу по-английски»;
2) «Я уже думаю по-английски»;
3) «Но я все еще conceptualize по-русски».
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Глава 0

Вводные замечания

§ 0.1. Предисловие редактора

Как мы понимаем слово «суперсимметрия». Так уж получилось,
что самый важный термин в этой книге — суперсимметрию — понимают
в последнее время в двух смыслах.

1) В этой книге, во всех прочих работах участников этого семинара,
в работах К. Ефетова (см. [Ef]) и его последователей (см., например,
[Zb]), а также в первой половине первого тома сборника [QFS] су-
персимметрия понимается в самом широком смысле — как симметрия,
переносимая к а к о й у г о д н о с у п е р г р у п п о й и л и с у п е р к о л ь -
ц о м Л и (в частности, супералгеброй Ли).

2) Для тех же, кто изучает супергравитацию, суперизует классиче-
ские уравнения математической физики (Кортевега—де Фриза, Кадомце-
ва—Петвиашвили и т. д.), суперсимметрии — это нечто гораздо более
специальное. Для этих исследователей суперсимметрии всегда сохра-
няют некоторое неинтегрируемое распределение на супермногообразии,
а в присутствии динамики — неинтегрируемую связь между обобщенными
импульсами. Ни само распределение, ни условия, его задающие, никто, как
правило, явно не описывает, и догадаться о них можно лишь благодаря
тому, что скобки нечетных сечений распределения равны не 0, а каким-то
четным векторным полям.

Истоки. Первым математиком, который понял, что он открывает но-
вую область — «суперматематику», был, вероятно, Грассман (Grassmann).
В его время не было даже слов, потребных для описания такой науки,
и, будучи непонятым (до сих пор: кто станет разбирать теперь его работы,
да еще по-немецки?!), он переключился на изучение санскрита. Первым
же, кто смог донести свои идеи до современников, был, несомненно, Ф е -
л и к с А л е к с а н д р о в и ч Б е р е з и н.

Работая с вопросами вторичного квантования, Березин предположил,
что можно провести параллельное и единообразное описание бозонных
и фермионных полей, и в середине 1960-х пришел к гипотезе (см. [B1])
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о том, что

«существует нетривиальный аналог анализа, в котором
роль функций играют элементы алгебры Грассмана».

(0.1)

Березин говорил мне, что он думает, что в этом будущем анализе
(точнее, дифференциальной геометрии) «не будет точек». Березинские сло-
ва не имели точного смысла и нуждались в интерпретации и уточнении.
Ниже представлены результаты нашего Семинара, частично проясняющие
загадочные пророчества Березина. Пока его программа, как я вижу, реали-
зована далеко не полностью. Это, конечно, жаль, но честное обсуждение
трудностей быстро выводит читателя на передовую. Остается только не
робеть и работать.

Некоторые из идей Березина начинают овладевать массами: напри-
мер, о «многообразиях без точек» 1) пишет П. Картье в статье о себе,
А. Гротендике, А. Конне и M. Концевиче [Car] . Однако непонятного оста-
лось не меньше, чем понятого; даже в этом томе, посвященном по большей
части изложению самых что ни на есть основ, будут щедро разбросаны от-
крытые проблемы разного уровня сложности — от легкой курcовой и далее.

Мое первое публичное выступление (осенью 1972 г. на семинарах
А. А. Кириллова и Э. Б. Винберга—А. Л. Онищика) с определением того,
что теперь называют суперсхемами и алгебраическими супермного-
образиями, было дано в терминах окольцованных пространств и внимания
не привлекло. За полгода до этого даже сам Березин послушал меня у себя
дома и сказал: «Значит, по-Вашему, спектр алгебры Грассмана от любого
числа переменных — это одна точка?! Нет. Это я не покупаю».

По счастью, А. Онищик, мой официальный научный руководитель,
настоял на публикации этого («хоть и неинтересного Березину, но ра-
зумного») определения в статье [Л0]; чуть позже (когда после доклада
Весса и Зумино психологический барьер задачи стал пониже) оно было
переписано на аналитическом, вернее, C∞-языке; см. [BL0].

Кроме алгебраических геометров, которых слова «пучок» и «спектр
алгебры» не пугали, математики про новую теорию не слушали. А ал-
гебраические геометры, так сказать, «слишком много знали»: спектры-то
у суперкоммутативной супералгебры и у ее фактора по нильпотентному
идеалу совпадают, значит — почему-то делали они вывод, — ничего ин-
тересного тут нет, и дальше Березина, когда он формулировал гипотезу
(0.1), не слушали. То, что пучки над этими спектрами совсем разные, а ав-
томорфизмов у супермногообразия, отвечающего векторному расслоению,
гораздо больше, чем у этого расслоения, долго игнорировалось: пучки, на-
сыщенные нильпотентами, встречались и в досуперную эпоху, а вот то, что

1) По-английски мы их называем «point-less».

§ 0.1. Предисловие редактора 11

геометрия супермногообразий становится богаче и интересней, чем (тоже
не скучная) обычная геометрия, не было видно почему-то даже экспертам.

Мне сильно повезло в том, что, когда я учился в школе, один философ
(сотрудник института философии АН СССР), с которым мы вместе плава-
ли в кафедральном бассейне «Москва», настойчиво советовал мне читать
Гротендика, но, поскольку книг Гротендика по алгебраической геометрии
в Союзе было лишь несколько штук (а и лежи они, толстенные, на всех
лотках, даже и не по-французски, их еще пойди пойми), вот взамен —
тоненькие (и исключительно внятные) лекции Ю. И. Манина по алгебраи-
ческой геометрии (первые две главы в [МаАГ]). А в этих лекциях, которые
я через пару лет стал читать, написано для непонятливых:

«Спектры колец с нильпотентами имеют внутренние
степени свободы, как элементарные частицы».

(0.2)

Осталось только, говоря современным языком, расставить в манинских
лекциях приставку «супер» — и утвердительный ответ на гипотезу Бере-
зина (0.1) готов. Это и сделано в работе [Л0], а в этом томе разобраны
некоторые подробности, которых открывается все больше в таком, каза-
лось бы несложном, занятии.

Хотя этот том написан в том числе и для тех математиков, которым фи-
зика неинтересна, и для тех физиков, которые хотят разобрать известные
математикам структуры суперсимметрий, а мотивировки они как-нибудь
и сами знают, в предисловии я все-таки поговорю о приложениях супер-
симметрий в физике: без этих приложений нас с Березиным никто бы не
слушал. Собственно, до сих пор поразительно мало из разработанного лет
30 назад аппарата и изложенного как в этой книге, так и в доступных
с 1987 года препринтах [SoS], физики используют. На некоторых странных
упущениях я остановлюсь особо.

Все физические теории инвариантны относительно какой-нибудь груп-
пы преобразований. После Лоренца, Пуанкаре, Эйнштейна и Гильбер-
та стало понятно, что группа преобразований, сохраняющая уравнения
Эйнштейна, — группа Пуанкаре — самая фундаментальная группа преоб-
разований в физике. Постепенно идеи Германа Вейля 1) , систематически
начавшего описывать элементарные частицы в терминах калибровочных
полей, т. е. сечений векторных расслоений со связностями, проникли (бла-
годаря Янгу и Миллсу) в сознание физиков. Так как расслоения, связанные
с элементарными частицами, не «посторонние» пространству Минковско-
го M3,1, а являются тензорными или спинорными относительно действия

1) Вообще-то его звали Херман Вайль (Hermann Weyl), а вот Андре Вейль (André Weil)
по-русски озвучен правильно.
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группы Пуанкаре в касательном расслоении к M3,1, все частицы делятся
на два типа: с тензорами связаны бозоны, а со спинорами — фермионы 1) .

Чтобы уменьшить число действительно элементарных частиц в зоопар-
ке, накопившем к 1960-м годам несколько сот представителей (что стало
выглядеть более чем странно), хотелось бы расширить группу Пуанкаре,
объединив ее с группой «внутренних симметрий», перетасовывающей такие
параметры, как цвета (запахи и т. п.) кварков.

Оказалось, что это невозможно по физическим соображениям: если
допустить существование такой большей объемлющей группы, то вылезут
некие страшные физические противоречия. А вот если засунуть и группу
Пуанкаре, и группу внутренних симметрий в супергруппу, то никаких про-
тиворечий не возникнет, пока супергруппа «не слишком велика». В другом
томе я надеюсь воспроизвести эти аргументы на математическом язы-
ке и четко описать новые ограничения (теоремы Колемана—Мандулы
и Хаага—Лопушанского—Сониуса). Первая попытка дать такое описание
словами, понятными математикам, содержится в двухтомнике [QFS].

Итак, с помощью суперсимметрий удалось объединить прежде необъ-
единимое по определению: бозоны и фермионы.

Кроме того, мы бесплатно получили несколько удивительных след-
ствий.

1) Сокращение расходимостей. Оказалось, что мерзкие расходящиеся
интегралы, из которых складывалась матрица рассеяния и которые надо
было как-то устранять руками в досуперной науке, благополучно убивают
друг друга (по крайней мере, если супергруппа достаточно большая): те,
которые приходят от бозонов, равны тем, что приходят от фермионов, но
имеют другой знак.

2) Идея, восходящая к Анаксагору (500–428 гг. до Р. Х.), о том, что
«атом» — это не точка, а протяженное нечто, воплотилась в суперструнах,
которые довели объединение всех взаимодействий до желаемого идеала.
Не удается лишь построить квантовую теорию супергравитации. А кстати
оказалось, что и сама супергравитация непонятно что такое. Обсуждению
этих проблем и нашему подходу к их решению будет посвящен отдель-
ный том. Здесь я скажу лишь, что, по моему мнению, выписать «левую
часть» уравнений Эйнштейна на супермногообразиях Минковского никак
не получалось не потому, что они являются супермногообразиями, а из-за
эпитета «Минковского», который означает, что они снабжены дополни-
тельной структурой — неинтегрируемым распределением.

1) После этих слов ясно, что откладывать определение спинорных представлений до сле-
дующих томов никак невозможно. Но вот объем не позволяет. Я включил это определение
(и несколько примеров) в Дополнения ко второму изданию посмертной книги Ф. А. Березина
[Бер]
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Многообразия с неинтегрируемыми распределениями называются
неголономными. Они хорошо знакомы механикам, и соответствующим
динамическим системам посвящены десятки тысяч статей (часто переот-
крывающих результаты друг друга). Слово «неголономный» ввел Г. Герц
(см. [Hz]) для обозначения систем с неинтегрируемыми (прежде всего —
линейными) связями (ограничениями) на скорости. Простейший пример —
шар, катящийся по шершавой плоскости (скорость шара в точке, каса-
ющейся плоскости, равна нулю, и это и есть связь), — прозрачно описан
Пуанкаре; см. [Poi] .

Примеров неголономных систем невообразимо много, не только твердые тела, катающи-
еся по каким-либо еще (необязательно шершавым) телам, см. [AS, BoMa, E, Mont, Koz] .
Свойство кошки, падающей спиной вниз, приземляться на лапы, правила преодоления труд-
ностей, возникающих при парковке автомобиля, — тоже примеры того, как неголономные
системы применяются в народном хозяйстве. Пример неголономной связи с нелинейными
ограничениями доставляет любой автомобиль с системой контроля скорости (cruise control).
Включив систему на разрешенные 55 миль/час, вы реализуете нелинейную связь. Что значит,
что она неинтегрируема? На первый взгляд, это труднее описать, чем солдату революции
представить себе квадратный трехчлен, но ответ известен и вместе с критериями неинтегри-
руемости будет изложен в соответствующем томе, а пока см. [GL1, L] .

Пора, однако, признаться, что фанфары, вызванные докладом Весса
и Зумино (см. [WZ]), которые в 1974 г. ввели термин «суперсиммет-
рии» и первыми о с о з н а н н о показали некоторые из замечательных ее
свойств, вскоре поутихли. Действительно, оказалось, что есть несколько
типов суперпространств Минковского, нумеруемых числом N = 0, 1, . . .
. . . , 8 1) . Собственно, N = 0 отвечает обычному пространству, а супери-
зация начинается с N = 1 и наиболее интересна при N = 8. Однако
выписать аналог тензора Римана и те его компоненты, которые должны
стоять в «левой части» уравнений супергравитации, почему-то долго не
удавалось. Точнее, за два года после доклада Весса—Зумино удалось
разобраться с N = 1, а через 10 лет — с N = 2 и, говорят, N = 3, см.
[GIOS]. В своих лекциях Весс (см. [WB]) честно пишет (как одному из
настоящих экспертов, ему не нужно делать вид, что он понимает больше,
чем на самом деле): «Мы не знаем, как выписать аналог тензора Римана
при N > 1» 2) .

Казалось бы, в чем же дело?! Возьмите любой современный учебник
по дифференциальной геометрии, замените в определении тензора Римана
алгебру Ли группы G, задающей G-структуру, на супералгебру Ли супер-
группы G, задающей G-структуру, расставив кое-где знаки, зависящие от
четностей, и получится ответ. Оказывается, этот ответ не совпадает с тем,
что физикам хочется видеть, например, при N = 1, когда они (думают,

1) Некоторые физики не согласны с ограничением N 6 8, см. [BHKV].
2) Мне непонятны результаты физиков даже в случае N = 1; обсуждению моих «непоняток»

будет посвящен отдельный том.
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что) понимают ответ и могут проверять. Дело, как уже сказано, в том,
что супермногообразие Минковского неголономное, а для неголономных
многообразий (и супермногообразий) аналога общего рецепта того, как
вычислять тензор кривизны, не было. Его не было так долго, что веду-
щие специалисты даже предположили, что такого общего способа, может,
и вовсе нет, см. лекции А. Вершика в работах [Ver] и [Serg1] .

Получить же общее описание тензора кривизны в неголономном случае
очень хотелось бы: и для того, чтобы написать уравнения супергравитации
при N = 8, и чтобы изучать устойчивость неголономных систем, ибо знак
кривизны отвечает за устойчивость (и еще много за что). Нужное опреде-
ление, оказывается, существует; см. [L, GL1].

Перечислим г л а в н о е, к ч е м у п р и в е л о с о з н а т е л ь н о е
и з у ч е н и е с у п е р с и м м е т р и й и с у п е р м н о г о о б р а з и й, н а к о -
т о р ы х э т и с у п е р с и м м е т р и и д е й с т в у ю т.

Во-первых, мы изменили модель мира. Преобразования Лоренца,
связавшие пространство и время в теории относительности, дополнены
преобразованиями, перемешивающими пространственно-временные чет-
ные координаты с нечетными, отвечающими, как показали Ф. А. Березин
и М. С. Маринов (см. [Бер]), внутренним степеням свободы типа спина.
Итак, принято фундаментальнейшее предположение:

МЫ ЖИВЕМ НА СУПЕРМНОГООБРАЗИИ.

В следующих томах мы постараемся описать это, вернее, эти су-
пермногообразия (зависящие от N супермногообразия Минковского и их
варианты).

Во-вторых, в суперсвете стали яснее некоторые старые конструкции,
а про другие, вроде бы и так понятные, стало ясно, что они очень мало
продуманы (например, (ко)гомологическая алгебра на супермногообразиях
естественно содержит полубесконечные (ко)гомологии и другие диковин-
ные (с точки зрения многообразий) структуры).

В-третьих, осознанное систематическое использование нильпотентов,
хоть бы и нестрогое, заставило внедрить в повседневную рабочую практику
математиков и физиков язык представимых функторов, параметрических
семейств, инфинитезимальных окрестностей и другие, ранее экзотические,
понятия алгебраической геометрии, причем теперь — с нечетными пара-
метрами. Этот том посвящен по большей части изложению основ этих
понятий.

Наконец, суперсимметризация приводит к некоммутативной, точ-
нее — несуперкоммутативной, геометрии. Под «геометризацией алгеб-
ры» мы понимаем следующее. Каждую (скажем, конечно порожденную)
коммутативную алгебру C можно представить как алгебру глобальных
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функций на ее спектре Spec C — множестве простых идеалов алгебры C.
До сих пор не вполне ясно, как это 1) сделать для произвольной алгебры C:
существует несколько очень разных типов некоммутативности, и единого
рецепта, по-видимому, не существует (см., впрочем, книги А. Розенберга
[Ro1] и [Ro2] , где рассмотрены разные спектры, совокупность которых
вроде бы годится во всех случаях). В отличие от А. Розенберга, Алэн
Конн (см. [Co]) рассматривает не алгебраическую, а дифференциальную
геометрию, но лишь на некотором классе алгебр.

Теория супермногообразий, в отличие от указанных примеров, гораздо
ближе к обычной теории многообразий и, собственно, не просто добавляет
приставку «супер», как это сделано в тьме статей и нескольких книгах,
а часто указывает несколько вариантов привычных понятий, деформирует
понятия, казавшиеся жесткими, причем с нечетными параметрами и т. д,
см. например, [BGV, Gen].

Насколько сильно можно (сто́ит) портить некоммутативность ал-
гебры функций? Теория супермногообразий, если по-честному, все-таки
коммутативная наука. Ну, суперкоммутативная. Тем удивительнее то, что
она вынуждает нас, как это ни трудно, заняться некоммутативной теорией,
некоторые зародыши которой то и дело возникали и до 1974 года в «обыч-
ной» математике.

Таких зародышей несколько. Простейший пример: Cs — алгебра ком-
плексных чисел, рассматриваемая как супералгебра над R с нечетной
мнимой единицей. Описанный в главе 1 функтор Q, отвечающий Cs, при-
водит к удивительному обобщению общей линейной группы и ее алгебры
Ли и соответствующим «странным» (queer) детерминанту и следу.

Автоморфизмов алгебры Грассмана больше, чем автоморфизмов су-
пералгебры Грассмана (той же алгебры, но рассматриваемой с супер-
структурой), а значит, супергруппа — не самый большой аналог группы
преобразований суперпространства, что противоречит самой идее, привед-
шей к открытию суперсимметрий: описать как можно бо́льшую «группу»,
перемешивающую бозе- и ферми-частицы. Вопрос в том, как описать ка-
тегорию, содержащую эти более широкие преобразования, давно является
открытым, несмотря на свою важность.

Разные форматы матричной супералгебры Ли gl(p|q) связаны между
собой «нечетными отражениями» — неоднородными обратимыми автомор-
физмами, запрещенными внутри категории супералгебр.

Физиков, отвергавших при рождении суперсхем неоднородные пре-
образования, можно понять: если j нечетно, то, разлагая ej в ряд, мы
складываем объекты разной природы. Однако, как в первом классе мы
преодолеваем запрещение складывать яблоки с грушами, включив и те

1) «Это» — реализовать данную алгебру C как алгебру функций на чем-то.
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и другие в класс фруктов, так и тут, забыв про сегодняшнюю интерпре-
тацию, мы вправе задаться лишь вопросом о том: возможно ли, хотя
бы чисто формально (да простит меня В. И. Арнольд 1)), рассмотреть
неоднородные гомоморфизмы, неоднородные подалгебры в супералгеб-
рах, факторы по неоднородным идеалам и т. п.? Оказывается, возможно,
а введенные нами простые алгебры Воличенко 2) , во-первых, образуют
(за парой однопараметрических исключений и если ограничиться конеч-
номерными алгебрами) дискретные семейства, которых всего примерно
в два раза больше, чем простых супералгебр Ли, а во-вторых, являясь
Z/2-фильтрованными алгебрами, они представляют собой одно из есте-
ственнейших обобщений Z/2-градуированных алгебр Ли и супералгебр Ли.

В первом варианте этой книги [Лейт] я не настаивал на продолжении
начатого в работе [Л0] исследования неоднородных объектов: слишком
все были настроены против. С тех пор открытие высокотемпературной
сверхпроводимости, переносчиком которой якобы служат частицы более
общие, чем бозоны и фермионы, сделало идею неоднородных объектов бо-
лее приемлемой (см. [BJ1]), да и страсти по прошествии времени поутихли,
и я надеюсь, что читатель подхватит эстафету, см. [RS, LSe] .

Другой пример более широких, чем суперсимметрии, автоморфизмов
суперкоммутативных супералгебр и даже коммутативных алгебр описал
Ю. И. Манин (в третьей главе книги [МаАГ]) в классе квадратичных ал-
гебр. Его подход тоже пока, к сожалению, никто не разрабатывал.

* * *

Готовя к печати труды «Семинара по Суперсимметриям», я старался,
чтобы их содержание не пересекалось с содержанием посмертной книги
Ф. А. Березина [Бер] , в которой даны первые определения комплексно-
аналитических супермногообразий. Подробности же о комплексно-анали-
тических супермногообразиях см. в приведенной в книге [Бер] библио-
графии, а о «физических» супермногообразиях (в отличие от тех, которые
только и рассматривают математики) — не вещественных и не комплекс-
ных, см. в статье [BGLS].

Я надеюсь, что за этим томом (разбитым на две части: основные фак-
ты и дополнительные главы) вскоре последуют (черновые варианты уже
готовы) следующие тома.

• Супералгебры Ли.

• Супералгебры Ли над полями положительной характеристики.

1) Это было написано, когда Владимир Игоревич — яростный как-бы противник формали-
стов (например, Бурбаки) — был жив: ему нравилось, когда с ним шутили.

2) Алгебра Воличенко — неоднородная подалгебра в супералгебре Ли.
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• Пакет программ SuperLie и задачи, решенные (или еще нет) с его
помощью.

• Семинар Ю. Йоста и Д. Лейтеса «Суперконформные суперповерх-
ности».
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§ 0.2. Кем сделаны труды «Семинара
по суперсимметриям»

1)

Книга очень техническая, но очень хорошо написана.
Большинство деталей приведено. С другой стороны,
у книги есть странная особенность: больша́я ее часть
(точно более трети), похоже, прямо скопирована со
статей, написанных Пирашвили и его соавторами (эти
статьи приведены в библиографии). Копирование
столь точное, что в книге представлены даже
опечатки из этих статей...

MR1489738 (98j:18018) Inassaridze, Hvedri.
Неабелева гомологическая алгебра и ее

приложения. [Non-abelian homological algebra
and its applications] . Mathematics and its

Applications, 421. Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, 1997. iv+265 pp. ISBN: 0-7923-4718-8

Реферат для Math. Reviews подготовил
С. Бетли [Stanislaw Betley]

В 1970–80-е годы некоторые участники семинара подготовили свою
контрибуцию в труды семинара, и эти вклады, которые я перевел на
английский язык, были препринтированы Стокгольмским университетом;
см. [SoS]. (Через 20 лет, когда оригиналы, даже те редкие, что были
аккуратно написаны, были давно утрачены, пришлось переводить обратно
на русский. И сколько же мелких недочетов при этом обнаружилось...)
К сожалению, сперва (в 1980-х) никто из моих соавторов или просто
участников семинара, кроме И. Щепочкиной и В. Молоткова, ни разу не
смог найти время и желание и перечитать, и отредактировать свои тексты,
а потом я им это и не предлагал, поэтому всю ответственность за внесенные
улучшения и ухудшения по сравнению с оригиналами несу я.

Самое, на мой взгляд, интересное в трудах Семинара — главы про инте-
грирование и неполиномиальные функции на суперматрицах (а также главу
про дифференциальные уравнения) — написал В. Шандер, и повествование
ведется от первого лица им. Классификационные задачи решены совместно
с В. Сергановой и И. Щепочкиной. Первый вариант части 1, написанный
вместе с И. Бернштейном, составил начало книги [Лейт] , а последняя глава
из [Лейт] разрослась в несколько томов.

Особняком стоит глава 2, с определений которой (см. [Л0]) все нача-
лось. Сперва с разрешения Ю. И. Манина я просто перевел на английский
язык его лекции по алгебраической геометрии, вставив в текст необходи-
мые супер-изменения. Недавно Ю. И. Манин согласился перепечатать эти
замечательные лекции (первые две главы в книге [МаАГ]), и необходи-

1) «Seminar on Supersymmetries» (SoS).
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мость приводить их дословно на русском языке отпала. Поэтому я оставил
лишь необходимый минимум и отметил особенности суперизации.

§ 0.3. Благодарности

Я искренне благодарен И. А. Акчурину, философу, который советовал мне, когда я был
школьником, изучать работы А. Гротендика и Ю. И. Манина и таким образом психологиче-
ски подготовил меня к задаче Березина; Ф. А. Березину, который в 1971 г. дал мне задачу
«пойди туда — не знаю куда, принеси то — не знаю что», т. е. «построить анализ на алгебре
Грассмана»; И. Бернштейну, Ю. И. Манину и А. Л. Онищику — моим учителям.

Я благодарен моим друзьям и коллегам — участникам этого семинара, а также тем, кто
хоть не участвовал, но так или иначе мне помогал: Э. Б. Винбергу, С. Г. Гиндикину, Л. Макар-
Лиманову, А. Рудакову, М. Семенову–Тян-Шанскому, Б. Фейгину, М. Шубину и М. Шубиной.

За помощь в трудные времена я благодарен П. Делиню, И. Тодорову, М. Хазевинкелю,
Я.-Э. Руусу, В. И. Огиевецкому, Г. А. Борисову и А. Д. Гвишиани.

Я с благодарностью вспоминаю стимулирующую атмосферу, которая помогла начать этот
проект, в ОИЯИ, Дубна; МИАНе, Москва, и ОММАНИП Карельского филиала АН СССР,
Петрозаводск, между 1975 и 1984 гг.

Когда атмосфера изменились, меня поддержали гранты И. Бендикссона (Стокгольмский
университет) и Шведский научный фонд; Институт высших научных исследований (Франция),
Институт Макса Планка (Германия); Институт высших исследований (Принстон) и Нацио-
нальный научный фонд США. Большие куски этой книги были набраны (in English), когда
я гостил в Институте Макса Планка в Бонне.

Без разнообразной TEX-нической и компьютерной помощи П. Грозмана и В. Молоткова
в течение последнего десятилетия результаты семинара так до сих пор и были бы разрознен-
ным набором исчерканных замечаниями листиков. За окончательную тонкую TEX-ническую
доводку я благодарен искусству О. Широковой, а главного редактора издательства МЦНМО
Ю. Торхова я благодарю за огромную помощь в подготовке трудов Семинара по суперсим-
метриям к печати.

Я благодарю П. Делиня за замечания к последнему варианту книги.
Наконец, я благодарен РФФИ за финансовую поддержку, а В. П. Павлову и И. М. Ще-

почкиной за помощь в осуществлении проекта.
За сообщения о замеченных опечатках или неточностях (оставшихся несмотря на огром-

ную помощь Ю. Неретина и А. Л. Онищика в редактировании) и ответах на открытые вопросы
я буду очень благодарен. Пишите по адресу: dleites@yahoo.se.

Большое спасибо компании Trollrike/Forsmobo AB, Sweden, правообладателю на заме-
чательные рисунки троллей художника Рольфа Линдберга (Rolf Lindberg), многие из которых
я трактую как изображения участников Семинара по Суперсимметриям или сотрудников
«конкурирующих фирм», за разрешение использовать их (в разрешении сказано, что ком-
пания приветствует такое использование и популяризацию шведских искусств и наук).

Огромное спасибо Александру Джусу (http://dzhusalex.fishup.ru/) за фотографию
бассейна «Москва».

Д. Лейтес,

Карельский филиал АН СССР — МИАН СССР, 1975–1984;
Стокгольмский университет (с командировками в Институт высших научных

исследований (Франция), Институт Макса Планка (Германия), Институт высших
исследований (Принстон)), 1986–2006;

Институт Макса Планка в Бонне (1987, 2002–2003) и Лейпциге (2004–2006).
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Участники Семинара по Суперсимметриям

Бассейн «Москва» зимой 1991г. (фото Александра и Веры Джусов)
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§ 0.4. Обозначения

Как редактор, я старался не следовать любимому Ф. А. Березиным
афоризму К. Пруткова «Почему судьбу сравнивают с индейкою, а не
какой-либо другой, более на судьбу похожею птицею?», который он любил
повторять, имея в виду, что обозначения не играют никакой роли. Судьба
исторического наследия Эйлера, Лейбница, да и самого Березина этому
мнению противоречит: из всего открытого человеком цепче всего запоми-
наются не доказательства, а обозначения, в крайнем случае — короткие
теоремы.

Хотя я и старался уважить заветы Халмоша (см. [Ha]), некоторые
обозначения 1) , очевидно, хорошо бы переделать, но я не знаю как.

Следуя Бурбаки, будем обозначать супергруппы и группы Ли латин-
скими буквами, хотя и разных шрифтов, а их супералгебры Ли и алгебры
Ли — готическими.

УТВЕРЖДЕНИЕ — факт более или менее очевидный, или с легким
доказательством (и в таком случае слово УТВЕРЖДЕНИЕ можно бы
и заменить на слово УПРАЖНЕНИЕ), или такой, которой лень или
неуместно здесь доказывать (и тогда дана ссылка).

ПРОБЛЕМА — это задача, которой хотелось бы заинтересовать чи-
тателя, а ВОПРОС — это задача, про которую мне не ясно, сто́ит ли
ее советовать (решать, возможно, сложно, а ценность ответа, пока он
не получен, неясна), но в статусе которой (заниматься ей или нет) хоте-
лось бы разобраться. Словом ЗАДАЧА обозначается нечто среднее между
УПРАЖНЕНИЕМ, ПРОБЛЕМОЙ и ВОПРОСОМ.

Утверждение, которое предлагается доказать в УПРАЖНЕНИИ, ЗА-
ДАЧЕ и т. п., обычно сформулировано без вводных слов «докажите, что».

Как обычно, ТЕОРЕМА — это утверждение, важность которого, воз-
можно, выходит за пределы этой книги, а ЛЕММА — это вспомогательное
утверждение.

По примеру Делиня мы старались, чтобы каждый пункт содержал не больше одной идеи.
Этого не всегда удается достичь и некоторые пункты содержат теорему, лемму, предложе-
ние и, может, еще что-нибудь, доказательства которых, возможно, разбиты на подпункты.
Зато ссылки заметно упрощаются; например, запись «теорема 1.2.3, п. а)» отсылает к п. а)
единственной теоремы из п. 1.2.3.

Некоторые обозначения мотивированы в тексте. Например, мы на-
стаиваем на том, чтобы никогда не обозначать элемент объема

на 4|N-мерном суперпространстве символом d4xdNj, напоминающим
дифференциальные формы, а писать vol(x, j) или, вслед за Делинeм,
[d4x∂Nj] , где квадратные скобки обозначают, что берется класс элемента

1) Например, обозначения исключительных простых супералгебр Ли и индексацию неэкви-
валентных систем простых корней простых супералгебр Ли.
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d4x∂Nj в некотором факторпространстве, которое мы опишем в Дополне-
нии.

Как обычно, N, Z+, Z, R и C означают множества натуральных, целых
неотрицательных, целых, вещественных и комплексных чисел, а H и O—
множества кватернионов и октав (чисел Кэли) соответственно.

Элементы кольца Z/m вычетов по модулю m помечаются чертой
сверху: ¯0̄, ¯1̄, . . . , ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯m−1, чтобы отличить их от целых чисел; при этом
(−1) ¯ı̄ = (−1) i, т. е. определение корректно.

Поле p-адических чисел обозначается Qp, а кольцо целых p-адических
чисел —Zp. Мы пишем Fp := Z/p, где p — простое число, и, более общо,
обозначаем символом Fq поле из q элементов.

Как правило, четные объекты обозначаются латинскими буквами,
а нечетные — греческими, но это не закон, и в качестве контрпримера
в глаза бросается внешний дифференциал, традиционно обозначаемый
буквой d.

В старой литературе супералгебры Ли противоречиво обозначаются как
градуированные алгебры Ли, хотя супералгебры Ли алгебрами Ли, даже
градуированными, не являются. А в суперреволюционной литературе су-
пермногообразия обозначаются бессмысленным термином «градуирован-
ные многообразия» (а вот понятию «градуированного супермногообразия»
как раз можно придать смысл, см. написанную В. Молотковым главу о
бесконечномерных и «цветных» супермногообразиях).

A := B означает, что символом A мы будем обозначать величину B.
Звездочкой мы обозначаем дуализацию на модулях: M∗, или ∗M (соот-

ветственно правую или левую), или (на операторах): F∗.
A× — группа обратимых элементов алгебры A.
Ω

. обозначает градуированное пространство Ω
.
=⊕Ωi и т. п., т. е. жир-

ная точка сверху обозначает, как нынче модно, прямую сумму, а в индексе
снизу мы используем старорежимную звездочку, как, например, в карта-
новском продолжении g∗ =⊕gi.

Следующие суперные тезки несуперных понятий мы обозначаем так:

S
.
(V) = S

.
(V ¯0̄) ⊗ E

.
(V ¯1̄),

E
.
(V) = E

.
(V ¯0̄) ⊗ S

.
(V ¯1̄),

где Si и Ei — операторы несуперных симметрических и внешней степеней.
Однако для чисто нечетного V мы часто пишем Λ(V) вместо правильного
обозначения S. (V) или E. (V).

[x, y]− := xy− yx — коммутатор,
[x, y]+ := xy + yx — антикоммутатор,
[x, y] := xy− (−1)p(x)p(y) yx — суперкоммутатор,
[x, y] s+ := xy + (−1)p(x)p(y) yx — суперантикоммутатор.
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diag (a, b) =
(

a 0
0 b

)
; аналогично diagn (a1, . . . , an) для n блоков.

antidiag (a, b) =
(

0 a
b 0

)
; аналогично antidiagn (a1, . . . , an) для n блоков.

Ir
n = diag (1r, −1n−r).

Sr
n = antidiagn (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

r раз

, −1, . . . , −1︸ ︷︷ ︸
n − r раз

).

i

⊎

d или d ⊎ i — полупрямая сумма алгебр, где i — идеал;
N⋉D или D⋊N — полупрямое произведение групп, где N — нормальный
делитель.

J2n =
(

0 1n

−1n 0

)
или просто J, когда n неважно,

Πm =





(
0 1n

1n 0

)
при m = 2n,

(
0 0 1n

0 1 0
1n 0 0

)
при m = 2n + 1

или просто Π, когда m неважно.

Мультииндекс — это упорядоченный набор n = (n1, . . . , nk), где ni ∈ Z+.
Мы полагаем

|n|= n1 + . . . + nk, p(n) ≡ |n| mod 2.

Для набора переменных x = (x1, . . . , xk) положим

xn = xn1
1 . . . xnk

k ,
∂
|n|

∂xn
=

∂
|n|

∂x
n1
1 . . . ∂x

nk
k

,

в частности, при |n|= 0 мы полагаем

∂
0f

∂xj
= f и x0

j = 1 при всех j.

#(M) — сокращение для card(M) — мощность множества M.
Span(X) — пространство над основным полем, натянутое на элементы

множества X.

* * *

Рекомендуемая альтернативная литература: прежде всего — книга К. Ефетова [Ef] (одно
название чего сто́ит) и первый том из [QFS].

Хотя мы старались вычерпать всё, на наш взгляд, интересное и правильное на данную
тему, рекомендуемые ниже книги содержат, кроме собственно алгебры и анализа (в широком
смысле), разные приложения: [Q], [B1, Бер, BS, Shu] , [Kaku, KakuS], [Dav, Gin] , [МаКП,
MaT], [GIOS], [DBS], [GPS], [GSW], [Shk] .
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§ 0.5. Представимые функторы — язык суперсимметрий

Гл а в а 1. Категории и функторы.
Упражнения. Возьмите любую книгу по гомо-
логической алгебре и докажите ее теоремы
самостоятельно∗.

∗ Мы рекомендуем читателю пропустить эти
упражнения при первом чтении. — Прим. ред.

С. Ленг. Алгебра.
Перевод с первого английского

издания под ред. А. И. Кострикина.
(В третьем издании нет не только

этих упражнений, но и самой главы.)

Мы советуем пропустить этот параграф при первом чтении и возвра-
щаться к нему с помощью предметного указателя, по мере необходимости.
Зато эксперты сразу увидят, как именно надо изучать такие объекты,
как орбиты под действием супергрупп, которые, хоть они и не являются
супермногообразиями (даже с особенностями), очень хотелось бы иметь
в хозяйстве (согласно одной теореме А. А. Кириллова любая механическая
система реализуется на орбитах).

Эта книга написана так, чтобы ее можно было понимать, если известны стандартные
университетские математические курсы первых двух лет, почти не отрываясь за справками,
а основной текст — совсем не отрываясь. Однако, имея в виду также читателя-физика, чей
математический багаж довольно эклектичен и часто нелогичен с точки зрения математика
(физик обычно не знает определения колец, но хорошо знаком с более сложным частным
случаем — алгебрами и т. п.), мы отсылаем к книге Ф. А. Березина [Бер] за первыми опреде-
лениями.

Название книги Мак Лейна [McL] («Теория категорий для работающих
математиков») рискованно тем, что апелляция к комплексу неполноцен-
ности читателя может как побудить к покупке, так и наоборот, «давить
авторитетом», как сказал бы О. Бендер, на тех многих как математиков,
так и физиков, хотя и «работающих», но обходящихся без теории ка-
тегорий. Так вот, з а н и м а т ь с я с у п е р с и м м е т р и я м и , н е з н а я ,
ч т о т а к о е п р е д с т а в и м ы й ф у н к т о р , м о ж н о , н о з н а я —
г о р а з д о л е г ч е . С о о т в е т с т в у ю щ и е о п р е д е л е н и я — ч у т ь
н и ж е , а с л е д с т в и я — п р а к т и ч е с к и в с я л и т е р а т у р а п о
с у п е р с и м м е т р и я м.

0.5.1. Некоторые понятия теории категорий [МаАГ]. Язык кате-
горий, пишет Ю. И. Манин, воплощает «социологический» подход к ма-
тематическим объектам: группа или пространство рассматривается не как
множество с внутренне присущей ему структурой, но как член сообщества
себе подобных.
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Прекрасными учебниками по теории категорий являются книги Мак
Лейна [McL] и С. И. Гельфанда и Ю. И. Манина [ГМ]; мы рекомендуем их
для дальнейшего чтения.

0.5.2. Категория C — это набор следующих данных:
а) набор Ob C, элементы которого называются объектами,
б) для каждой упорядоченной пары X, Y ∈Ob C задан (возможно, пу-

стой) набор HomC (X, Y), элементы которого называются морфизмами или
стрелками из X в Y;

в) для каждой упорядоченной тройки объектов X, Y, Z ∈ Ob C задано
отображение — композиция морфизмов:

HomC (X, Y) ×HomC (Y, Z) −→HomC (X, Z).

Эти данные должны удовлетворять двум аксиомам:
ассоциативность: (qy)f = q(yf) для любых морфизмовf : X→ Y, y : Y→ Z и q : Z→ V ;

тождественные морфизмы: для каждого X ∈Ob C существует мор-
физм idX : X→ X, такой что

idX ◦f = f и y ◦ idX = y,

всякий раз, когда эти композиции определены.

Обозначения. Если ясно, о какой категории C идет речь, часто вместо
X ∈Ob C пишут X ∈ C, а вместо HomC (X, Y) пишут Hom(X, Y). Полагают
также

Mor C =
∐

X,Y∈Ob C

HomC (X, Y).

Если Ob C ⊂ Ob D и HomC (X, Y) = HomD (X, Y) для всех X, Y ∈ Ob C

и, сверх того, композиции морфизмов в C и в D совпадают, категория C

называется полной подкатегорией категории D.
Комментарий. Если набор Ob C или наборы HomC (X, Y) являются «классами», то ка-

тегория C называется большой, а если множествами — то малой. Классы нужны, чтобы мочь
рассматривать монстры, похожие на «множества всех множеств», но классы часто слишком
велики; например, категорию функторов нельзя построить, если объекты образуют классы.
Выход существует: ввести «универсум» — большое множество множеств, стабильное отно-
сительно всех операций, какие нам требуются, после чего рассматривать лишь категории из
этого универсума. Подробности (несущественные для нас) см. в [McL] и главе В. Молоткова
о цветных и бесконечномерных супермногообразиях в томе 2.

0.5.3. Примеры. Для удобства примеры разбиты на три группы.
1) Объекты этой группы примеров — множества с какой-нибудь струк-

турой, а морфизмы — отображения множеств, сохраняющие эту структуру
(дотошного читателя мы отсылаем за определением структуры к энцикло-
педии [ME]; из контекста интуитивно понятно, о чем идет речь):
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Sets (или Ens во французских текстах) — категория множеств и их отображений;
Top — категория топологических пространств и их непрерывных отображений;
Gr — категория групп и их гомоморфизмов;
Grf — подкатегория в Gr, объекты которой конечные группы;
Ab — подкатегория в Gr, объекты которой абелевы группы;
Rings — категория колец и их гомоморфизмов;
Algs или AlgsK — категория алгебр над полем K и их гомоморфизмов;
Salgs — подкатегория супералгебр в Algs; морфизмы — лишь четные гомоморфизмы;
A- Algs — категория A-алгебр и их гомоморфизмов;
A- Mods — категория (правых) A-модулей и их гомоморфизмов.
Aff Sch — аффинные схемы и их морфизмы (см. гл. 2).

2) Объекты этой серии примеров по прежнему наделены структурой,
но морфизмы ее игнорируют (у этих категорий нет стандартных имен):

— основная категория гомотопической топологии: ее объекты — топо-
логические пространства, а морфизмы — не сами непрерывные отображе-
ния, а лишь их гомотопические классы;

— аддитивные соотношения: объекты — абелевы группы; морфизмомf : X→ Y называется любая подгруппа в X × Y, а композиция морфизмовf : X→ Y и y : Y→ Z задается соотношениемyf := {(x, z) ∈ X× Z | существует y ∈ Y, такой что (x, y) ∈ f, (y, z) ∈ y}.
Категория Metab Algs (Metab Rings), объекты которой суперкоммута-

тивные супералгебры (суперкольца) и их (возможно, неоднородные) по-
далгебры (подкольца), а морфизмы — любые, не обязательно однородные
относительно четности, гомоморфизмы алгебр (колец); теорема Воличенко
показывает, что эти алгебры (кольца) метабелевы, отсюда и название.

3) Эту группу примеров образуют некоторые классические структуры,
которые (как оказалось) удивительно полезно рассматривать как катего-
рии. Мы отметим лишь один пример.

Пусть X — топологическое пространство. Обозначим символом TopX

категорию, объекты которой открытые множества в X, а морфизмы — вло-
жения открытых множеств. Эта тривиальная конструкция привела к очень
важному понятию топологии Гротендика, или топоса, см. [J] , а также
имеющие отношение к нашей книге обобщения А. Розенберга [Ro1] , [Ro2]
и В. Молоткова («о глютосах»), см. том 2.

0.5.4. Как строить категории. Известно несколько полезных спосо-
бов строить новые категории из имеющихся; мы отметим следующие три
из них.

Двойственная категория. По данной категории C построим двойствен-
ную категорию, C◦, объекты которой X◦ суть «копии» объектов X из C,
а множества HomC◦ (X◦, Y◦) находятся во взаимно однозначном соответ-
ствии с множествами HomC (Y, X), причем если f◦ : X◦→ Y◦ соответствует
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морфизму f : Y→ X, то

(fy)◦ = y◦f◦ и idX◦ = (idX)◦.

Неформально говоря, C◦ получается из C обращением стрелок.
Эта конструкция интересна в двух крайних случаях: когда категория C◦

«сильно похожа» на C (например, эквивалентна C или просто совпадает
с C) и когда C◦ «очень непохожа» на C.

Примером первой ситуации является C = Abf, категория конечных
абелевых групп. Этот случай (C = C◦) — сцена для различных законов
двойственности.

Примерам второй ситуации посвящена гл. 2: C = Rings, а C◦ = Aff Sch—
категория аффинных схем, «геометрические свойства» которой позволяют
склеивать «локальные объекты» X◦ ∈ Aff Sch в глобальные — схемы. Этой
операции — склейке — нет аналога в Rings.

Категория объектов над фиксированной базой. По заданной катего-
рии C и ее объекту S построим категорию CS, положив

Ob CS = {f ∈HomC (X, S) | X ∈Ob C},
а морфизм из f : X→ S в y : Y→ S определяется из условия

HomCS
(f, y) := {q ∈HomC (X, Y) | f= yq}.

Примеры. 1) Категория Rings = R-Alg — категория R-алгебр над фик-
сированным кольцом R.

2) Категория VebunB — категория векторных расслоений над фиксиро-
ванным многообразием B.

Категория (CS)◦ имеет дело с морфизмами S→ X. В частности, такого
вида объектами являются группы и алгебры токов с базой S.

Произведением категорий Ci, где i ∈ I, называется категория
∏
i∈I

Ci,

в которой Ob
∏

Ci :=
∏

Ob Ci, а морфизмы определяются покоординатно:

Hom∏
i∈I

Ci

( ∏
k∈I

Xk,
∏
l∈I

Yl

)
:=
∏
i∈I

HomCi
(Xi, Yi).

0.5.5. Функторы. Ковариантным функтором или просто функ-
тором из категории C в категорию D называется набор отображе-
ний (F, FX,Y), обычно кратко обозначаемый F : C→ D, где отображение
F : Ob C→Ob D и отображения

FX,Y : HomC (X, Y) −→HomD (F(X), F(Y)) для любых X, Y ∈Ob C

таковы, что
FX,Z (yf) = FY,Z (y)FX,Y (f)

для любых f, y ∈Hom C, для которых yf определен.
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Функтор F : C1 × C2→ D называется бифунктором и т. д.
Функтор из C◦ в D называется контравариантным функтором из

C в D.
Композиция GF : C→ E функторов F : C→ D и G : D→ E строится из

композиций, входящих в определение отображений G ◦ F и GF (X),F (Y) ◦ FX,Y .
Наиболее важными примерами функторов являются «естественные

конструкции»: группы гомологий, когомологий и гомотопий являются
функторами Top−→ Ab (дополнительная структура колец или суперколец
на когомологиях и гомотопиях позиционирует их, как теперь выражаются,
как функторы Top−→ Rings или Top−→ Salgs); характеры и, более общо,
представления групп дают функторы Gr−→ Rings.

Предпучок 1) множеств (или групп, колец, алгебр, супералгебр,
R-модулей и т. п.) на топологическом пространстве X — это контравари-
антный функтор из категории TopX (открытых множеств пространства X)
в категорию Sets (соответственно Gr, Rings, Algs, Salgs, R-Mods и т. д.).

Функторы из C в D являются объектами категории Funct(C, D). Мор-
физм f : F→G функторов F, G : C→ D состоит из набора морфизмов

{f : F(X) −→G(X) | X ∈Ob C},
такого что для любого f ∈HomC (X, Y) выполняется равенство

G(f) ◦ f(X) = f(Y) ◦ F(f).

Функторный морфизм называется функторным изоморфизмом, если
f(X) ∈ HomD — изоморфизм при всех X. Функтор F : C→ D называется
эквивалентностью категорий, если существует функтор G : D→ C, та-
кой, что GF ≃ idC, FG ≃ idD, где ≃ означает изоморфизм функторов;
категории C и D в таком случае называются эквивалентными.

Примеры эквивалентных категорий:
1) (Abf)◦ ∼= Abf; эквивалентность задается переходом к группе харак-

теров G←→ Ĝ;
2) соответствие R←→ Spec R задает эквивалентность Rings◦ ∼= Aff Sch.

0.5.6. Представимые функторы. Пусть Ĉ = Funct(C◦, Sets). Очевид-
но, что C можно вложить в Ĉ, сопоставив каждому объекту X ∈ Ob C

функтор PX ∈Ob Ĉ, такой что

PX (Y◦) = HomC (Y, X) для любого Y◦ ∈Ob C◦,

а каждому морфизму f ∈ HomC (Y1, Y2) соответствующее отображение
множеств PX (Y◦

2) −→ Px (Y◦
1), переводящее y : Y2 → X в композициюyf : Y1→ Y2→ X.

1) Это определение годится, возможно, в американском суде, но использовать его нелегко.
А определение, которое можно понять, см. в гл. 2.
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Морфизм a ∈Hom
Ĉ

(PX1 , PX2) каждому Y◦ ∈ Ob C◦ сопоставляет мор-
физм

Pa (Y◦) : PX1 (Y◦) −→ PX2 (Y◦),

переводящий y ∈HomC (Y, X1) в композицию ay : Y→ X1→ X2.
Очевидно, что Pab = Pa ◦ Pb.

Теорема. Отображение a 7→ Pa задает изоморфизм множеств
HomC (X, Y) ∼= Hom

Ĉ
(PX, PY) и это отображение функториально как

по X, так и по Y, т. е. является функтором от одного аргумента
при фиксированном другом.

Функтор F : C◦→ Sets называется представимым, если он изоморфен
функтору PX для какого-то объекта X ∈Ob C. Такой объект X называется
объектом, представляющим функтор F.

Функтор P : C→ Ĉ является, таким образом, эквивалентностью кате-
гории C с полной подкатегорией, состоящей из представимых функторов.

Следствие. Если функтор из Ĉ представим, то объект, его пред-
ставляющий, определен однозначно с точностью до изоморфизма.

Комментарий. Символом ∗ обозначим одноточечное множество. Каж-
дый элемент «достаточно просто» устроенных объектов, составляющих
некоторые категории C, можно изображать теоретико-множественными
моделями, другими словами, моделями, состоящими из точек. А точки
множеств M можно отождествить с образами одной-единственной, фик-
сированной точки, т. е. M≃Hom(∗, M) для любого множества M ∈ C.

Если объектами категории C являются множества M, а также группы,
кольца и другие множества (пусть даже с какой-то структурой), то их
можно изображать одной теоретико-множественной моделью — множе-
ством M≃Hom(∗, M).

Часто удобнее пользоваться двойственным определением копредста-
вимого функтора. Если некий функтор представим чем-то, то алгебра
функций на этом чем-то и является копредставляющим объектом.

Пример. Дайте определение копредставимого функтора.

0.5.6а. Объекты со структурой. Часто встречаются категории, объ-
екты которых мы представляем в виде множеств с какой-то внешней
надстройкой, в то время как всегда хочется описывать объекты любой
категории, как и выше, — в терминах множеств и только.

Пример. По определению супергруппа Ли — это группа в категории
супермногообразий. Как задать структуру группы на объекте произвольной
категории (в данном случае — категории супермногообразий)?

По определению объект X ∈ Ob C является группой (соответственно
кольцом) в категории C, если каждое множество PX (Y) является группой
(соответственно кольцом) для любого объекта Y ∈ C и каждый морфизм
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Pf : PX (Y1) −→ PX (Y2).

Множества PX (Y) называются Y-точками объекта X и иногда обо-
значаются X(Y) или X(Y).

Вышеприведенное определение группы в категории выглядит устраша-
юще: чтобы задать одну супергруппу G, надо задать группы G(Y) для всех
супермногообразий Y, да еще и согласованные друг с другом гомоморфиз-
мы Pf для каждого морфизма f : Y1 → Y2. Неожиданно оказывается, что
в терминах копредставляющих объектов это совсем просто.

0.5.6б. Объекты, которых нет, но которые хотелось бы иметь.
Часто встречаются следующие две ситуации.

1) Среди функторов C◦ → Sets, т. е. среди объектов из Ĉ, некоторые
функторы возникают естественно, но отнюдь не в виде функторов PX, хотя
в конце концов оказывается, что представляющий объект существует. По-
иски таких объектов для функторов, представляющих интерес, — довольно
важное занятие, ибо, хотя теоретико-множественные модели удобны для
решения одних вопросов, непосредственное описание в терминах исходной
категории C часто удобно в решении других вопросов.

2) Объекта, представляющего некоторый естественный функтор, не
существует. Расширим тогда категорию C ⊂ Ĉ, добавив к ней функторы,
которые нам требуются.

Например, если C — категория супермногообразий, то орбита супер-
групп или факторы по действию супергруппы часто (хочется сказать: как
правило) не являются супермногообразиями, а вот функторы, соответству-
ющие этим несуществующим в C объектам, определены прекрасно.

К сожалению, часто бывает непонятно, как распространить на новые
объекты большинство из конструкций, применимых к объектам из C.

Вот еще пример объекта, часто задаваемого лишь в виде функтора. Все
морфизмы из одного множества в другое составляют множество; множе-
ство морфизмов из одной абелевой группы в другую составляют абелеву
группу. Множество морфизмов (линейных отображений) одного векторного
пространства в другое составляют векторное пространство. Такого рода
примеров много, и объект из C, представляющий функтор морфизмов из X
в Y для любых X, Y ∈ C, обозначается символом Hom(X, Y) и называется
внутренний Hom.

В категориях с конечными произведениями « . » этот Hom обычно опре-
деляют из формулы

HomC (X, Hom(Y, Z)) = HomC (X . Y, Z).

Например, если X, Y и Z — суперпространства, то « . » — это тензорное
произведение, а Hom(X, Y) =X∗⊗Y, в то время как Hom(X, Y) = (X∗⊗Y) ¯0̄.

Украсть не трудно. На место положить —
вот в чем штука.

М. Булгаков. Записки покойника
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Алгебра и анализ

на супермногообразиях



Глава 1

Линейная алгебра

в суперпространствах

Цель этой главы — перенести на суперпространства основные понятия
линейной алгебры; в Дополнении и томе 2 рассмотрены некоторые важные
теоремы общей алгебры.

Нам хотелось бы достичь той же прозрачности и легкости изложения,
что и в книгах Гельфанда [Гел] и Херстейна [Her] , охватив при этом также
основные понятия и теоремы из книг [Prs] , [Ленг] , [vdW]. Увы, супериза-
ция некоторых понятий и теорем требует значительной подготовки и будет
дана после глав по анализу и элементов теории представлений. А неко-
торые важные теоремы (например, о приведении матрицы к жордановой
форме) вообще в принципе невозможно сформулировать для суперматриц
в виде, похожем на классическую формулировку, за исключением триви-
альных случаев, см. [Бер] .

Ниже все происходит над основным полем K характеристики 0 (со-
ветуем представлять вместо K либо R, либо, если нужна алгебраическая
замкнутость, C). Кое-что об особенностях суперизации в характеристике
p > 0 рассмотрено в дополнениях; этих особенностей, особенно при p = 2,
набралось уже на два отдельных тома.

Особо обращаем внимание читателя на следующие (из обсуждаемых
ниже) понятия и факты, которые мы расположили в порядке возрастания
сложности. Важность некоторых из них десятилетиями не была распоз-
нана.

• Односторонние модули над суперкоммутативными (и антисуперком-
мутативными) супералгебрами наделены естественной структурой двусто-
роннего модуля, однако переход от односторонних к двусторонним модулям
можно совершать двумя способами.

• Функтор смены четности Π, который можно применять слева или
справа (и результаты могут оказаться разными).

• Функтор нечетной комплексификации Q («оQчивание»), ведущей
к некоммутативной геометрии, тоже можно, как и Π, применять с двух
сторон.

• Ранг свободного модуля (размерность суперпространства) есть эле-
мент кольца Z [e]/(e2 − 1), т. е. «число» вида p + eq, где e2 = 1.
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• В линейной супералгебре есть два аналога общей линейной алгеб-
ры Ли. Точнее, три. На каждом из них есть аналог следа. Один — на
«прямолинейном» аналоге алгебры gl — называется для выразительности
суперследом и обозначается str, а на «странном» аналоге, т. е. на q(n), есть
«странный след» qtr. При этом суперслед как оператор четен, а странный
след — нечетен. У обоих этих суперследов есть, как мы увидим в [Бер] ,
единообразно описываемый «классический предел» — интеграл Березина;
этим суперследам отвечают два аналога определителя: березиниан Ber
и qet, а также их «классические пределы» 1) .

• На суперпространствах билинейных форм есть две инволюции:
Π и U, а на соответствующих формам матрицах — два аналога «транс-
понирования»; оба эти аналога не совпадают с супертранспонированием,
которое отвечает переходу к матрице сопряженного оператора.

• Билинейные формы, как и любые суперобъекты линейной алгебры,
могут быть как четными, так и нечетными. Соответственно, в линейной су-
пералгебре есть два типа невырожденных канонических билинейных форм
и сохраняющих их супергрупп: четный тип сохраняется ортосимплектиче-
ской супергруппой, а нечетный тип — периплектической супергруппой.

• Функтор объема Vol.

• Два аналога вещественных структур — вещественные и кватерни-
онные структуры на комплексных супералгебрах (смысл кватернионных
структур пока не ясен).

• В суперслучае есть три типа эрмитовых форм: общий, странный и
нечетный (периплектический), причем эрмитова форма никогда не может
быть знакоопределена на всем суперпропространстве, а только на од-
нородных подпространствах; если она положительно определена на его
четной («бозонной») части, то на нечетной («фермионной») части она
определена отрицательно и наоборот.

• Совершенно невинный на первый взгляд «внешний» автоморфизм
матричных супералгебр, индуцированный нечетной (или неоднородной от-
носительно четности) заменой базиса (например, перестановкой элементов
базиса), разительным образом преобразует обычные понятия дифферен-
циальной геометрии, такие как грассманиан, многообразие флагов и все
связанное с ними.

• Область определения суперследа, а с ним и березиниана, шире, чем
это обычно принято считать. Смысл соответствующих этому расширению

1) Вообще-то группу GL можно определить над любыми некоммутативными телами K, и на
этой группе GL есть определитель Дьедонне, но березиниан не имеет к определителю Дье-
донне никакого отношения, см. [Лдет] ; появление березиниана неожиданно, он представляет
собой первую новую сущность в данной науке.
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понятий (метабелевы алгебры и алгебры Воличенко) пока продуман плохо,
несмотря на их потенциальную важность.

• В двух обстоятельствах суперизация вынуждает переходить от мно-
гочленов к более общим функциям:

1) при описании матричных инвариантов (березиниан — рациональная
функция, поэтому алгеброй, порожденной конечным числом следов степе-
ней матрицы, не обойтись);

2) внешние формы могут быть не только многочленами: появляются
псевдоформы, ведущие к псевдогомологической алгебре (симметрическую
алгебру эти соображения затрагивают точно так же).

Несомненно, читатель (возможно, с недоумением) отметит, сколь много
мы возимся с разными матричными форматами. (По-видимому, психоло-
гически проще сначала понять на примере стандартного формата, а потом
переходить к нестандартным.) Однако похоже, что и теперь, через 30
лет после начала этой возни, мы им еще уделили недостаточно внимания
и продолжим их изучение всерьез в книге, посвященной супералгебрам Ли.

Как заметил один из рецензентов, «при чтении этой главы в глазах
двоится». Это не тот эффект, которого мы ждем: у каждой версии «класси-
ческого» понятия есть МИНИМУМ два супераналога. И если у читателя
в глазах хотя бы не двоится, то это наша недоработка.

§ 1.1. Линейные, или векторные, суперпространства1)

Все пространства в этом параграфе рассматриваются над полем K
(любой характеристики, если не оговорено противное), а слово «модуль»
применяется к модулям не над полем, а над супералгеброй.

1.1.1. Суперпространство — это векторное пространство M, раз-
ложенное в прямую сумму четного и нечетного подпространств: M =
= M ¯0̄ ⊕M ¯1̄. Ненулевые элементы этих подпространств называются од-
нородными (четными и нечетными соответственно). Если m ∈Mi, где
i ∈ Z/2, то мы пишем p(m) = i и называем p(m) четностью вектора
m. Таким образом, p — частично определенная функция; она определена
только на ненулевых однородных элементах.

Если характеристика поля K отлична от 2, то четность в суперпро-
странстве M определяет оператор четности Pty:

Pty(x) = (−1)p(x) x для любого x ∈M.

1) Хотя по-французски (учит нас В. И. Арнольд) термины «линейное пространство» и «век-
торное пространство» — разные понятия (первый термин относится к 1-мерному простран-
ству, а второй — к пространству любой размерности), по-русски они (пока) синонимы, да
и науку, их изучающую, чаще называют линейной алгеброй, а не векторной.
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Собственные подпространства оператора Pty суть подпространства M ¯0̄
и M ¯1̄.

Подсуперпространство — это градуированное подпространство, т. е.
такое подпространство N ⊂ M, что N = N ∩ M ¯0̄ ⊕ N ∩ M ¯1̄. На рис. 1.1
изображено неградуированное подпространство.

0

M
0

M
1 N

Рис. 1.1

Пусть N и M — суперпространства. На пространствах M ⊕ N, M ⊗ N
и Hom(M, N) структура суперпространства вводится естественным обра-
зом по формулам (где i, j, k ∈ Z/2):

(M⊕ N) i = Mi ⊕ Ni,

(M⊗ N) i =
⊕

j+k=i

Mj ⊗ Nk,

Homi (M, N) = {F ∈Hom(M, N) | FMj ⊂ Nj+i}.

В частности, для суперпространства M∗ = Hom(M, K) получаем
(M∗) i = (Mi)∗. Поскольку Hom(M, N) ≃ M∗ ⊗ N, структуры суперпро-
странств на этих пространствах совпадают.

Элементы суперпространства Hom(M, N) называются гомоморфизма-
ми; они составляют «внутренний функтор Hom». Только четные элементы
суперпространства Hom(M, N) являются по определению морфизмами
суперпространств. С этим ограничением на морфизмы мы еще намучаемся.

Морфизмы из Hom(M, M) называются эндоморфизмами, а обрати-
мые морфизмы из Hom(M, M) — изоморфизмами; они составляют группу
GL(M).

1.1.2. Смена вывесок. Обозначим через Π функтор, сопоставляющий
каждому суперпространству его копию как пространства — суперпро-
странство Π(M), в котором четными объявлены прежние нечетные эле-
менты, а нечетными — прежние четные:

(Π(M) ¯0̄ = M ¯1̄, (Π(M) ¯1̄ = M ¯0̄.
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Индуцированное функтором Π каноническое нечетное отображение
обозначим через p, см. рис. 1.2:p : M−→Π(M), m 7→ p(m).

Суперпространства M и Π(Π(M)) отождествляются естественным об-
разом.

0

M
0

M
1

0

M
1

M
0

Π

Рис. 1.2

Упражнение. Является ли отображение p изоморфизмом суперпро-
странств?

Отметим, что функтор Π можно понимать как тензорное умножение на
Π(Z) над Z слева или справа:

Π(M) = Π(Z) ⊗Z M и (M)Π = M⊗Z Π(Z).

До сих пор мы говорили о линейных суперпространствах над полем,
где разницы между Π(M) и канонически изоморфным ему пространством
(M)Π нет. Однако сто́ит нам перейти к модулям над супералгебрами, как
мы увидим, что эта разница огромна.

1.1.3. Супералгебра — это Z/2-градуированная алгебра, т. е. супер-
пространство A с умножением — морфизмом mult : A⊗ A→ A. Произве-
дение двух элементов a и b мы обычно кратко обозначаем ab.

Упражнения. 1) Если супералгебра A содержит единицу 1, то 1 ∈ A ¯0̄.
2) Если a, b ∈ A — однородные элементы, то p(ab) = p(a) + p(b).
3) Определите суперкольцо, т. е. модуль над Z с умножением.

Гомоморфизм супералгебр — это гомоморфизм Z/2-градуированных
алгебр, т. е. морфизм (четный гомоморфизм) суперпространств, переводя-
щий произведение в произведение.

Соглашение. Если не оговорено противное, всюду в дальнейшем под
супералгеброй понимается ассоциативная (а, скажем, не лиева или йор-
данова и т. д.) супералгебра с 1, а под гомоморфизмами супералгебр —
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морфизмы, переводящие единицу в единицу. (Таким образом мы исключаем
нулевой гомоморфизм из числа гомоморфизмов супералгебр.)

Как мы увидим ниже, наиболее интригующие моменты линейной су-
пералгебры связаны с ситуациями, в которых участвуют гомоморфизмы,
не являющиеся морфизмами, т. е. нечетные или неоднородные.

А теперь сформулируем то, чем обычно описывают суперсимметрию
«в двух словах» — Правило Знаков 1) :

Если что-то четности p движется мимо чего-то четности q,
то появляется множитель (−1)pq.

Мы также предполагаем, что

Формулы, определенные (казалось бы) только на однородных
элементах, нужно понимать автоматически продолженными

на неоднородные элементы по линейности.

Пример: коммутатор двух элементов a и b произвольной алгебры — это
выражение [a, b] = ab− ba. По правилу знаков суперкоммутатор — это
выражение

[a, b] = ab− (−1)p(a)p(b) ba, где p(a), p(b) — четности элементов a и b.

Таким образом, если a = a0 + a1 и b = b0 + b1 — неоднородные элементы,
где a0, b0 — четные, а a1, b1 — нечетные, то суперкоммутатор имеет вид

[a, b] = (a0b0 − b0a0) + (a0b1 − b1a0) + (a1b0 − b0a1) + (a1b1 + b1a1).

Мы говорим, что элементы a, b∈A суперкоммутируют, если [a, b] =
= 0. Если любые два элемента ассоциативной супералгебры A суперком-
мутируют, то супералгебра называется суперкоммутативной.

В обычной математике понятия антисимметричности и кососимметрич-
ности совпадают. В линейной супералгебре типов симметрии четыре. Вот
точные определения 2) :

ba = (−1)p(b)p(a) ab (суперсимметричность), (с)

ba =−(−1)p(b)p(a) ab (суперантисимметричность), (ас)

ba = (−1) (p(b)+1) (p(a)+1) ab (суперкососимметричность), (кс)

ba =−(−1) (p(b)+1) (p(a)+1) ab (суперантикососимметричность), (ак)

1) К сожалению, Правило Знаков слишком часто формулируют неправильно: «если пере-
ставляются два элемента, должен появиться знак (−1)pq». В Правиле Знаков переставляемые
элементы должны быть соседями.

2) Определения согласованы с теми, что приняты в пакете программ SuperLie (см. [Gr]):
приставка «анти» отмечает перемену знака, т. е. появление минуса, а приставка «косо»
отмечает случай, который можно выпрямить, поменяв четности. Мы говорим о суперанти-
симметричных операторах и билинейных формах именно в этом смысле.
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«Симметричность» алгебр часто называется словом «коммутативность»,
поэтому супералгебры с вышеперечисленными симметриями называют-
ся соответственно суперкоммутативной, суперантикоммутативной,
суперкосокоммутативной, суперантикосокоммутативной.

Приставка «супер», если ее употреблять очень тщательно, может ино-
гда раздражать. Поэтому ее иногда опускают. Однако если коммутатор
и суперкоммутатор встречаются одновременно, это перестает быть только
вопросом вкуса. В этой книге мы постараемся приставки не забывать, но
от некоторых терминов она почему-то норовит отлипнуть. Вот примеры.

Централизатором (хотя надо бы суперцентрализатором) CA (S)
подсуперпространства S в супералгебре A называется множество

CA (S) = {c ∈ A | [c, s] = 0 для всех s ∈ S}.

Нормализатором (хотя надо бы супернормализатором) подсупер-
пространства S в супералгебре A называется множество

NA (S) = {n ∈ A | n S = S n}.

Суперцентр супералгебры A — это множество

SZ(A) = {c ∈ A | [c, A] = 0},

где [c, A] = 0 означает, что [c, a] = 0 для любого элемента a ∈ A.
Как показали А. Сергеев и М. Горелик, при изучении супералгебр

Ли исключительно важную роль играют антицентр и ду́хов (ghost)
центр — понятия, у которых в обычной (не супер) алгебре нет аналогов.
В определениях антицентра и ду́хова центра используются одновременно
и суперкоммутатор, и суперантикоммутатор.

Определим антицентр AC(A) супералгебры A, положив

AC(A) = {a ∈A | [a, x] = 0 при всех x∈A ¯0̄ и [a, x] s+ = 0 при всех x∈A ¯1̄}.

Определим ду́хов центр GC(A), положив

GC(A) = C(A) + AC(A).

Вопрос. В теории представлений и при изучении интегрируемых систем
важно знать и центр алгебры, и ее коммутативные подалгебры. Важность
антицентра и ду́хова центра уже была продемонстрирована в теории пред-
ставлений супералгебр Ли, где они успешно заменили суперцентр (есте-
ственное, казалось бы, обобщение центра на суперслучай). Возможно ли
применить понятия антицентра и ду́хова центра к изучению интегрируемых
систем на супермногообразиях — суперверсий уравнений математической
физики?
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Упражнение. Очевидно, что Z(A), CA (S), NA (S) — супералгебры. До-
кажите, что супералгебра Z(A) суперкоммутативна. Каким типом симмет-
рии ((с)–(ак)) обладают супералгебры AC(A) и GC(A)?

Вопрос. Что за объекты получатся взамен CA (S) и NA (S), если под-
пространство S неоднородно, т. е. не является подсуперпространством?

1.1.4. Важный пример суперкоммутативной супералгебры. У этой
алгебры несколько имён: внешняя, или антикоммутативная (а по-
нашему — суперкоммутативная), или грассманова алгебра (с n образу-
ющими, причем n =∞ встречается нередко). Из популярных обозначений
мы, как правило, используем в разных контекстах следующие: Λ(n), или
K [x] , где x = (x1, . . . , xn), или E(V), где V = Span(x1, . . . , xn).

Эта алгебра определена как фактор свободной ассоциативной алгебры
с единицей и образующими x1, . . . , xn по соотношениямxixj + xjxi = 0 для всех 1 6 i, j 6 n

(в частности, x2
i = 0 при всех i). Положив p(xi) = ¯1̄ при всех i, мы

превращаем Λ(n) в супералгебру. Ясно, что Λ(n) — свободная суперком-
мутативная супералгебра.

Отметим сразу, что от того, чем мы считаем Λ(n) — алгеброй или
супералгеброй, — сильно зависит запас ее допустимых автоморфизмов:
существуют автоморфизмы алгебры Λ(n) как абстрактной алгебры, не
сохраняющие четность. Это очень важный момент, и мы рассмотрим его
отдельно.

Мы записываем произвольный элемент f ∈ Λ(x1, . . . , xn) в виде суммы

f =
∑n fnxn, где fn ∈K,

а мультииндекс n пробегает всевозможные конечные последовательностиn= (n1, . . . , nn) с ni = 0, 1, и где xn = xn1
1 . . . xnn

n . Ясно, что такое представ-
ление единственно.

Более подробно:

f = f0 +
∑

16j6n

∑

16i1<...<ij6n

fi1...ij xi1 . . . xij
, где f0, fi1...ij ∈K.

Более общо, можно рассмотреть алгебру многочленов от четных и нечет-
ных переменных K [x, x] , где x = (x1, . . . , xn), x = (x1, . . . , xn), причем
p(xi) = ¯0̄, p(xj) = ¯1̄ при всех i и j и выполняются соотношения

xi xj = xj xi, xixj = xjxi, xixj =−xj xi для любых i, j,

или, короче, yiyj = (−1)p(yi)p(yj) yjyi, где y = (x, x). Эта алгебра K [x, x] —
свободная суперкоммутативная супералгебра с образующими x, x.
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Мы будем также рассматривать супералгебры формальных степенных
рядов K [ [x, x] ] =K [ [x] ] [x] и супералгебры ростков «голоморфных функ-
ций» K{x, x}=K{x} [x] .

Читатель уже, конечно, сообразил, что никаких функций от нечетных
переменных, кроме полиномиальных, не бывает. Поэтому нужные в ана-
лизе алгебры гладких и аналитических функций (равно как и алгебры
формальных степенных рядов и ростков голоморфных функций) после
суперизации превращаются соответственно в супералгебры

C∞ (Um|n) = C∞ (Um) ⊗ Λ(n) и A(Um|n) = A(Um) ⊗ Λ(n),

где Um|n — суперобласть (подробности — в гл. 3) с подстилающей ее об-
ластью Um, а соответствующие алгебры функций суть алгебры функций
данного типа на Um со значениями в супералгебре Грассмана Λ(n).

1.1.5. Важный пример несуперкоммутативной супералгебры. За-
дадим четность в C, положив p(i) = ¯1̄. Коммутативная (над R) алгебра C
превращается относительно введенной четности в несуперкоммутативную
супералгебру; чтобы отличить ее от обычной алгебры C, мы обозначим
ее символом Cs или Q(R) (мотивировки см. в лемме Шура и описании
супер-аналога группы Брауэра).

Этот пример естественно вводит суперсимметрии в темный лес неком-
мутативной геометрии, т. е. науки, в которой функции образуют некомму-
тативные алгебры.

Сходным образом можно построить несуперкоммутативную суперал-
гебру многочленов C [x] , где x = (x1, . . . , xn), задав четность как степень
по модулю 2. (В отличие от Cs, у этого примера пока нет применений.)

1.1.6. Супертензорное произведение супералгебр. Тензорное про-
изведение двух суперпространств V и W мы ненавязчиво определили
в п. 1.1.1 (и оно совпадает с тензорным произведением суперпространств V
и W , рассматриваемых как пространства). А вот супертензорное произ-
ведение супералгебр A и B отличается от их тензорного произведения как
алгебр способом, которым задано умножение:

(a⊗ b) (a1 ⊗ b1) = (−1)p(b)p(a1) aa1 ⊗ bb1

для любых a, a1 ∈ A, b, b1 ∈ B. (В обычном тензорном произведении ни-
каких знаков нет, даже если сомножители градуированы.) Всюду ниже мы
рассматриваем только супертензорное произведение супералгебр.

Упражнение. 1) Если A и B — ассоциативные супералгебры, то их
супертензорное произведение A⊗ B тоже ассоциативно.

2) Супертензорное произведение суперкоммутативных супералгебр —
суперкоммутативная супералгебра.
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3) Согласно упражнению 2 тензорное произведение Λ(n) ⊗ Λ(m) явля-
ется суперкоммутативной супералгеброй. Опишите ее 1) .

1.1.7. С каждой суперкоммутативной супералгеброй C мы свяжем ка-
ноническую проекцию

cpr : C−→ C/(C ¯1̄),

где (C ¯1̄) обозначает идеал, порожденный подпространством C ¯1̄.
Легко вывести следующую лемму, которую мы будем часто использо-

вать в дальнейшем.

Лемма. Пусть С — суперкоммутативная супералгебра. Элемент
c ∈ C обратим тогда и только тогда, когда его проекция cpr(c)
обратима.

Упражнение. Докажите лемму.

§ 1.2. Модули над суперкоммутативными
супералгебрами

1.2.1. Пусть A — супералгебра (ассоциативная, с единицей 1).
Левым действием супералгебры A на суперпространстве M называ-

ется морфизм actl : A⊗M→M, a⊗m 7→ am, удовлетворяющий для любых
a, b ∈ A и m ∈M условиям

i) a(bm) = (ab)m;
ii) 1 ·m = m.
С каждым левым действием на M связан набор операторов

la : M−→M, где la (m) = am для любых a ∈ A, m ∈M.

Левый A-модуль — это суперпространство M с левым действием
супералгебры A. Правый A-модуль определяется аналогично и соответ-
ствующий элементу a оператор обозначается ra, так что ra (m) = ma.

Левое действие супералгебры A на M задает отображениеr : A−→ End(M), r(a) (m) = la (m),

которое называется представлением супералгебры A в суперпростран-
стве M левыми операторами. Аналогично правое действие определяет
представление правыми операторами.

1) Указание=ответ: Λ(n) ⊗ Λ(m) ≃ Λ(n + m).
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1.2.2. Функторы Π и Q. Пусть M — это A-модуль (правый или ле-
вый). Определим структуру A-модуля на Π(M) следующими формулами:p(m)a = p(ma), если модуль M правый,

ap(m) = (−1)p(a)p(am), если модуль M левый.

Определим также A-модуль (M)Π, пространство которого изоморфно про-
странству Π(M), элементы обозначаются (m)p, а A-действие определяется
формулами

a((m)p) = (am)p, если модуль M левый,
(m)pa = (−1)p(a) (ma)p, если модуль M правый.

Иными словами,

Π(M) = Π(Z) ⊗Z M, (M)Π = M⊗Z Π(Z).

Действия супералгебры A на нечетно комплексифицированных модулях
Q(M) = Cs ⊗R M и (M)Q = M⊗R Cs также различны.

Замечание. Если A — поле, то Π(M) ≃ (M)Π и Q(M) ≃ (M)Q.

1.2.3. Модули над супер(анти-)коммутативными супералгебрами
всегда можно считать двусторонними. По определению 1.2.1 каждый
модуль над супералгеброй является односторонним (левым или правым).
А вот над суперкоммутативной 1) супералгеброй C любой модуль можно
снабдить структурой двустороннего модуля. Эта возможность очень по-
лезна для анализа.

Однако ввести структуру двустороннего C-модуля на одностороннем
можно двумя способами, а не одним, как мог бы подумать слишком по-
спешный адепт Правила Знаков.

Действительно, казалось бы, Правило Знаков устанавливает переход
от левого C-модуля M к правому и наоборот по формуле

mc = (−1)p(m)p(c) cm для любых m ∈M, c ∈ C. (1.1)

Однако в этой формуле мы неявно предполагаем, что, когда элемент c
смотрит на элемент m слева и справа, он видит одну и ту же четность.
Казалось бы, как же иначе: ведь четность — основная данность модуля M.
Однако если M изначально — левый модуль, то мы можем и не заметить,
что кто-то тихонько умножил его над Z справа на Π(Z), до тех пор пока
нам не потребуется умножение на C справа (тогда придется протаскивать
то, на что умножаем, через Π). А тогда вместо формулы (1.1) нужно
воспользоваться формулой

mc = (−1) (p(m)+ ¯1̄)p(c)cm для любых m ∈M, c ∈ C. (1.2)

1) А также над любой суперанти-коммутативной.
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Оба определения задают согласованные структуры левого и правого C-мо-
дуля на M, т. е.

(am)b = a(mb) для любых a, b ∈ C, m ∈M.

Полученные двусторонние модули назовем C+- и C−-модулями соот-
ветственно.

Замечания. 1) Набор всех C-модулей естественным образом Z/2-гра-
дуирован: легко проверить, что тензорное произведение двух C+-модулей
или двух C−-модулей является C+-модулем, а произведение C+-модуля
на C−-модуль — C−-модулем.

До сих пор смысл и значение этой Z/2-градуировки на категории C-мо-
дулей не ясен; есть естественные примеры как C+-, так и C−-модулей. На
первый взгляд кажется, что C+-модулей больше, да и сама супералгебра
C является C+-модулем, так что неясно, почему бы ими не ограничить-
ся. Однако очень важный модуль — модуль объема VolC (M) — является
примером как раз C−-модуля.

2) Для суперантикоммутативной супералгебры A (возможно, без
единицы) также существуют два естественных способа превратить левый
A-модуль M в двусторонний:

ma =−(−1)p(a)p(m) am для любых a ∈ A, m ∈M

или
ma =−(−1)p(a) (p(m)+ ¯1̄) am для любых a ∈ A, m ∈M.

Соглашение. Для простоты (а также из-за того, что мы не понимаем
общей картины) всюду ниже модуль над суперкоммутативной супералгеб-
рой снабжен структурой двустороннего модуля как C+-модуль, если не
оговорено противное.

Упражнение. Перепишите все формулы этой главы для C−-модулей.

1.2.4. Гомоморфизм C-модулей. Пусть M и N — правые C-модули.
Гомоморфизмом или C-линейным оператором F : M→ N называется
линейный оператор, согласованный со структурами правых C-модулей:

F(mc) = (F(m))c для любых c ∈ C, m ∈M.

Тогда согласно Правилу Знаков

F(cm) = (−1)p(c)p(F)cF(m).

Обозначим через HomC (M, N) суперпространство C-линейных гомо-
морфизмов из M в N. Если M = N, то вместо HomC (M, N) пишем EndC (M);
элементы этого суперпространства называются эндоморфизмами. Четные
обратимые эндоморфизмы называются автоморфизмами; они образуют
группу GLC (M), обозначаемую также GL(M, C).
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На суперпространстве HomC (M, N), где M и N — правые C-модули,
естественно вводится структура левого C-модуля:

(cF) (m) = c(F(m)). (1.3)

Из формул (1.3) и (1.1) получаем

(Fc) = (−1)p(c)p(F)cF.

Эта структура, очевидно, зависит от того, как именно мы снабдили
модуль N структурой левого C-модуля.

Если оператор (гомоморфизм) записывать справа от аргумента, то
можно начать с левых C-модулей и ввести структуру правого C-модуля
на HomC (M, N).

Сто́ит снабдить модуль M структурой левого C-модуля (с помощью
(1.1) или (1.2), как HomC (M, N) тут же самостоятельно наделяется струк-
турой двустороннего модуля.

Очевидно, что если F : M → N и G : N → L — линейные операторы,
то их композиция G ◦ F тоже линейна и, кроме того, для любого c ∈ C
выполняются равенства

cG ◦ F = c(G ◦ F), Gc ◦ F = G ◦ cF, G ◦ Fc = (G ◦ F)c.

1.2.5. Пусть C — суперкоммутативная супералгебра. Супералгебра A
называется C-алгеброй, если A есть C-модуль, причем

(ca1)a2 = c(a1 a2), a1 (a2c) = (a1a2)c для любых a1, a2 ∈ A, c ∈ C

(в частности, c · 1 ∈ Z(A) для 1 ∈ A и любого c ∈ C).

Примеры. 1) Пусть M — это C-модуль. Ясно, что суперпространство
EndC (M) образует ассоциативную C-алгебру с единицей.

2) Любая ассоциативная супералгебра A канонически снабжена струк-
турой Z(A)-алгебры, а структура C-алгебры на A задается гомоморфизмом
C→ Z(A).

1.2.6. Тензорное произведение C-модулей M и N — это суперпро-
странство M ⊗ CN, которое есть фактор суперпространства M ⊗ N по
соотношениям (т. е. по подпространству, натянутому на левые части этих
соотношений):

mc⊗ n−m⊗ cn = 0 для любых m ∈M, n ∈ N, c ∈ C.

Понятно, что здесь важны структура левого C-модуля на N и правого
на M. То, как мы зададим структуры правого модуля на N и левого на M,
определит соответствующие структуры на M⊗C N, и наоборот:

c(m⊗ n) = cm⊗ n, (m⊗ n)c = m⊗ nc для любых m ∈M, n ∈N, c ∈ C.
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Очевидно, имеется естественный изоморфизм

(L⊗C M) ⊗C N ∼= L⊗C (M⊗C N),

позволяющий опускать скобки в тензорном произведении над C.
Скручивающий изоморфизм T : M ⊗C N −→ N ⊗C M задается фор-

мулой

T (m⊗ n) = (−1)p(m)p(n) n⊗m для любых m ∈M, n ∈ N.

Упражнение. Если A и B суть C-алгебры, то и A⊗C B является C-ал-
геброй. Скручивающий морфизм T : A⊗C B−→ B⊗C A есть гомоморфизм
C-алгебр. Если A — суперкоммутативная супералгебра, то A ⊗C B явля-
ется также и A-алгеброй.

1.2.7. Замена базы. Пусть B — суперкоммутативная C-алгебра. Тогда
каждому (правому) C-модулю M соответствует (правый) B-модуль MB =
= M ⊗ CB. Переход от M к MB называется заменой базы. Сходным
образом определяется и левый B-модуль BM = B⊗ CM.

Упражнение. Имеются следующие канонические изоморфизмы:

(M⊕ N)B ≃MB ⊕ NB; (Π(M))B ≃Π(MB); (M⊗C N)B ≃MB ⊗B NB.

1.2.8. Двойственным к M назовем C-модуль M∗ = HomC (M, C). Од-
нако при вычислениях важно знать в подробностях, как именно происходит
спаривание между M∗ и M: стоит M∗ слева от M или справа. Если M∗

спаривается с M, стоя слева, т. е. результат имеет вид (f, m), где m ∈M,
а f ∈ M∗, то M∗ называется двойственным к M слева. А если образ
элемента m ∈M под действием функционала f ∈M∗ обозначается (m, f),
то M∗ двойственен к M справа.

Если встречаются и левые, и правые двойственные модули, то следует
обозначить один из модулей M∗ (а его элементы — m∗), а другой — ∗M
(а его элементы — ∗m).

Из определений следует, что если ∗M — модуль, двойственный к M
слева, то

(fc, m) = (f, cm), (cf, m) = c(f, m),

(f, mc) = (f, m)c для любых c ∈ C, m ∈M, f ∈ ∗M.
(1.4)

Другими словами, структура правого C-модуля на ∗M задается структурой
левого модуля на M.

Аналогично, если M∗ двойственен M справа, то

(mc, f) = (m, cf), (m, fc) = (m, f)c,
(cm, f) = c(m, f) для любых c ∈ C, m ∈M, f ∈M∗ (1.5)
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и структура левого C-модуля на M∗ задается структурой правого модуля
на M.

Структура правого C-модуля на M∗ канонически задана второй из
формул (1.4), (1.5). Третья формула и в (1.4), и в (1.5) — для красоты:
она выражает C-линейность спаривания M∗ и M.

Для каждого C-модуля M зададим канонический изоморфизм

I∗∗ : M−→ (M∗)∗,

(I∗∗ (m), n) = (−1)p(m)p(n) (n, m).

1.2.9. Каждому оператору F ∈HomC (M, N) соответствует двойствен-
ный оператор F∗ ∈HomC (N∗, M∗), определенный формулой

(F∗n, m) = (−1)p(F)p(n) (n, Fm) для всех n ∈N∗, m ∈M.

Упражнение. Докажите, что
1) p(F∗) = p(F);
2) если F : M→ N и G : N→ L — гомоморфизмы C-модулей, то

(GF)∗ = (−1)p(F)p(G) F∗G∗;

3) I∗∗F = F∗∗I∗∗.

1.2.10. Каждому гомоморфизму C-модулей F : M→ N соответствует
гомоморфизм FΠlΠl , для краткости обозначенный FΠ:

(FΠ) : Π(M) −→Π(N), FΠ (p(m)) = p(F(m)).

Ясно, что (FΠ)Π = F.
1.2.10а. Упражнение. Установите связь между гомоморфизмами, ка-

нонически соответствующими гомоморфизму F: уже определенным FΠ

и гомоморфизмами

FΠlΠr : Π(M) −→ (N)Π, FΠrΠr : (M)Π−→ (N)Π, FΠrΠl : (M)Π−→Π(N).

1.2.10б. Упражнение. Для любых C-модулей M и N имеется есте-
ственный изоморфизм

IΠ• : Π(M) ⊗C N ∼= Π(M⊗C N),

IΠ• : p(m) ⊗ n 7−→ p(m⊗ n).

Определим C-модульный изоморфизм

ΠM,N : Π(M) ⊗C Π(N) −→M⊗C N

как композицию

Π(M) ⊗C Π(N)
IΠ•−−→Π(M⊗C Π(N))

Π(T)−−−→
Π(T)−−−→Π(Π(N) ⊗C M)

I−1
Π•−−→Π(Π(N)) ⊗C M−→ N ⊗C M

T−→M⊗C N.
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В явном виде этот изоморфизм задается формулой

ΠM,N : p(m) ⊗ p(n) 7−→ (−1)p(m) m⊗ n.

Докажите, что для любого C-модуля M изоморфизм ΠM∗,M задает спа-
ривание

Π(M∗) ⊗C Π(M) −→M∗ ⊗C M−→ C,

а значит, ΠM∗,M определяет C-гомоморфизм

IΠ(M∗) : Π(M∗) −→ (Π(M))∗,

точнее, как нетрудно видеть, изоморфизм

(IΠ(M∗) (p(n)), p(m)) = (−1)p(n) (n, m) для любых n ∈M∗, m ∈M.

§ 1.3. Свободные модули

В следующем параграфе мы опишем операторы с помощью матриц,
точнее суперматриц. Такое описание работает для свободных модулей,
свойства которых близки свойствам векторных пространств над полем.

Все модули в этом и следующем параграфе рассматриваются над су-
перкоммутативной супералгеброй C. Для простоты предположим, что все
векторные пространства в этом параграфе конечномерны, а все модули
конечнопорождены.

1.3.1. Пусть I = I ¯0̄

∐
I ¯1̄ — объединение непересекающихся подмно-

жеств.
Базис C-модуля M — это упорядоченный 1) набор однородных эле-

ментов (mi) i∈I, таких что p(mi) = ¯0̄, если i ∈ I ¯0̄, и p(mi) = ¯1̄, если i ∈ I ¯1̄,
причем любой элемент m ∈M однозначно представим в виде

∑
cl

i mi (или
в виде

∑
mi cr

i), где cl
i, cr

i ∈ C и все cl
i, cr

i , кроме конечного числа, равны 0.
Форматом базиса называется упорядоченное множество Par чет-

ностей базисных векторов. Обычно элементы базиса модуля будут органи-
зованы так, что сперва идут все четные элементы, а потом — все нечетные.
Такой формат базиса назовем стандартным. Некоторые нестандартные
форматы базисов тоже часто полезны, например чередующийся (четный,
нечетный, четный, нечетный, ...).

Часто достаточно рассматривать лишь один формат базисов, но для
работы с линейными пространствами как с супермногообразиями необ-
ходимы все форматы одновременно.

C-модуль M называется свободным, если для некоторого набора ин-
дексов I у него есть базис. Суперранг srk такого модуля — это пара (r, s),

1) Хотя часто этот порядок можно проигнорировать, проще не вводить два определения.
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иногда обозначаемая r|s, где r = #(I ¯0̄), s = #(I ¯1̄). Если C — поле, то супер-
ранг называется суперразмерностью и обозначается sdim (особенно если
наряду с суперразмерностью суперпространства нам нужна и его (обычная)
размерность dim).

Другими словами, свободный модуль M суперранга r|s изоморфен пря-
мой сумме r экземпляров C-модуля C и s экземпляров модуля Π(C); мы
пишем

Cr|s = Cr ⊕ (Π(C))s.

Это разложение отнюдь не инвариантно (относительно автоморфиз-
мов). А вот разложение на четную и нечетную части — инвариантно:

Cr|s = (Cr|s) ¯0̄ ⊕ (Cr|s) ¯1̄.

Лемма. Суперранг свободного модуля М не зависит от выбора
базиса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим гомоморфизм алгебры C/(C ¯1̄) ∼=
∼= C ¯0̄/(C ¯1̄)2 в какое-нибудь поле K. Тогда модуль M⊗C K можно рассмат-
ривать как суперпространство над K. Пусть r|s — его суперразмерность.
Теперь инвариантность чисел r и s следует из инвариантности размерности
векторных пространств.

1.3.2. Поскольку тензорное произведение модулей ранга 1 является
модулем ранга 1, а четность произведения равна сумме четностей сомно-
жителей, ясно, что, введя формальную переменную e, такую что e2 = 1,
и положив srk Cp|q = p + qe, мы получаем для суперранга и суперразмер-
ности тензорного произведения естественные формулы

srk(M⊗C N) = srk M · srk N, sdim(M⊗K N) = sdim M · sdim N.

Нередко приходится использовать и классическую размерность, и супер-
размерность одновременно. Тогда мы пишем dim M = n или rk M = n, где
n = r + s, а sdim M = r|s или srk M = r|s.

1.3.3. Пусть M — конечномерный свободный C-модуль и {mi}i∈I —
базис в M.

Утверждение. Элементы m∗
i ∈M∗, заданные формулой

(m∗
i , mj) = dij, (1.6)

образуют базис в M∗, причем p(m∗
i ) = p(mi); в частности, srk M∗ =

= srk M.

Если модуль M∗, как в формуле (1.6), двойственен к M слева, то
и базис {m∗

i }i∈I называется двойственным слева к базису {mi}i∈I, а базис
{mi}i∈I — двойственным справа к базису {m∗

i }i∈I.
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Базисы {ml
i}i∈I и {mr

i}i∈I модуля M, двойственные к одному и тому же
базису модуля M∗ соответственно слева и справа, связаны между собой
формулой

ml
i = (−1)p(ml

i) mr
i .

Рассмотрим базис {m∗∗
i }i∈I C-модуля M∗∗, двойственный слева к ба-

зису {m∗
i }i∈I. Ясно, что введенный в п. 1.2.8 изоморфизм I∗∗ : M −→M∗∗

устанавливает соответствие между базисами:

I∗∗ (mi) = (−1)p(mi) m∗∗
i .

Мы всегда будем отождествлять M и M∗∗ с помощью этого изоморфизма.

§ 1.4. Суперматрицы

Чтобы работать с векторами и операторами, нам, как и в обычной
линейной алгебре, потребуется матричное исчисление. Нижеследующие
определения мотивированы в § 1.3.

1.4.1. Пусть {mi}i∈I — базис C-модуля M. По определению это значит,
что любой вектор m ∈M можно однозначно представить в виде

m =
∑ml

imi, где ml
i ∈ C.

При этом элементы упорядоченного набора {ml
i}i∈I называются левы-

ми координатами вектора m (относительно данного базиса). Физики
обозначают вектор-строку левых координат 〈ml

i| и называют, вслед за
Дираком, бра-вектором.

Согласно тому же определению базиса вектор m можно однозначно
представить также в виде

m =
∑

mimr
i , где mr

i ∈ C.

При этом элементы упорядоченного набора mr
i называются правыми коор-

динатами вектора m и составляют вектор-столбец |mr〉, который физики
называют кет-вектором 1) .

Очевидно, что разница между левыми и правыми координатами зависит
от их четности и от четности векторов mi, другими словами, от номера i:mr

i = (−1)p(mi)p(ml
i)ml

i.

Пусть {mi}i∈I — базис в M, а {∗mi}i∈I — двойственный ему слева базис
в модуле ∗M, двойственном слева к M. Разложим по базисам два вектора

1) Вместе «bra» и «ket» образуют угловую скобку 〈 〉 bracket (см. (1.7)); а буква «c»
потерялась в процессе спаривания, как это бывает с любыми украшениями любого «bra».
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∗m ∈ ∗M и m∈M, причем в ∗M мы рассмотрим левые координаты, а в M —
правые:

∗m =
∑

ai
∗mi, m =

∑
mimi.

Тогда результат спаривания этих векторов равен

(∗m, m) =
(∑

ai
∗mi,

∑
mimi

)
=
∑

aimi = 〈a|m〉, (1.7)

где 〈a|— бра-вектор с координатами ai, а |m〉— кет-вектор с координата-
ми mi.

Мы хотели бы, чтобы вектор-строка 〈a| являлась матрицей оператора
∗m ∈ ∗M относительно базисов {mi} в M и {1} в C. Подгоним определения
под желаемый ответ; это потребует некоторой работы.

1.4.2. Матрица, как известно, — это прямоугольная таблица, элементы
которой, как правило, лежат в какой-нибудь алгебре. Суперматрица —
это матрица, каждой строке и столбцу которой приписана некая четность;
четность i-й строки мы будем обозначать prow (i), а четность j-го столбца —
pcol (j). Кроме того, элементы суперматрицы, как правило, лежат в какой-
нибудь супералгебре.

Откуда берутся четности строк и столбцов, понятно: мы ведь хотим за-
писывать операторы матрицами. Для этого надо прежде всего фиксировать
базисы в суперпространстве-источнике и в суперпространстве-цели. По-
рядок (формат) базисов отвечает порядкам (форматам) строк и столбцов,
в частности, эти порядки задают четности и строк и столбцов.

Обычно мы выбираем стандартный формат базисов; ему отвечает
стандартный формат суперматриц, представляемый в блочном виде

X =
(

R S
T U

)
.

Пусть четности строк и столбцов суть

Parrow = (prow (1), . . . , prow (r + s)),

Parcol = (pcol (1), . . . , pcol (m + n)).

Скажем, что размер, или формат, суперматрицы равен Parrow×Parcol.
Если суперматрица квадратная и Parrow = Parcol, то ее порядком назовем
Par := Parrow = Parcol.

Если у суперматрицы r четных и s нечетных строк, m четных и n нечет-
ных столбцов, то положим #(Parrow) = (r, s), #(Parcol) = (m, n) и скажем,
что размер суперматрицы в стандартном формате равен (r, s) × (m, n),
а порядок квадратной матрицы в стандартном формате — это пара
(r, s).
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Всюду ниже каждая матрица снабжена структурой суперматрицы, если
не оговорено обратное.

1.4.3. На пространстве суперматриц одного формата с элементами из
супералгебры A введем четность, положив

p(X) = ¯0̄ ⇐⇒ p(Xij) + prow (i) + pcol (j) = ¯0̄ для всех i, j, таких что Xij 6= 0;

p(X) = ¯1̄ ⇐⇒ p(Xij) + prow (i) + pcol (j) = ¯1̄ для всех i, j, таких что Xij 6= 0.

Для суперматриц X =
(

R S
T U

)
в стандартном формате это определение

превращается в следующее:

p(X) = ¯0̄ ⇐⇒ p(Rij) = p(Ukl) = ¯0̄, p(Sil) = p(Tkj) = ¯1̄;

p(X) = ¯1̄ ⇐⇒ p(Rij) = p(Ukl) = ¯1̄, p(Sil) = p(Tkj) = ¯0̄

для всех i, j, k, l.

1.4.4. Если X и Y — суперматрицы с элементами из супералгебры A,
то их произведение вычисляется по обычной формуле

(XY) ij =
∑

k

Xik Ykj.

Однако произведение XY определено, только если четности столбцов
матрицы X совпадают с четностями соответствующих строк матрицы Y.
Очевидно, что p(XY) = p(X) + p(Y).

Упражнение. Докажите, что любая матрица X ∈Mat(n|0; C) ¯1̄ нильпо-
тентна. Более точно, Xr = 0 при всех r > min(dim C ¯1̄, n2).

Пусть Mat(Parrow×Parcol; A) — суперпространство суперматриц раз-
мера Parrow×Parcol с элементами из A. Суперпространство квадратных
суперматриц порядка Par с элементами из A обозначим через Mat(Par; A).
Если A — ассоциативная супералгебра, то и алгебра Mat(Par; A) тоже
ассоциативна.

Часто (но отнюдь не всегда!) достаточно рассматривать только стан-
дартные форматы. Тогда, если #(Par) = (r, s), мы пишем Mat(r|s; A).

1.4.5. Введем на суперпространстве суперматриц X = (Xij) размера
Parrow×Parcol с элементами из суперкоммутативной супералгебры C струк-
туру C-модуля по любой из следующих формул (одна из другой получается
по Правилу Знаков):

(Xc) ij = (−1)p(c)pcol (j) Xijc, (cX) ij = (−1)p(c)prow (i) cXij для любого c ∈ C.

Структуру C-модуля можно ввести и по-другому, определив, в какую
матрицу переходит оператор (левого) умножения на скаляр. А именно,
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для любого набора четностей Par зададим гомоморфизм супералгебр
C−→Mat(Par; C), который каждому c ∈ C сопоставляет диагональную
матрицу

scalarParrow
(c) = (cij), где cij =

{
0, если i 6= j,

(−1)prow (i)p(c) c, если i = j.

Упражнение. Определите scalarParcol
(c) — оператор правого умноже-

ния.

В стандартном формате порядка r|s получаем

scalarr,s (c) = diag(c, . . . , c, (−1)p(c) c, . . . , (−1)p(c) c),

где сперва r раз идет c, а потом s раз (−1)p(c) c. Если X — матрица размера
prow × pcol, то

cX = scalarParrow (c) · X, Xc = X · scalarParcol (c) для любого c ∈ C.

В частности, поскольку умножение суперматриц ассоциативно,

(cX)Y = c(XY), (Xc)Y = X(cY), X(Yc) = (XY)c.

Итак, Mat(Par; C) — это C-алгебра.

Упражнение. Опишите центр супералгебры Mat(Par; C).

1.4.6. Вектор-строка — это суперматрица, состоящая из одной
строки четности ¯0̄. Аналогично вектор-столбец — это суперматрица,
состоящая из одного столбца четности ¯0̄, см. конец п. 1.4.1.

Понятно, что суперматрицу можно рассматривать как набор строк
и как набор столбцов, причем если и те и другие нечетны, то, значит, мы
рассматриваем не операторы M→ C, а операторы M→ Π(C). Изложим
подробности.

1.4.7. Пусть набор {mj}j∈J образует базис C-модуля M, а набор
{ni}i∈I — базис C-модуля N. В этих базисах оператору F : M → N мы
сопоставим суперматрицу mF = (Fij) размера Parrow × Parcol, такую что

Fmj =
∑

niFij, а prow (i) = p(ni), pcol (j) = p(mj). (1.8)

И наоборот, формула (1.8) определяет при фиксированных базисах
в M и N некоторый C-линейный оператор. Итак, формула (1.8) задает
отображение

HomC (M, N) −→
∐

Parrow × Parcol

Mat(Parrow×Parcol; C). (1.9)

Пусть для простоты M = N; а значит, mi = ni. Тогда отображение
F 7→ mF задает изоморфизм супералгебр EndC (M) −→ Mat(Par; C). При
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этом изоморфизме оператор умножения на c (слева) lc : m 7→ c m (где c∈C,
m ∈M) переходит в scalarParrow (c).

Упражнение. Как выглядят матрицы операторов из группы GL(p|q; C)
для простейших супералгебр C =K, Λ(1) и Λ(2)?

1.4.8. Как меняются координаты векторов и суперматрица опера-
торов при заменах базисов. Для простоты рассмотрим эндоморфизмы
одного модуля M, а не гомоморфизмы M→ N.

Бросается в глаза вопиющее нарушение прав некоторых базисов и эн-
доморфизмов: поскольку изоморфизмы должны быть четными, переход от
базиса {mi}i∈I к базису {m′

i}i∈I разрешен, только если форматы этих ба-
зисов совпадают. Например, даже переставить местами базисные векторы
разной четности в нашей категории запрещено!

Немного погодя мы, конечно, нарушим запрет (и сколько же инте-
ресных структур при этом обнаружится!), а пока — посмотрим, куда нас
заведет законопослушание.

Пусть {mi}i∈I и {m′
i}i∈I — два базиса в M, такие что p(mi) = p(m′

i) при
всех i. Матрица

mD = (Dij)

замены базиса задается формулой

m′
j =
∑

miDij.

Из определения ясно, что mD — четная обратимая матрица. Пусть mF
и (mF) ′ — матрицы оператора F относительно базисов {mi}i∈I и {m′

i}i∈I

соответственно, D : mi 7→m′
i — оператор перехода от базиса к базису.

Упражнение. Докажите соотношение

(mF) ′ = (mD)−1 · mF · mD,

где mD — матрица оператора D.

Обсуждение. Матрица оператора D четна тогда и только тогда, когда
p(mi) = p(m′

i) при всех i. Поскольку морфизмы супералгебр по определе-
нию всегда четны, мы вынуждены заключить, что

внутри категории супералгебр нет никакой возможности
установить изоморфизм супералгебр EndC (Par; C) и EndC (Par′; C)

при Par 6= Par′, даже если #(Par) = #(Par′).

А между тем их изоморфизм очевиден: это две инкарнации (супермат-
ричные реализации) одной и той же супералгебры EndC (M), где srk M =
= #(Par).
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Здравый смысл заставляет нас расширить запас допустимых морфиз-
мов. Хорошо бы только вовремя остановиться: считается, что брать любые
обратимые матрицы в качестве mD будет уже слишком.

Вопрос. А почему, собственно, слишком? Может, сто́ит рискнуть?

1.4.9. Супертранспонирование. Если правые координаты вектора
m ∈M в базисах {mi}i∈I и {m′

i}i∈I связаны формулой

|mr〉= D |m′r〉, или mr
i =
∑

j

Dij (m′r
j),

то для левых координат того же вектора в тех же базисах имеем

〈ml|= 〈m′l|Dst,

где супертранспонирование st определяется следующим образом. Если
X = (Xij) ∈Mat(Parrow×Parcol), то

Xst ∈Mat(Par′row×Par′col), где Par′row = Parcol, Par′col = Parrow,

причем
(Xst) ij = (−1) (Parcol (i)+Parrow (j)) (p(X)+Parcol (i)) Xji,

где четности Parrow (i), Parcol (j) даны для суперматрицы X, а НЕ для супер-
матрицы Xst. Знак обусловлен нашим желанием, чтобы Xst была матрицей
оператора, сопряженного к тому, матрицей которого служит X. В частно-
сти, в стандартном формате получаем

X =
(

R S
T V

)
7−→

(
R S
T V

)st

=

=

(
Rt (−1)p(X) Tt

−(−1)p(X) St V t

)
=





(
Rt Tt

−St V t

)
, если p(X) = ¯0̄;

(
Rt −Tt

St V t

)
, если p(X) = ¯1̄.

Заметим, что если мы просупертранспонируем суперматрицу дважды, то
получим ((

R S
T V

)st
)st

=
(

R −S
−T V

)
.

Очевидно, что st4 = id, а st2 = Pty, где Pty — оператор четности,
см. п. 1.1.1.

Пример. Если X — вектор-столбец с координатами (x1, . . . , xm+n)
в стандартном формате (первые m строк четны, а остальные — нечетны;
для экономии места мы записали их слева направо, а не сверху вниз), то
вектор-строка Xst имеет вид

(x1, . . . , xm, −(−1)p(xm+1) xm+1, . . . , −(−1)p(xm+n) xm+n).
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Если Y = (y1, . . . , ym+n) — вектор-строка в стандартном формате (пер-
вые m столбцов четны, а остальные — нечетны), то Yst — это вектор-
столбец с координатами (также записанными слева направо, а не сверху
вниз)

(y1, . . . , ym, (−1)p(ym+1) ym+1, . . . , (−1)p(ym+n) ym+n).

Утверждение. Справедливо соотношение

(XY)st = (−1)p(X)p(Y) YstXst.

В частности,
(cX)st = (−1)p(c)p(X) Xstc = c(Xst),

т. е. супертранспонирование есть C-морфизм.

1.4.10. Упражнение. Пусть {mi}i∈I, {nj}j∈J — базисы C-модулей M
и N соответственно, mF — матрица C-линейного оператора F : M → N
относительно этих базисов. Тогда

1) матрицей оператора F∗ относительно двойственных слева базисов
{m∗

i }i∈I и {n∗
j }j∈J модулей M∗ и N∗ является суперматрица

m (F∗) = (mF)st;

2) суперматрица ((mF)st)st является матрицей оператора F∗∗ = F, но
выраженной не относительно исходных базисов, а относительно базисов

{m∗∗
i = (−1)p(mi) mi}i∈I и {n∗∗

j = (−1)p(nj) nj}j∈J.

Поэтому-то она не обязана совпадать с mF (и не совпадает, вообще гово-
ря).

1.4.11. Инволюция Π. Пусть F ∈ HomC (M, N) и матрица оператора
F относительно базисов {mi}i∈I, {nj}j∈J в M и N соответственно имеет вид

mF =
(

R S
T U

)
.

Упражнение. Матрица оператора FΠlΠl : Π(M) −→Π(N) относительно
базисов {p(mi)}i∈I и {p(nj)}j∈J в Π(M) и Π(N) имеет вид (для краткости,
когда других родственников (см. п. 1.9.1) модуля M не встречается, мы
пишем просто FΠ := FΠlΠl)

m(FΠ) =
(

U T
S R

)
.

Как выглядят матрицы оператора FΠlΠr : Π(M)→ (N)Π и аналогичных опе-
раторов FΠrΠr , FΠrΠl ?
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§ 1.5. Билинейные формы. Ортосимплектические
и периплектические группы

В этом параграфе все C-модули изначально предполагаются левыми,
а правой структурой мы их наделяем вручную.

1.5.1. Пусть M и N — модули над суперкоммутативной супералгеб-
рой C. Отображение B : M×N→C называется билинейной формой, если
оно аддитивно по каждому аргументу и для любых m ∈M, а n ∈ N, c ∈ C
выполняются равенства

B(mc, n) = B(m, cn) и B(m, nc) = B(m, n)c.

Тогда
B(cm, n) = (−1)p(B)p(c) cB(m, n).

Пример. Если M = N∗, то отображение B(n, n) = n(n), где n ∈ N,n ∈ N∗, — билинейная форма. Мы часто будем писать (n, n) := n(n).

Упражнение. Каждая билинейная форма B определяет C-линейный
гомоморфизм суперпространств

B : M⊗ CN −→ C, B(m⊗ n) = B(m, n). (1.10)

Обратно, по каждому C-линейному гомоморфизму суперпространств
B : M⊗ CN→C формула (1.10) восстанавливает билинейную форму. Оче-
видно, что пространство билинейных форм BilC (M, N) изоморфно про-
странству (M ⊗ CN)∗. Следовательно, BilC (M, N) наделено естественной
структурой суперпространства, и даже C-модуля:

(cB) (m, n) = c(B(m, n)) и p(B) = p(B(m, n)) − p(m) − p(n).

Если M = N, то мы пишем BilC (M) вместо BilC (M, N).

1.5.2. Каждая билинейная форма B ∈ BilC (M, N) задает гомоморфизм

BM,N∗ : M−→ N∗,

(BM,N∗ (m), n) = B(m, n) для любых m ∈M, n ∈N.

Отображение B 7→ BM,N∗ определяет гомоморфизм C-модулей:

BilC (M, N) −→HomC (M, N∗).

Аналогичным образом определим гомоморфизм

BN,M∗ : BilC (M, N) −→HomC (N, M∗),

(m, BN,M∗ (n)) = (−1)p(m)p(B) B(m, n) для любых m ∈M, n ∈ N.
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Форма B ∈ BilC (M, N) называется невырожденной, если оба соответ-
ствующих гомоморфизма BM,N∗ и BN,M∗ биективны 1) .

Вырожденная форма B ∈ BilC (M, N) называется прямой, если ядра
и образы гомоморфизмов BM,N∗ и BN,M∗ — прямые подмодули, т. е. до-
полнения к ним суть C-инвариантные модули. (Это понятие потребуется
при исследовании суперрасслоений.)

1.5.3. Пусть M и N — C-модули, {mi}i∈I и {nj}j∈J — их базисы соот-
ветственно. Сопоставим каждой форме B ∈ BilC (M, N) матрицу fB ∈ (Bij),
где

(fB) ij = (−1)p(mi)p(B)B(mi, nj),

которая называется матрицей (Грама) билинейной формы B.

Упражнение. 1) Суперматрица fB совпадает с суперматрицей опера-
тора BN,M∗ : N→M∗ относительно базисов {nj}j∈J и {m∗

i }i∈I, где базис
{m∗

i }i∈I модуля M∗ является левым двойственным к базису {mi}.
2) Отображение B 7→ fB задает изоморфизм C-модуля BilC (M, N)

с C-модулем матриц, структура суперматриц на котором определена в п. 1).
3) Если 〈ml|— вектор-строка левых координат вектора m ∈M, а |nr〉—

вектор-столбец правых координат вектора n ∈ N, то

B(m, n) = (−1)p(m)p(B)〈ml|fB|nr〉.
4) Пусть M — это C-модуль, а D — матрица замены базиса в M (и, ста-

ло быть, она четная). Какой формулой связаны между собой матрицы (fB) ′

и fB билинейной формы B в новом и в старом базисах:

(fB) ′ = Dst (fB)D (1.11)

или
(fB) ′ = Dst3

(fB)D? (1.12)

Каким базисам (левым или правым) отвечает формула (1.11) и каким —
(1.12)?

1.5.4. Инволюция U. Каждой форме B ∈ BilC (M, N) сопоставим пе-
ревернутую форму BU ∈ BilC (N, M) по формуле

BU (n, m) = (−1)p(n)p(m) B(m, n). (1.13)

Отображение B 7→ BU задает изоморфизм C-модулей

BilC (M, N) −→ BilC (N, M).

Более того,
(BU)U = B для всех B ∈ BilC (M, N).

1) Проверять невырожденность формы нужно в координатах, т. е. на языке матриц Грама,
которые мы определим чуть ниже.
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Форма B ∈ BilC (M) называется симметрической, если BU = B, и ан-
тисимметрической, если BU =−B.

Упражнение. Подпространства симметрических и антисимметриче-
ских форм — прямые подмодули в BilC (M).

1.5.5. В терминах суперматриц инволюция U задается формулой

U : X 7−→ (XU) ij = (−1)prow (i) (Xst) ij.

В блочной записи суперматриц стандартного формата явная формула
для U такова:

X =
(

R S
T V

)
7−→ XU =





(
Rt Tt

St −V t

)
, если p(X) = ¯0̄;

(
Rt −Tt

−St −V t

)
, если p(X) = ¯1̄.

Можно сказать, что функции транспонирования при переходе к супер-
случаю распределяются между двумя операциями: супертранспонирование
st обслуживает всевозможные замены базиса (преобразование матрицы
билинейной формы, переход к двойственному оператору), тогда как инво-
люция U связана с симметризацией.

Отметим, что U2 = id, однако никакому соотношению типа (XY)U =
=±YUXU, аналогичному формуле для транспонирования матриц, инволю-
ция U не удовлетворяет.

1.5.6. Инволюция Π. С каждой формой B∈BilC (M, N) свяжем форму
BΠ ∈ BilC (Π(M), Π(N)) по формуле

BΠ (p(m), p(n)) = (−1)p(m) B(m, n).

В блочной записи суперматриц стандартного формата явная формула для
матрицы формы BΠ такова:

fB =
(

R S
T V

)
7−→ f(BΠ) =





(
V T
−S −R

)
, если p(X) = ¯0̄;

(−V −T
S R

)
, если p(X) = ¯1̄.

Упражнения. 1) Докажите, что

(BΠ)Π =−B и (BU)Π =−((B)Π)U.

2) Докажите следующую теорему.
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Теорема. Инволюция Π переводит каждую симметрическую фор-
му на M в анти-симметрическую форми на Π(M), и наоборот.

3) Аналогично форме B канонически соответствуют формы BΠrΠl ,
BΠlΠr , BΠrΠr из соответствующих суперпространств

BilC ((M)Π, Π(N)), BilC (Π(M), (N)Π) и BilC ((M)Π, (N)Π).

Как выражаются их матрицы через матрицу формы B?

1.5.7. Нормальный вид матрицы билинейной формы. В этом пунк-
те мы будем предполагать, что основное поле K— это поле комплексных
чисел C.

Пусть M — свободный модуль суперранга m|n над суперкоммутативной
супералгеброй C.

Напомним, что стандартные матрицы J2n и Πn имеют вид

J2n =
(

0 1n

−1n 0

)
, Π2n =

(
0 1n

1n 0

)
и Π2n+1 =

(
0 0 1n

0 1 0
1n 0 0

)

Пусть Sn = Πn, или Sn = 1n, или Sn = antidiagn (1, . . . , 1)).

Упражнение. 1) Пусть B — невырожденная симметрическая билиней-
ная форма на суперпространстве суперразмерности m|n. Тогда

а) если p(B) = ¯0̄, то n = 2s и в M есть такой базис, что матрица формы
B имеет вид (

Sm 0
0 J2s

)
;

б) если p(B) = ¯1̄, то m = n и в M есть такой базис, что матрица fB
формы B имеет вид J2n.

2) Пусть B — невырожденная антисимметрическая форма на суперпро-
странстве суперразмерности m|n. Тогда

a) если p(B) = ¯0̄, то m = 2s и матрицу формы можно привести к виду
(

J2s 0
0 Sn

)
;

б) если p(B) = ¯1̄, то m = n и матрицу формы можно привести
к виду Π2n

1) .
3) К какому нормальному виду можно привести матрицу однородной

невырожденной (анти)симметрической билинейной формы над R?

1.5.8. Группы OSp и Pe. Так как все операторы (и их суперматри-
цы) из GL(M; C) четные, определение оператора, сохраняющего матрицу

1) Обращаем внимание читателя на то, что матрица нечетной невырожденной симметриче-
ской формы приводится к виду J2n, а не Π2n.
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билинейной формы на C-модуле M, стандартное, как на первом курсе,
только транспонирование суперизовано:

X ∈OSp(M; C) ⇐⇒ XstBX = B. (1.14)

Отметим, что если суперматрица неоднородна относительно четности, то
операторы, сохраняющие ее, не образуют группы; поэтому мы рассматри-
ваем только однородные формы.

Обозначим через OSp(M; C) ортосимплектическую подгруппу груп-
пы GL(M; C), т. е. подгруппу, сохраняющую невырожденную четную сим-
метрическую билинейную форму в свободном C-модуле M суперранга
m|2n.

Выбрав базис формата Par в M, мы реализуем группу OSp(M; C)
суперматрицами и обозначаем эту реализацию OSp(Par; C), или коротко
OSp(m|2n; C), если #(Par) = m|2n, а суперматрицы берутся в стандартном
формате.

Обозначим через Pe(M; C) периплектическую 1) подгруппу группы
GL(M; C), т. е. подгруппу, сохраняющую невырожденную нечетную сим-
метрическую билинейную форму в свободном C-модуле M. Выбрав базис
формата Par в M, мы реализуем Pe(M; C) суперматрицами и обозначаем
эту реализацию Pe(Par; C) или коротко Pe(n; C), если #(Par) = n|n, а су-
перматрицы берутся в стандартном формате.

Поскольку инволюция Π переводит симметрические формы на M в ан-
тисимметрические на Π(M), мы заключаем, что сохраняющая четную анти-
симметрическую форму, — обозначим ее OSpa (M; C) — изоморфна группе
OSp(M; C), хотя, конечно, матричные представления у них разные: оба
состоят из суперматриц {X ∈GL(M; C) | XstBX = B}, но

B =





(
Sn 0
0 J2s

)
для OSp;

(
J2s 0
0 Sn

)
для OSpa .

Аналогично обстоит дело с периплектическими группами: Pe(M; C) ≃
≃ Pea (M; C), где Pea сохраняет антисимметрическую нечетную форму.

Замечание. Когда мы будем заниматься симплектической геометрией
на супермногообразиях и ее периплектическим аналогом, нам естественней
будет выдвинуть на передний план антисимметрические формы. Посколь-
ку слово «симплектико-ортогональный» звучит коряво, мы стараемся все
сводить к OSp, а значок a можно было бы и опустить, если бы симметриче-
ские формы не появлялись иногда одновременно с антисимметрическими:
это самое интересное!

1) Слово предложил Андре Вейль: «Как? Вы не знаете древнегреческого?!» — Прим. ред.
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§ 1.6. Супералгебры Ли. Дифференцирования
супералгебр

В этом параграфе мы на время откажемся от введенного в п. 1.1.3
соглашения и не будем требовать от рассматриваемых алгебр ни ассо-
циативности, ни наличия единичного элемента. Знакомство с элементами
теории представлений алгебр Ли читателю не повредит, но не обязательно.

1.6.1. Супералгебра g над суперкоммутативной супералгеброй C (со-
ветуем читателю вначале считать, что C — это основное полеK) называется
лиевой супералгеброй или супералгеброй Ли, если умножение в ней,
обозначаемое, как правило, не точкой x · y и не xy, а скобкой ([x, y] или
{x, y}), удовлетворяет двум условиям для любых x, y, z ∈ g:

[x, y] =−(−1)p(x)p(y) [y, x] , (1.15)

[x, [y, z] ] = [ [x, y] , z] + (−1)p(x)p(y) [y, [x, z] ] . (1.16)

Условие (1.15) — это суперантикоммутативность, а условие (1.16) —
это супер тождество Якоби. Мы записали его в виде, который можно
понять, как мы покажем чуть ниже. А можно записать в бессмысленном,
зато симметричном виде; он тоже бывает нужен:

(−1)p(x)p(z) [x, [y, z] ] + (−1)p(z)p(y) [z, [x, y] ] + (−1)p(y)p(x) [y, [z, x] ] =0. (1.17)

Чтобы понять смысл тождества Якоби, скажем, что линейный опе-
ратор D : A→ A является супердифференцированием супералгебры A
(произвольной, не обязательно ассоциативной или суперкоммутативной),
если однородные компоненты оператора D удовлетворяют суперправилу
Лейбница

D(ab) = D(a)b + (−1)p(D)p(a) aD(b) для любых a, b ∈ A.

Тождество Якоби означает, что для любого x ∈ g оператор (присоеди-
ненного действия)

adx : g−→ g; adx (y) := [x, y] ,

является супердифференцированием супералгебры Ли g.
Рассмотрим теперь тождества (1.15) и (1.16) повнимательнее.
Если x, y, z ∈ g ¯0̄, то тождества (1.15) и (1.16) означают, что g ¯0̄ —

алгебра Ли.
Если x ∈ g ¯1̄, y, z ∈ g ¯0̄, то тождество (1.16) показывает, что скобка [· , ·]

задает на g ¯1̄ структуру правого g ¯0̄-модуля, а тождество (1.15) показывает,
как этот модуль превращается в двусторонний.

Если x ∈ g ¯0̄, y, z ∈ g ¯1̄, то тождество (1.16) показывает, что билинейное
симметрическое отображение [· , ·] : g ¯1̄ × g ¯1̄→ g ¯0̄ есть морфизм g ¯0̄-модулей.
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Интерпретация тождества Якоби для трех нечетных переменных — дело
тонкое и будет дана много позже.

Упражнение. Докажите, что тождество Якоби для любых трех элемен-
тов из g ¯1̄ следует из билинейности, суперкосокоммутативности и равенства
[x, [x, x] ] = 0 для всех элементов x ∈ g ¯1̄.

Итак, чтобы задать супералгебру Ли g, мы должны
1) задать ее четную часть — алгебру Ли g ¯0̄ со скобкой [· , ·] ;
2) задать g ¯0̄-модуль g ¯1̄ (скажем, левый);
3) задать симметрический морфизм g ¯0̄-модулей: [· , ·] : g ¯1̄ ⊗ g ¯1̄→ g ¯0̄.
После этого останется только обозначить действие алгебры Ли g ¯0̄ на

g ¯1̄ через [· , ·] , наделить g ¯1̄ структурой двустороннего g ¯0̄-модуля, положив

[x, y] =− [y, x] для x ∈ g ¯1̄, y ∈ g ¯0̄,

и
4) проверить, что [x, [x, x] ] = 0 для всех x ∈ g ¯1̄.

Упражнение. Докажите, что если g ¯0̄-модуль g ¯1̄ содержит цикличе-
ский 1) вектор x, то равенство [x, [x, x] ] = 0 достаточно проверить лишь
для него.

Пример. Пусть g ¯0̄ — это произвольная алгебра Ли, а g ¯1̄ — произволь-
ный левый g ¯0̄-модуль. Обозначим действие g ¯0̄ на g ¯1̄ через [· , ·] и наделим g ¯1̄
структурой двустороннего g ¯0̄-модуля, как описано выше. Положим [x, y] =
= 0 для любых x, y ∈ g ¯1̄. Ясно, что сумма g = g ¯0̄ ⊕ g ¯1̄ превращается тем
самым в супералгебру Ли, причем g ¯1̄ является в ней идеалом. Иными
словами, g является полупрямой суммой нечетного суперкоммутативного
идеала g ¯1̄ и подалгебры Ли g ¯0̄.

Это тривиальный способ ввести структуру супералгебры Ли на прямой
сумме произвольной алгебры Ли и нечетного модуля над ней. Конечно,
супералгебры Ли с нетривиальной скобкой на нечетной компоненте много
интереснее.

1.6.2. Следующий способ выяснять, является ли g супералгеброй Ли,
может показаться слишком замысловатым, но иногда без него не обойтись.

Легко видеть, что замена базы (переход от C-алгебры g к B-алгебре
gB = B⊗C g, где B — суперкоммутативная C-алгебра) переводит суперал-
гебры Ли над C в супералгебры Ли над B.

Предложение. Если g — супералгебра с умножением [· , ·] над C,
то g является супералгеброй Ли (т. е. удовлетворяет тождествам
(1.15) и (1.16)) тогда и только тогда, когда для любой замены базы
выполняются равенства

1) Пусть V — это g ¯0̄-модуль. Вектор x ∈ V называется циклическим, если U(g ¯0̄)x = V , где
U(g ¯0̄) — универсальная обертывающая алгебра, см. п. 1.6.7.
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а) [X, X] = 0 для любого X ∈ (gB) ¯0̄,
б) [X, [X, X] ] = 0 для любого X ∈ (gB) ¯1̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что при наших условиях тождество
Якоби выполняется. Пусть X1, X2, X3 ∈ g — произвольные однородные
элементы; возьмем B = C [l1, l2, l3] , где p(li) = p(Xi) + ¯1̄. Тогда X =
=
∑ liXi ∈ (gB) ¯1̄ и элемент [X, [X, X] ] можно представить в виде

∑ln1
1 ln2

2 ln3
3 Xn1n2n3 , где Xn1n2n3 ∈ g.

Легко проверить, что коэффициент X111 при l1l2l3 равен в точности
левой части тождества Якоби. А поскольку [X, [X, X] ] = 0, мы заключаем,
что и X111 = 0.

Выполнение тождества (1.15) доказывается аналогично.

Упражнения. 1) Проверьте, что из условий а) и б) действительно сле-
дует тождество (1.15).

2) Пусть g — супералгебра над суперкоммутативной супералгеброй C.
Докажите, что g является ассоциативной (лиевой) супералгеброй тогда
и только тогда, когда (gB) ¯0̄ является ассоциативной (соответственно ли-
евой) алгеброй для любой суперкоммутативной C-алгебры B. Важное
обстоятельство: для доказательства обратного утверждения достаточно
брать в качестве C лишь конечномерные алгебры Грассмана или даже одну
из них, размерность которой больше dim g (если g конечномерна).

1.6.3. В суперслучае, как и в случае обычных алгебр Ли, существуют
две общие конструкции супералгебр Ли: переход от ассоциативной су-
пералгебры к лиевой и рассмотрение супералгебры дифференцирований.
Разберем эти конструкции более подробно.

Напомним, что на пространстве любой ассоциативной алгебры A можно
задать структуру алгебры Ли, определив коммутатор по формуле

[a, b] = ab− ba. (1.18)

Получающуюся при этом алгебру Ли обычно обозначают AL.
Пусть A — произвольная ассоциативная супералгебра над C. Опреде-

лим на ней суперкоммутатор по формуле

[a, b] = ab− (−1)p(a)p(b) ba. (1.19)

Нетрудно проверить, что введение такого суперкоммутатора превращает
суперпространство A в супералгебру Ли, которую мы будем обозна-
чать ASL. Алгебры A, такие что AL — алгебра Ли, называются Ли-допу-
стимыми, а супералгебры A, такие что ASL — супералгебра Ли, назовем
супер Ли-допустимыми. Например, все ассоциативные (супер)алгебры
(супер) Ли-допустимы.
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Пример. В частном случае, когда A = EndC (M) для некоторого супер-
пространства M, мы получаем очень важный пример общей линейной
супералгебры Ли, имеющей свое специальное обозначение: gl(M, C) :=
= EndC (M)SL. Выбрав в M базис, мы превращаем gl(M; C) в матричную
супералгебру Ли gl(Par; C). Если формат базиса стандартный, то и фор-
мат суперматриц — стандартный, и матричную супералгебру Ли gl(Par; C)
обозначают gl(p|q; C), где p|q = #(Par) = rk M.

Замечание. Отметим, что, поскольку ассоциативная супералгебра A —
это просто ассоциативная алгебра с дополнительной структурой (Z/2-гра-
дуировкой), мы всегда можем изготовить из A два объекта: алгебру Ли
AL и супералгебру Ли ASL. Если A ¯1̄ 6= 0, то эти два объекта, конечно,
различны. Вот два примера:

1) Mat(p|q)SL = gl(p|q), тогда как Mat(p|q)L = gl(p + q).
2) Пусть Weyl(n) := K [x, ∂x] , где x = (x1, . . . , xn) — ассоциативная

алгебра дифференциальных операторов с полиномиальными коэффициен-
тами (алгебра Вейля). Положив deg xi = deg ∂i = 1 для всех i и задав
четность, как deg mod 2, превращаем Weyl(n) в супералгебру. И алгебра
Ли Weyl(n)L, и супералгебра Ли Weyl(n)SL очень нужны и обладают рядом
замечательных и совсем разных свойств: на Weyl(n)SL есть суперслед, а
Weyl(n)L проста по модулю центра (не являющегося прямым слагаемым,
что полезно для физиков).

1.6.4. Рассмотрим теперь суперпространство Der A ⊂ EndC (A) диф-
ференцирований супералгебры A, т. е. C-линейных операторов D : A→ A,
удовлетворяющих правилу Лейбница (см. п. 1.6.1):

D(ab) = D(a)b + (−1)p(D)p(a) aD(b) для любых a, b ∈ A. (1.20)

Как и в четном случае, оно не является подалгеброй ассоциативной су-
пералгебры EndC (A) (произведение дифференцирований не обязано быть
дифференцированием), но является подалгеброй Ли супералгебры Ли
gl(A, C) (суперкоммутатор двух дифференцирований является дифферен-
цированием). Положим derCA := (Der A)SL или derCA := (DerC A)L, если
и A, и C рассматриваются без суперструктуры (как алгебры, а не суперал-
гебры).

Упражнение. 1) Докажите, что правило Лейбница эквивалентно соот-
ношению [D, la] = lD(a) , где la : b 7→ ab для любого b∈A — оператор левого
умножения на a.

2) Если D ∈ derC (A) и подмножество X ⊂ A порождает супералгебру A
над C, то оператор D полностью определяется своими значениями на X.

3) Пусть I — двусторонний идеал в супералгебре A. Тогда DIN+1 ⊂ IN.
Если подмножество X ⊂ I порождает идеал I и DX ⊂ I, то и DI ⊂ I,
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а индуцированный гомоморфизм A/I→ A/I (который мы тоже обозначаем
D) является дифференцированием.

В тех случаях, когда A является суперкоммутативной супералгеброй,
мы можем определить на пространстве DerC A структуру A-модуля, поло-
жив

(aD) (b) = aD(b) для любых a, b ∈ A.

Тогда получим

[D1, aD2] = D1 (a)D2 + (−1)p(a)p(D1) a [D1, D2] .

Пример. Пусть A = C [x, x] = C ⊗K [x, x] — супералгебра полиноми-
альных функций от n четных образующих x = (x1, . . . , xn) и m нечетных
образующих x = (x1, . . . , xm). Как и в чисто четном случае, супералгебра
Ли дифференцирований derCA интерпретируется как супералгебра Ли
(полиномиальных) векторных полей и обозначается vect(n|m; C) :=
= derCC [x, x] .

Введем объединенные переменные y = (x, x) и определим частные про-

изводные ∂i =
∂

∂yi
, положив

∂

∂yi
(yj) = dij

и продолжив их на A = C [y] с помощью правила Лейбница и Правила
Знаков.

Поскольку согласно упражнению любой оператор D ∈ vect(n|m; C)
определяется своими значениями на образующих супералгебры C [y] , он
обязан иметь вид D =

∑
fi∂i для некоторых fi ∈ C [y] .

Таким образом, мы видим, что частные производные образуют базис
C [y]-модуля vect(n|m; C).

Приведем еще несколько полезных формул, обобщающих правило
Лейбница (1.20). Для любого четного дифференцирования D имеем

Dn (ab) =
∑

06k6n

(
n

k

)
Dk (a)Dn−k (b) для любых a, b ∈ A. (1.21)

Для нечетного дифференцирования D придется написать две формулы,
первая из которых на первый взгляд может показаться неожиданной:

D2n (ab) =
∑

06k6n

(
n

k

)
D2k (a)D2n−2k (b) (1.22)
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и, как следствие из (1.22),

D2n+1 (ab) =
∑

06k6n

(
n

k

)
D2k+1 (a)D2n−2k (b) +

+ (−1)p(a)
∑

06k6n

(
n

k

)
D2k (a)D2n−2k+1 (b). (1.23)

В частности, хотя произведение линейно независимых дифференцирований
D1 и D2 никогда не является дифференцированием (если D1D2 6= 0),

квадрат нечетного дифференцирования —
ВСЕГДА дифференцирование.

(1.24)

Замечание. Недавно А. Джумадильдаев начал исследовать, при ка-
ких N = N(n) антисимметризация отображения D 7→ DN (т. е. выра-
жение

∑
∈SN

sign(
) X
(1) . . . X
(N)) является векторным полем для любых

векторных полей X1, . . . XN ∈ vect(n). В процессе этого исследования
А. Джумадильдаев обнаружил, что Ли-допустимость алгебры Weyl(n) сле-
дует из «скрытой суперсимметрии», а точнее — факта (1.24) для некоторого
универсального нечетного супердифференцирования, см. [Dz] .

1.6.5. Часто бывает полезным следующее эквивалентное определение
дифференцирования. Пусть A — это C-алгебра, а d = C [t]/(t2), где p(t) =
= p(D), а D ∈ EndC (A). ПоложимfD = 1 + tD ∈ Endd (d⊗C A).

Поскольку fDf−D = 1, оператор fD обратим.

Упражнение. Отображение fD является морфизмом супералгебр то-
гда и только тогда, когда D — дифференцирование супералгебры A.

1.6.6. Супералгебры Ли, сохраняющие билинейные формы. Зная,
как оператор X ∈ GLC (M) действует на билинейную форму B ∈ BilC (M)
(он переводит ее в XstBX, см. (1.14)), мы получим, продифференциро-
вав это действие, определения супералгебр Ли, соответствующих группам
OSp(Par; C) и Pe(Par; C):

ospB (Par; C) = {X ∈ gl(Par; C) | XstB + BX = 0}, если p(B) = ¯0̄,
peB (Par; C) = {X ∈ gl(Par; C) | XstB + (−1)p(X) BX = 0}, если p(B) = ¯1̄.

Для стандартных форматов мы пишем pe(n; C) вместо pe(n|n; C).

1.6.6а. Упражнение. Опишите матричный вид элементов супералгебр
Ли: 1) osp(m|2n; C) и ospa (m|2n; C); 2) pe(n; C) и pea (n; C).
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На сегодня обозначения суперматриц и построенных из них суперал-
гебр плохо приспособлены для нестандартных форматов. Тем не ме-
нее, на практике нестандартные форматы используются довольно часто.
Так, например, суперсимметрию суперпространства Минковского всегда
выражают именно с их помощью и никак иначе. Поэтому мы пред-
лагаем читателю в качестве упражнения найти матричные выражения
элементов супералгебр Ли osp and pe также и в некоторых нестан-
дартных форматах (для физиков именно эти форматы «стандартны»).

Соглашение. Всюду в дальнейшем мы используем обозначение
gl(k|l|m; C) для формата Par = ( ¯0̄ . . . ¯0̄ ¯1̄ . . . ¯1̄ ¯0̄ . . . ¯0̄) с l единицами. Ана-
логично мы используем обозначение gl(k1|k2|k3| . . . |kr). Случаи, когда
форматы начинаются с нечетных векторов, мы обозначаем символом
gl(0|k|l|m; C) и т. п.

1.6.6б. Упражнение. 1) Найдите матричный вид элементов суперал-
гебры Ли osp(0|n|m|n; C).

2) Найдите матричный вид элементов супералгебры Ли pe(n|k|k|n; C).
Если m = 2k, есть еще один важный формат для матриц из osp — это

формат (k|2n|k). Соответствующие матрицы имеют вид
(

A X B

Yt E −Xt

C Y −At

)
, где EtJ + JE = 0, т. е. E ∈ spJ (2n), B =−Bt, C =−Ct.

1.6.7. Универсальная обертывающая алгебра. Пусть g — произ-
вольная супералгебра Ли, а M — произвольное суперпространство. Будем
говорить, что на M задана структура g-модуля или определено пред-
ставление супералгебры Ли g, если задан гомоморфизм супералгебр Лиr : g −→ (End(M))SL, или, другими словами, линейное отображение, удо-
влетворяющее условиюr([x, y]) = [r(x), r(y)] для любых x, y ∈ g. (1.25)

Упражнение. Докажите, что отображение

ad: g−→ gl(g), x 7−→ adx,

задает представление супералгебры Ли g на ней самой. Это представление
называется присоединенным.

Поскольку на пространстве End(M) определены две структуры — ас-
социативной и лиевой супералгебр, — операторы X = r(x) и Y = r(y),
в отличие от самих элементов x и y, можно не только коммутировать,
но и перемножать. При этом условие (1.25) задает соотношениеr([x, y]) = XY − (−1)p(X)p(Y) YX,
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справедливое для операторов любого представления r супералгебры Ли g.
Это простое соображение приводит нас, как и в случае алгебр Ли,

к понятию универсальной обертывающей алгебры U(g). Итак, положим

U(g) = T (g)/I, где I = (x⊗ y− (−1)p(x)p(y) y⊗ x− [x, y] для любых x, y ∈ g),

a T (g) = ⊕
i>0

Ti (g) — тензорная алгебра 1) суперпространства g, в которой

T0 (g) = K, T1 (g) = g, Ti (g) = g ⊗ . . .⊗ g, а идеал I, по которому фактори-
зуем, считается двусторонним.

Очевидно, что алгебра U(g) наделена естественной возрастающей
фильтрацией

0 = U−1 (g) ⊂U0 (g) ⊂U1 (g) ⊂ . . .⊂U(g), где Un (g) =
⊕
j>n

Tj (g) ∩ U(g).

Пусть
gr U(g) =⊕ gri U(g), где gri U(g) = Ui (g)/Ui−1 (g),

— ассоциированная градуированная алгебра.

Теорема (Пуанкаре—Биркгоф—Витт). Естественный гомомор-
физм S(g) → gr U(g) является изоморфизмом Z-градуированных ас-
социативных супералгебр.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Примените Правило Знаков к любому, желатель-
но короткому, доказательству теоремы ПБВ (см., например, [Sh]).

Конечно, как и в четном случае, универсальная обертывающая U(g)
очень большая по сравнению с самой супералгеброй Ли g, зато она ассо-
циативна.

§ 1.7. Суперслед и супердетерминант (березиниан)

В этом параграфе мы определим аналоги гомоморфизмов алгебр Ли
tr : gl(n; C) −→ gl(1; C) и групп det : GL(n; C) −→GL(1; C), где C — ком-
мутативная алгебра, для случая, когда C — суперкоммутативная суперал-
гебра.

1.7.1. Пусть M — свободный C-модуль. Аналог общей линейной ал-
гебры Ли — это gl(M; C), а след, или, для большей выразительности,
суперслед, — это гомоморфизм

str : gl(M; C) −→ C∼= gl(C; C),

1) Другими словами, тензорная алгебра пространства V есть алгебра некоммутирующих
многочленов от элементов базиса (супер)пространства V .
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определенный, как обычно, как композиция End(M; C)
∼=−→M∗ ⊗C M−→C

естественного изоморфизма и свертки. На суперпространстве суперматриц
суперслед — это отображение str : gl(Par; C) −→ gl(1|0; C), заданное фор-
мулой

str X =
∑

(−1) (p(X)+1)pcol (i) Xii =
∑

(−1) (p(Xii)+1)pcol (i) Xii.

Если суперматрица X задана в стандартном формате, то явный вид
суперследа таков:

str : X =
(

R S
T U

)
7−→strX = trR− (−1)p(X) trU =

{
trR− trU, если X четна;

trR+ trU, если X нечетна.

Утверждение. 1) Отображение str : gl(Par; C) −→ gl(1|0; C) есть
C-линейный гомоморфизм супералгебр Ли.

2) Если произведения суперматриц XY и YX определены, то

str XY = (−1)p(X)p(Y) str YX. (1.26)

В частности, если X, D ∈Mat(p|q; C) и D — четная обратимая су-
перматрица, то

str DXD−1 = str X.

3) Справедливо соотношение str X∗ = str X, в частности,
str((mX)st) = str(mX), где mX — суперматрица оператора X.

4) Справедливо соотношение str XΠ = (−1)p(X)+1 str X.
5) Подпространство

sl(M, C) := {X ∈ gl(M, C) | str X = 0}

является идеалом супералгебры Ли gl(M, C).

Супералгебра Ли sl(M, C) называется специальной линейной су-
пералгеброй Ли.

Упражнение. Докажите утверждение, приведенное выше. В частности,
проверьте, что

str([X, Y]) = 0 для любых X, Y ∈ gl(Par; C). (1.27)

Формула (1.26) (или, что то же самое, (1.27)) дает инвариантное опре-
деление следа (для краткости мы три раза опустили (супер)):

след должен обращаться в нуль на коммутанте алгебры. (1.28)
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1.7.2. Наводящие соображения. Определение супердетерминанта
требует некоторой предварительной работы. Проблема состоит в том, что,
хотя формально произведение суперматриц определяется точно так же, как
и произведение обычных матриц, элементы суперматриц уже не обязаны
коммутировать (они обязаны только суперкоммутировать) между собой.
Поэтому у нас нет никакой возможности воспользоваться стандартным
определением детерминанта как суммы с правильными знаками всевоз-
можных произведений элементов, стоящих в разных строках и столбцах:
мы не знаем, в каком порядке перемножать эти элементы. Придется дей-
ствовать обходным путем.

Каждый, кому приходилось вычислять детерминант матрицы боль-
шого размера, знает, что, разбив ее на блоки, можно сильно облег-
чить себе работу. Действительно, если X =

(
R S
T V

)
— матрица размера

(n + m) × (n + m), то

det X = det(R− SV−1T) det V , (1.29)

поскольку
(

R S
T V

)
=
(

1n SV−1

0 1m

)(
R − SV−1T 0

0 V

)( 1n 0
V−1T 1m

)
(1.30)

и поскольку оператор det мультипликативен, а det(1n+m + N) = 1 для лю-
бой строго верхнетреугольной или строго нижнетреугольной матрицы N.
Попробуем суперизовать формулу (1.29).

Напомним, что группа четных обратимых суперматриц из Mat(Par; C)
обозначалась GL(Par; C) или GL(#(Par); C), если формат суперматриц
стандартный. Если X ∈ GL(p|q; C) и матрица V обратима, то матрицы R,
SV−1T и V содержат только четные элементы, а потому детерминанты,
присутствующие в формуле (1.29), корректно определены.

Кроме того, справедливо следующее обобщение леммы из п. 1.1.7.

1.7.3. Утверждение. Пусть C — суперкоммутативная суперал-
гебра, cpr : C−→ C/(C ¯1̄) — каноническая проекция, а

cpr : Mat(n; C) −→Mat(n; cpr(C))

— индуцированный ей гомоморфизм алгебр — поэлементная проек-
ция.

Матрица X ∈Mat(n; C) обратима тогда и только тогда, когда
обратима матрица cpr X.

Следствие. Если X =
(

R S
T V

)
∈GL(p|q; C), то матрицы R и V обра-

тимы.

Таким образом, для X ∈GL(p|q; C) формула (1.29) корректно опреде-
ляет det X.
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Упражнения. 1) Докажите утверждение 1.7.3.
2) Докажите, что при C =K или Λ(1) формула (1.29) определяет муль-

типликативную функцию на GL(1|1; C), а при C = Λ(n), где n > 1, эта
функция не мультипликативна!

В этой, казалось бы, отчаянной ситуации нам остается только ухва-
титься за последнюю соломинку и потребовать, чтобы суперслед и су-
пердетерминант были связаны друг с другом так же, как и обычные след
и детерминант:

det exp X = exp tr X. (1.31)

Тогда мы сразу будем вынуждены заключить, что в чисто нечетном случае
супердетерминант должен быть равен det V−1, а не det V . Мы пришли,
таким образом, к следующему определению.

1.7.4. Определим супердетерминант, или березиниан, как функ-
цию

Ber : GL(p|q; C) −→ C×
¯0̄

= GL(1|0; C)

на группе GL(p|q; C), заданную формулой (корректно определенной в силу
соображений из п. 1.7.3)

X =
(

R S
T V

)
7−→ Ber X = det(R− SV−1T) det V−1. (1.32)

Определение березиниана (как и суперследа), очевидно, асимметрично.
С равным основанием можно рассмотреть функцию

B̃er : X =
(

R S
T V

)
7−→ B̃erX = det(V − TR−1S) det R−1. (1.33)

Отметим, что Ber определен, если матрица V обратима, а B̃er — если
матрица R обратима. Если и V , и R обратимы, то B̃erX = (Ber X)−1, см.
следствие из п. 1.7.5.

Упражнение. Суперслед и березиниан связаны между собой точно так
же, как и обычные след и детерминант. Докажите, что

Ber X = exp str log X, (1.34)

если обе части формулы (1.34) определены.

Чтобы не путаться с логарифмом, удобнее пользоваться следствием из
формулы (1.34):

Ber exp X = exp str X. (1.35)

Мы будем иногда пользоваться следующим упрощенным вариантом
формулы (1.34). Пусть I — идеал в C, а X ∈Mat(p|q; I) ¯0̄. Тогда

Ber(1 + X) ≡ (1 + str X) (mod I2). (1.36)
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Функция Ber называется березинианом в честь Ф. А. Березина, ко-
торый первым описал ее (в случае чисто нечетной размерности). Самое
удивительное, что о существовании суперследа он узнал лишь несколько
лет спустя и, таким образом, не мог воспользоваться приведенными выше
соображениями. (Он получил правильную формулу, рассматривая замену
переменных в «интеграле Березина».)

Замечание. В отличие от det, определенного на всем простран-
стве Mat(n; K), березиниан не определен на всем суперпространстве
Mat(p|q; C) (ср. § 1.8), зато формулы (1.35) и (1.34) дают его анали-
тическое продолжение в окрестность единичной матрицы, состоящую из
неоднородных относительно четности элементов.

Вопрос. Какими свойствами обладает это продолжение? Например,
мультипликативно ли оно?

Сам-то березиниан мультипликативен (и это его основное свойство).

1.7.5. Теорема. Для любых X, Y ∈ GL(p|q; C) выполняется равен-
ство

Ber XY = Ber X · Ber Y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Красивое доказательство мультипликативности
березиниана дал Ф. А. Березин в книге [Бер] . Впрочем, утверждение сразу
следует из формулы (1.35) или (1.34) по аналитичности 1) .

Следствие. Для любого X ∈GL(p|q; C) выполняется равенство

а) B̃erX = (Ber X)−1, б) Ber Xst = Ber X, в) Ber XΠ = (Ber X)−1.

1.7.6. В начале п. 1.7.4 мы определили Ber только на суперматрицах
стандартного формата. Формулы (1.35) и (1.34) годятся для любого форма-
та Par, но они, увы, неявные. Чтобы получить явную формулу для любого
формата, воспользуемся изоморфизмом группы абстрактных операторов
с суперматричной группой

GL(M; C) ∼= GL(Par; C) ∼= GL(p|q; C). (1.37)

Применительно к суперматрицам это означает, как и в обычном случае,
что если поменять местами соседние строки (столбцы), то детерминант
поменяет знак. Такими перестановками суперматрицу можно перевести из
произвольного формата в стандартный, а потом вычислить Ber.

1) Первое доказательство (к счастью, не опубликованное) этого утверждения буквально
копировало то (занудное), что приведено для матриц в «Курсе алгебры» А. Г. Куроша, но
в [Лдет] , кроме теоремы 1.7.5, есть еще вычисление «супер K1» для суперкоммутативных
суперколец.
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Упражнение. Напишите явную формулу для березиниана матрицы
в формате m|q|n, где m + n = p, и в чередующемся формате: оба формата
часто встречаются.

В силу мультипликативности березиниана следующие подмножества
являются группами, причем изоморфными:

SL(M; C) = {X ∈GL(M; C) | Ber X = 1},
SL(Par; C) = {X ∈GL(Par; C) | Ber X = 1}.

(1.38)

Выражения (1.38) задают различные реализации так называемой специ-
альной линейной группы, являющейся, как мы увидим, группой C-точек
специальной линейной супергруппы.

Утверждение. Пусть N — прямой подмодуль модуля M, и пусть M,
N и M/N свободны, а X ∈ EndC (M). Если XN⊂N, то определены огра-
ничение оператора X на подмодуль N и индуцированный оператор
XM/N на фактормодуле M/N, причем

str X = str XN + str XM/N,

Ber X = Ber XN · Ber XM/N.

1.7.7. Ber X — точный квадрат на Pe(n; C). А. Сергеев заметил,
что на группе Pe(n; C) березиниан Ber X является точным квадратом.
Действительно, вспомним, что если B — нечетная невырожденная супер-
симметрическая билинейная форма, то

Pe(M; C) = {X ∈GL(M; C) | B(Xu, Xv) = B(u, v) для любых u, v ∈M},
или, в базисе стандартного формата,

Pe(M; C) = {X ∈GL(n|n; C) | J2n = XstJ2nX}.

Поэтому матрица X =
(

R S
T V

)
принадлежит Pe(n; C) тогда и только тогда,

когда
TtR− RtU = 0, TtS− RtV =−1n, V tS + StV = 0.

Таким образом, V = (Rt)−1 (1 + TtS), и получается, что

Ber X = det(R− SV−1T) det V−1 =

= det R det(1− R−1SV−1T) det Rt det(1 + TtS)−1 =

= det 2R det(1− R−1SV−1T) det −1 (1 + TtS).

Поскольку матрицы R−1SV−1T и TtS, очевидно, нильпотентны, суще-
ствуют корни (1 − R−1SV−1T)1/2 и (1 + TtS)1/2, а значит, функция Ber X
является точным квадратом. Для любого элемента X ∈ Pe(M; C) положим

Ser X =
√

Ber X = det R det(1− R−1SV−1T)1/2 det(1 + TtS)−1/2.
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Замечание. Наблюдение А. Сергеева становится очевидным, если вспомнить (см.
п. 1.6.7), что супералгебра Ли pe(n; C), отвечающая супергруппе Pe(n), состоит из супер-

матриц вида
(A B

C −At

)
, где B = Bt, и C = −Ct (или — в другой инкарнации — B = −Bt

и C = Ct), а str
(A B

C −At

)
= 2 tr A. Теперь вспомним формулу, выражающую березиниан

через суперслед.

Теорема. Для любых X, Y ∈ Pe(M; C) выполняется равенство

Ser XY = Ser X · Ser Y.

Упражнение. Докажите теорему.

Положим

SPe(M; C) = {X ∈ Pe(M; C) | Ber X = 1};
SSPe(M; C) = {X ∈ Pe(M; C) | Ser X = 1}.

Следствие. Справедливо соотношение

SPe(M; C) ≃ Z/2⋉ SSPe(M; C).

1.7.8. Пусть D ∈ derC — произвольное супердифференцирование су-
пералгебры C, а X ∈ GL(p|q; C). Определим действие оператора D на
суперматрице X формулой (ср. с определением scalarp,q (c) в п. 1.4.5)

(DX) ij = (−1)p(D)prow (i) D(Xij).

Предложение. Если D ∈ derC, а X ∈GL(p|q; C), то

D Ber X = str(DX · X−1) Ber X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся результатами п. 1.6.6 и рассмот-
рим морфизм ft = 1 + tD : C−→C. Поскольку ft — морфизм супералгебр,
Berft (X) = ft Ber X.

Теперь, с одной стороны,

BerftX = Ber(X + tDX) = Ber(1 + tDX · X−1) Ber X.

Поскольку t2 = 0, мы получаем Ber(1 + t ·DX · X−1) = 1 + str(t ·DX) · X−1,
и, следовательно,

BerftX = Ber X + t · str(DX · X−1) Ber X.

А с другой стороны, ft (Ber X) = Ber X + tD Ber X. Следовательно,

t str(DX · X−1) Ber X = tD Ber X.
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1.7.9. Явный вид обратной суперматрицы. Пусть

X =
(

A B
C D

)
∈GL(m|n; C), где C — суперкоммутативная супералгебра.

Непосредственно проверяется (см. (1.30)), что

X−1 =

(
(A − BD−1C)−1 −A−1B(D − CA−1B)−1

−D−1C(A − BD−1C)−1 (D − CA−1B)−1

)
.

Однако если так обращать большие суперматрицы, то придется много раз
обращать матрицы размеров m×m и n× n. Есть еще немало аналогичных
формул, одна неудобней другой. Следующий аналог обычного способа
с алгебраическими дополнениями наиболее предпочтительный из всех нам
известных.

Пусть суперматрица X(ij) получена из суперматрицы X вычеркиванием
i-й строки и j-го столбца. Здесь i, j пробегают значения от 1 до m + n,
но мы разрешаем им принимать также значение 0, что означает, что мы
не вычеркиваем строку или столбец. Пусть A∨ — суперматрица размера
m×m с элементами

A∨
ij = (−1) i+j Ber Xji = (−1) i+j det(Aji − Bj0D−1C0i) det D−1 =

= (−1) i+j det(A− BD−1C) ji det D−1.

Аналогично пусть D∨ — матрица размера n× n с элементами

D∨
ij = (−1) i+j Ber p(Xj+m,i+m) = (−1) i+j det(Dji − Cj0A−1B0i) det D−1 =

= (−1) i+j det(D− CA−1B) ji det A−1.

Теорема. Справедливо равенство

X−1 =

(
(Ber X)−1 · A∨ −Ber X · A−1BD∨

−(Ber X)−1 · D−1CA∨ Ber X · D∨

)
.

Упражнение. Докажите теорему.

Указание. Достаточно доказать любое из равенств XX−1 = 1 или
X−1X = 1. Первое из них почему-то легче доказать (формулы получаются
проще). Воспользуйтесь тем, что из определения матрицы A∨ следует, что

(A−BD−1C) ·A∨=A∨ (A−BD−1C) =det(A−BD−1C) detD−1 ·1m =Ber X ·1m,

и аналогично для D∨:

(D−CA−1B) ·D∨ = D∨ (D− CA−1B) = (Ber XΠ) · 1n = (Ber X)−1 · 1n.
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§ 1.8. Странная супералгебра Q(n), странный след
и странный детерминант

В этом параграфе мы введем супералгебру Q(n) — еще один «стран-
ный» («queer») аналог обычной матричной алгебры и специфический
странный след на ней, а на группе обратимых странных суперматриц опре-
делим странный детерминант.

1.8.1. Супералгебра Q(A). Пусть A — произвольная (например, не
обязательно суперкоммутативная) супералгебра. Супералгебра Q(A) со-
стоит из выражений вида X = a + eb, где a, b ∈ A, а четность и умножение
заданы формулами

Q(A) i = Ai ⊕ eAi− ¯1̄, где i ∈ Z/2;

(a + eb) (c + ed) = (ac− (−1)p(b) bd) + e(bc + (−1)p(a) ad).

Супералгебру Q(A) можно, таким образом, охарактеризовать как расши-
рение супералгебры A с помощью такого элемента e, что

p(e) = ¯1̄, e2 =−1 и ea = (−1)p(a) ce для любых a ∈ A.

Если A — супералгебра над суперкоммутативной супералгеброй C, то
определим окучивания (о-Q-чивания) ее слева и справа соответственно,
положив

Q(A) ∼= Q(C) ⊗C A и (A)Q∼= A⊗C Q(C).

Очевидно, что и Q(A), и (A)Q суть C-алгебры.
Рассмотрим два частных случая. Если A — чисто четная коммутативная

алгебра, то пространство Q(C) ¯1̄ изоморфно Π(A), а умножение

Q(A) ¯1̄ ×Q(A) ¯1̄ −→Q(A) ¯0̄ = A, (1.39)

коммутативное с точки зрения обычной алгебры, является антикоммута-
тивным (не суперкоммутативным!) с супер точки зрения. Аналогично если
A — алгебра Ли, то Q(A) — супералгебра Ли.

Таким образом, окучивание может привести к интересным результатам,
если на пространстве A имеются две нетривиальные операции: симметри-
ческая и антисимметрическая (и та и другая с приставкой супер, если A —
супералгебра).

Упражнение. Если A — ассоциативная алгебра, то Q(A) — ассоциа-
тивная супералгебра. Если A — алгебра с единицей, то супералгебра Q(A),
вообще говоря, не суперкоммутативна (пример: Q(R) = Cs).

1.8.2. Интерпретация супералгебры Q(A). Пусть C — суперком-
мутативная супералгебра, а A — линейная супералгебра над C, т. е. по-
далгебра супералгебры эндоморфизмов EndC (A). Если M — свободный
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A-модуль, то супералгебру Q(A) тоже можно реализовать как линей-
ную над C. Для этого рассмотрим тензорное произведение C-модулей
Q(C) ⊗C M и зафиксируем в EndC Q(C) произвольный нечетный оператор I,
такой что I2 =−1. Тогда отображение

X + eY 7−→ 1⊗ X + I ⊗ Y при X, Y ∈ A (1.40)

задает вложение супералгебры Q(A) в EndC (Q(C) ⊗C M).
В матричном виде это вложение выглядит следующим образом. Если

mI =
(

0 lm 0

)
, где l, m ∈ C ¯0̄ и lm = −1, а mX, mY — матрицы операторов

X, Y в некотором базисе {m1, . . . , mn} C-модуля M, то отображение (1.40)
имеет вид

mX + emY 7−→
(

mXA (−1)p(Y)+1l mYm mY (−1)p(X) mX

)

в базисе {1⊗m1, . . . , 1⊗mn, e⊗m1, . . . , e⊗mn} модуля Q(C) ⊗C M.
Положим Q(n; C) := Q(Mat(n|0; C)). В простейшем случае I = J2n

образ супералгебры Q(n; C) в Mat(n|n; C) состоит из матриц вида (ре-
ализация J) (

A (−1)p(B)+1B

B (−1)p(A)A,

)
, (1.41)

где A, B ∈Mat(n|0; C). Часто используется и другая реализация (реали-
зация Π) супералгебры Q(n; C), в которой она состоит из матриц вида

(
A (−1)p(B) B

B (−1)p(A) A

)
. (1.42)

Если поле K алгебраически замкнуто, то реализация Π соответствует I =
=
√
−1 Π2n.

Упражнение. 1) Какая матрица отвечает элементу eB в реализации Π?
2) Докажите, что в реализации Π супералгебра Q(n; C) является цен-

трализатором суперматрицы Π2n, а в реализации J — централизатором
суперматрицы J2n.

Обычно над K = C супералгебру Q(n; C) определяют как C(J2n)
и интерпретируют как супералгебру, сохраняющую нечетную комплексную
структуру. Докажите, что над C супералгебры C(J2n) и C(Π2n) изоморфны
(и даже сопряжены), а над K= R— нет.

3) Докажите, что Q(Mat(p|q; C)) ≃Q(p + q; C).
4) Докажите, что Q(Q(n; C)) ≃Mat(n|n; C).

Вопрос. Как интерпретировать в терминах оQчивания алгебры H и O?

Указание. Ответ для H ищите в главе, посвященной суперверсии груп-
пы Брауэра.
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1.8.3. Странный след. Суперслед тождественно равен нулю на
Q(n; C) ⊂Mat(n|n; C), как ее не вложи, см. (1.41) и (1.42). Вместо него
на Q(n; C) есть другой, «странный» да еще и нечетный след, заданный
формулой

qtr(A + eB) = str B.

Обозначим через q(n; C) = Q(n; C)SL странную супералгебру Ли.

Упражнение. 1) Докажите, что

qtr [X, Y] = 0 при всех X, Y ∈Q(n; C). (1.43)

2) Докажите, что коммутант q′ (1; C) супералгебры Ли q(1; C) состоит
из элементов вида 1⊗ c, где c∈C, и, значит, изоморфен C, а факторалгебра
Ли q(1; C)/q′ (1; C) изоморфна, как супералгебра Ли, суперпространству
Π(C) с нулевой скобкой. Образ элемента e в этом факторе будем обозна-
чать через ¯ ¯e.

3) Докажите, что отображение

q(n; C) −→ q(1; C)/q′ (1; C), A + eB 7−→ ¯ ¯e str B,

является морфизмом супералгебр Ли.

За свойство (1.43) отображение qtr и названо следом. Это свойство
означает, что «странный» след qtr : q(n; C) −→ gl(1; C) ≃CSL является го-
моморфизмом супералгебр Ли (уважает скобку). Однако qtr не морфизм!
Еще бы: он ведь меняет четность.

Чтобы получить морфизм, нужно ввести нечетный параметр. Обозна-
чим его t и заметим, что gl(1; C) ⊗C C [t] ≃ gl(1; C [t]) ≃ C [t] — коммута-
тивная супералгебра Ли, причем отображение

q(1; C)/q′ (1; C) −→ gl(1; C), ¯ ¯ec 7−→ tc,

задает вложение супералгебр Ли. Тогда и сквозное отображение

q(n; C) −→ gl(1; C [t]), A + eB 7−→ t str B,

является морфизмом супералгебр Ли.

1.8.4. GQ(n; C). Обозначим через GQ(n; C) группу четных обрати-
мых элементов из Q(n; C). Группа GQ(n; C) — «странный» аналог общей
линейной группы.

Группу GQ(n; C) можно рассматривать как подгруппу общей супер-
матричной группы GL(n|n; C), состоящей из обратимых суперматриц вида

X =





(
A B
B A

)
, если Q(n; C) = C(J2n);

(
A B
−B A

)
, если Q(n; C) = C(Π2n).
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Другая реализация: GQ(n; C) изоморфна группе всех (любых: четных,
нечетных, неоднородных) обратимых суперматриц из Mat(n|0; C). Изомор-
физм дается формулой

A + eB 7−→ A + B.

А учитывая изоморфизм Q(Mat(p|q; C)) ≃Q(p + q; C), можно по аналогии
отождествить группу GQ(p + q; C) с группой всех обратимых суперматриц
из Mat(p|q; C).

В свете того что str |Q(n) = 0, следующая лемма совершенно очевидна.

Лемма. На подгруппе GQ(n; C) ⊂ GL(n|n; C) березиниан тожде-
ственно равен 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если X∈C(J2n), то X =
(

R S
S R

)
и, значит, X = XΠ,

где
(

A B
C D

)Π

=
(

D C
B A

)
. Поэтому Ber X = (Ber X)−1, см. п. 1.7.3.

Рассмотрим матрицу Xt =
(

R tS
tS R

)
над C [t] , где p(t) = ¯0̄. Тогда

Ber Xt = 1 + a1t + . . . + artr ∈ C [t] .

Пусть i — наименьший номер, такой что ai 6= 0. Тогда

1 = (Ber Xt)2 = 1 + 2ait
i + ti+1 (. . .),

откуда следует что ai = 0. Значит, Ber Xt = 1 при всех t, в частности, при
t = 1.

Перейдем теперь к определению странного детерминанта. Для каждой
нечетной матрицы X ∈Mat(n|0; C) положим

F(X) =
∑

i>1

str(X)2i−1

2i − 1
. (1.44)

Заметим, что на самом-то деле ряд (1.44) — многочлен (см. упражнение из
п. 1.4.4).

Упражнения. 1) Докажите, что если A, B ∈Mat(n|0; C), причем мат-
рица A четна, а B нечетна, то F(AB) = F(BA). В частности, если матрица
A обратима, то F(ABA−1) = F(B).

2) Докажите, что если матрица D ∈Mat(n|0; C) ¯1̄ делится на некоторый
нечетный элемент супералгебры C, то

F(B + D) = F(B) + str D(1− B2)−1.

Определим теперь странный детерминант qet : GQ(n; C) → C ¯1̄
формулой

qet(A + eB) = F(A−1B) =
∑

i>1

str(A−1B)2i−1

2i − 1
. (1.45)



84 Гл. 1. Линейная алгебра в суперпространствах

Замечание. Обращаем внимание читателя на сходство формулы (1.45)
с формулой для аргумента комплексного числа (это логарифм, следы чле-
нов с четными номерами равны 0). Конечно, это не случайно.

1.8.5. Теорема. Если X, Y ∈GQ(n; C), то

qet XY = qet X + qet Y. (1.46)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой нечетной матрицы B ∈ Mat(n|0; C)
положим XB = 1 + eB∈GQ(n; C). Тогда можно представить любой элемент
X = A + eB ∈GQ(n; C) в виде X = AXA−1B = XBA−1 A.

Если матрица E содержит только один ненулевой элемент, то соответ-
ствующую матрицу XE будем называть элементарной.

1.8.5а. Упражнения. 1) Докажите теорему для случая, когда один из
элементов X или Y лежит в подгруппе GL(n|0; C) ⊂GQ(n; C).

2) Докажите, что

A−1XBA = XA−1BA, XBXD = (1 + BD)X(1+BD)−1 (B+D) .

3) Докажите, что группа GQ(n; C) порождается подгруппой GL(n|0; C)
и элементарными матрицами.

4) Обозначим через G подмножество тех элементов X ∈GQ(n; C), для
которых

qet(XY) = qet X + qet Y при всех Y ∈GQ(n; C).

Ясно, что G является подгруппой в GQ(n; C), содержащей GL(n|0; C).
Поэтому для доказательства теоремы достаточно проверить, что все эле-
ментарные матрицы лежат в G. Более того, в силу упражнения из п. 1.8.4
равенство (1.46) достаточно проверить лишь для пар вида X = XE, Y = XB,
где XE — элементарная матрица. Тогда

qet XEXB = F((1 + EB)−1 (E + B)).

Учитывая, что матрица E содержит лишь один ненулевой элемент (причем
нечетный), получаем

(1 + EB)−1 (E + B) = (1− EB) (E + B) = E + B− EB2 = B + E(1− B2).

В силу свойства 2) упражнения из п. 1.8.4 заключаем, что

qet XEXB = F(B + E(1− B2)) = F(B) + str E = qet XB + qet E,

что и требовалось доказать.
1.8.5б. Упражнения. 1) Докажите, что коммутант GQ′ (1; C) группы

GQ(1; C) изоморфен группе C×
¯0̄
≃GL(1; C), а фактор по нему изоморфен

аддитивной группе Π(C ¯1̄).
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2) Теорема 1.8.5 означает, что qet : GQ(n; C) −→GQ(1; C)/ GQ′ (1, C) —
гомоморфизм групп, но не морфизм. Чтобы получить морфизм, мы опять
должны ввести нечетный параметр; обозначим его t.

Докажите, что вложение

Π(C ¯1̄) ≃GQ(1; C)/ GQ′ (1, C) −→GL(1; C [t]),

c 7−→ 1 + tc для любого c ∈ C ¯1̄,

является групповым морфизмом.
3) Докажите, что соответствующее сквозное отображение

q̃et : GQ(n; C) −→GL(1; C [t]), X 7−→ 1 + t qet X,

является групповым морфизмом.
4) Докажите, что для любого X ∈ q(n; C) ¯1̄ справедлива формула

exp(t qtr X) = q̃et exp X.

5) Как и для суперследа, имеется упрощенная формула, описывающая
связь между qet и qtr. Если I ⊂ C — идеал и X ∈Q(n; I), то

qet(12n + X) ≡ qtr(X) mod I2.

1.8.6. Π-симметрии, J-симметрии и Q-модули. Пусть M — свобод-
ный C-модуль, а Π ∈ EndC (M) — нечетный оператор, такой что Π2 = idM.
Пару (M, Π) назовем Q-модулем с Π-симметрией.

Если (N, Π′) — другой Q-модуль, то гомоморфизмами Q-модулей будут
по определению считаться только элементы суперпространства

HomQ
C (M, N) := {X ∈HomC (M, N) |Π′X = (−1)p(X) XΠ}.

Очевидно, что HomQ
C (M, N) есть C-подмодуль модуля HomC (M, N).

Если (L, Π′′) тоже Q-модуль, то композиция гомоморфизмов задает мор-
физм

HomQ
C (N, L) ⊗ C HomQ

C (M, N) −→HomQ
C (M, L).

Положим
QC (M) = QC (M, Π) = HomQ

C (M, M).

Очевидно, что QC (M) — подсупералгебра в EndC (M). Пусть GQC (M) —
группа четных обратимых элементов из QC (M). Ясно, что GQC (M) —
группа автоморфизмов Q-модуля (M, Π).

1.8.6а. Упражнение. Пусть rk M <∞. Из наличия Π-симметрии у M
следует ограничение на суперранг: srk M = n|n. Кроме того, в M есть базис
{m1, . . . , mn, m′

1, . . . , m′
n}, такой что при всех i выполняются равенства

p(mi) = p(m′
i) + 1 и

Πmi = m′
i, Πm′

i = mi. (1.47)
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В частности, все Q-модули над C суперранга n|n изоморфны.

Над R есть и другой тип Q-модулей: с нормировкой Π2 =− idM. Назо-
вем их J-симметриями по аналогии с комплексными структурами.

Базис M = {m1, . . . , mn, m′
1, . . . , m′

n}, удовлетворяющий условию
(1.47), назовем Q-базисом; для J-симметрии в одном из двух равенств
в (1.47) (любом) нужно вставить знак минус.

Каждому X ∈QC (M) сопоставим суперматрицу в некотором Q-базисе.
Это задает изоморфизм супералгебр QC (M) −→ Q(n; C) и изоморфизм
групп GQC (M) −→GQ(n; C). Если N = { jm1, . . . , jmn, jm′

1, . . . , jm′
n}— дру-

гой Q-базис того же формата, то матрица перехода от M к N принадлежит
группе GQ(n; C).

Положив qtr X = qtr(mX) и qet X = qet(mX), где mX — суперматрица опе-
ратора X в каком-то Q-базисе, мы определяем гомоморфизмы

qtr : QC (M) −→QC (C) и qet : GQC (M) −→GQC (C).

Из сказанного ниже следует, что эти гомоморфизмы определены кор-
ректно, т. е. не зависят от выбора базиса.

1.8.6б. Упражнение. 1) Пусть (M, Π) — Q-модуль, N ⊂M — Q-под-
модуль, т. е. тоже Q-модуль, а Π-симметрия на N индуцирована с M. Пусть
M, N и M/N — свободные модули и X ∈ QC (M) — такое преобразование,
что XN ⊂ N. Тогда

qtr X = qtr XN + qtr XM/N, если X ∈QC (M),

qet X = qet XN − qet XM/N, если X ∈GQC (M).

2) Докажите равенство

D qet X = qtr(DX · X−1) · qet X.

1.8.7. Q-тензорное произведение Q-модулей. Если (M, Π) — это
Q-модуль, а N — свободный C-модуль, то супертензорные произведения
M⊗C N и N⊗C M обладают естественными Π-симметриями Π⊗ 1 и 1⊗Π
соответственно и, тем самым, являются Q-модулями, причем

QC (M⊗C N) = HomQ
C (M⊗C N) = QC (M) ⊗C EndC (N);

QC (N ⊗C M) = EndC (N) ⊗C QC (M).

Если же мы рассмотрим супертензорное произведение двух Q-модулей,
то оно будет обладать слишком большой симметрией.

Для простоты разберем более подробно случай K=C. Выбор Q-базиса
в Q-модуле (M, Π) суперранга n|n позволяет отождествить сам модуль
с супертензорным произведением Q(C) ⊗C M ¯0̄ или M ¯0̄ ⊗C Q(C), если по-
ложить e = iΠ (т. е. если рассматривать Q(C) как Q-модуль с оператором

§ 1.8. Странная супералгебра Q(n), странный след и странный детерминант 87

ie в качестве симметрии). Это отождествление снабжает (M, Π) струк-
турой левого или соответственно правого Q(C)-модуля. Алгебра QC (M)
сохраняет эту структуру и совпадает с централизатором Q(C):

QC (M) = End M ¯0̄ ⊗QC (Q(C)) или QC (M) = QC (Q(C)) ⊗ End M ¯0̄,

причем QC (Q(C)) ≃Q(C).
Пусть теперь (M, ΠM) и (N, ΠN) — два Q-модуля. Представим их в опи-

санном виде:

M = M ¯0̄ ⊗C Q(C)M, N = Q(C)N ⊗C N ¯0̄,

где Q(C)M = Span(1M, eM) и Q(C)N = Span(1N, eN) — два изоморфных, но
разных экземпляра супералгебры Q(C).

К сожалению, даже после такого представления мы не можем рас-
смотреть тензорное произведение M и N над Q(C), поскольку не каждый
модуль над Q(C) двусторонний.

Однако произведение алгебр эндоморфизмов соответствующих Q-струк-
тур слишком мало́ для всего тензорного произведения M⊗C N:

A = QC (M) ⊗QC (N) = End M ¯0̄ ⊗QC (Q(C)M) ⊗QC (Q(C)N) ⊗ End N ¯0̄ ≃
≃ End M ¯0̄ ⊗ End Q(C) ⊗ End N ¯0̄ ≃ End(M ¯0̄ ⊗C Q(C) ⊗C N ¯0̄).

Заметим, тем не менее, что подмодули V1, V2 ⊂M⊗C N, определенные
как

V1 = Span(1M ⊗ 1N + eM ⊗ eN, eM ⊗ 1N − 1M ⊗ eN),

V2 = Span(1M ⊗ 1N − eM ⊗ eN, eM ⊗ 1N + 1M ⊗ eN),

инвариантны относительно умножения на eM ⊗ 1N слева и 1M ⊗ eN справа.
Поэтому, отождествив

QC (Q(C)M) = Span(1M ⊗ 1N, 1M ⊗ eN),

QC (Q(C)N) = Span(1M ⊗ 1N, eM ⊗ 1N),

мы видим, что алгебра A действует в каждом из подмодулей

W1 = M ¯0̄ ⊗ V1 ⊗ N ¯0̄ и W2 = M ¯0̄ ⊗ V2 ⊗ N ¯0̄,

причем M⊗C N = W1 ⊕W2.
Назовем Q-тензорным произведением M ⊗Q N модулей (M, ΠM)

и (N, ΠN) каждый (любой) из изоморфных модулей W1 и W2. Как видим,
Q-тензорное произведение составляет половину от обычного тензорного
произведения.
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§ 1.9. Тензоры в линейной супералгебре

Тензорами в линейной алгебре классики называли элементы различ-
ных конечномерных модулей над GL(V) = GL(n; K), где n = dim V . Как
правило, этот термин применяется, впрочем, не ко всем конечномерным
модулям, а лишь к тем, которые построены из двух основных блоков:
тавтологического модуля V и двойственного к нему V∗. На этих мо-
дулях 1n ∈ GL(n; K) действует как скалярный оператор, умножающий на
(неотрицательное) целое число.

Сперва положим (надеемся, что точку видно)

T
.
(V) :=

⊕
n>0

Tn (V), (1.48)

где T0 (V) =K, T1 (V) = V , а Tn (V) = V ⊗C . . .⊗C V (n > 1 сомножителей).
Элементы пространства Tn (V) называются контравариантными

тензорами ранга (типа, валентности) n.
Пространство T

. (V) наделено естественной структурой алгебры:

(v1 ⊗ . . .⊗ vn) (w1 ⊗ . . .⊗wm) := v1 ⊗ . . .⊗ vn ⊗w1 ⊗ . . .⊗wm.

Аналогично определим пространство

T. (V) :=
⊕

m>0
Tm (V∗).

Элементы пространства Tm (V∗) называются ковариантными тензо-
рами ранга (типа, валентности) m. Наконец, положим

Tn
m (V) = Tn (V) ⊗ Tm (V∗); T

.

. (V) =
⊕

n,m>0
Tn

m (V).

Элементы пространства Tn
m (V) называются тензорами ранга (типа, ва-

лентности) (n, m).
Все перечисленные понятия имеют непосредственные прямые, однако

более сложные аналоги в суперслучае. Сразу обратим внимание читателя
на два хорошо известных факта, с которыми в суперслучае нам придется
распроститься:

1) если charK = 0, то представление группы GL(V) в пространстве
T

.

. (V) вполне приводимо;
2) в n-й внешней степени модуля V ранга n элемент группы GL(V)

действует, умножая на детерминант элемента.

Замечания. 1) Оба этих утверждения в суперслучае неверны. С точки
зрения теории представлений суперслучай похож на случай положительной
характеристики.

2) Несмотря на то что в наши дни теория представлений является ра-
бочим инструментом каждого теоретического физика, тензоры никогда не
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определяются в учебниках в терминах представлений алгебр Ли. Влияние
сложившихся традиций столь велико, что мы даже не решаемся включить
в этот параграф «спинорные» представления, известные каждому физику
чуть не с первого курса и не менее важные для физиков, чем тензоры.
Мы выносим их, а также Хау-двойственные (R. Howe) им осцилляторные
представления в другие тома.

1.9.1. Тензоры-родственники. Специфика суперслучая.

1) У GL(m|n, C)-модуля V не один «родственник» — V∗, а несколько:
во-первых, даже двойственных модулей не один, а два: левый модуль ∗V ,
и правый модуль V∗; во-вторых, Π(V) и (V)Π и их левые и правые
двойственные. Над C количество родственников еще возрастает за счет
эрмитово сопряженных.

2) Если представление det группы GL(n; K) := GL(V) можно реали-
зовать как прямое слагаемое в тензорах типа Tn (V), где dim V = n, то
1-мерное представление супергруппы GL(n|m; C), заданное березинианом,
не реализуется как прямое слагаемое даже в пространстве тензоров более
общего вида Tn

m (V), см. ниже, а является фактором некоторого подмодуля.

На время мы удовлетворимся наивным определением тензора над су-
перпространством (C-модулем) V как элемента супералгебры T

. (V). При
необходимости мы рассмотрим также (для простоты — над K)

T
.
(V ⊕ V∗ ⊕Π(V) ⊕Π(V∗)).

Над K можно, как легко видеть, ограничиться четырьмя родственниками.
Над C обязательно рассматривать всю мишпоху 1) : составляя пакет про-
грамм для работы с супералгебрами Ли, в частности, для вычисления их
когомологий, Грозман (см. [Gr]) был вынужден все это тщательно описать
(в отличие от людей, компьютер не умеет делать умный вид, если не
понимает).

С точки зрения представлений (алгебр Ли), естественно обобщить по-
нятие тензора на другие классические группы и их алгебры Ли, а также не
делать принципиального различия между тензорами и спинорами. Мы так
и поступим в следующем томе, и даже раньше.

1.9.2. Симметрическая алгебра модуля. В супералгебре T
.
C (M) рас-

смотрим двусторонний идеал Is, порожденный элементами вида

xy− (−1)p(x)p(y) yx, где x, y ∈M = T1
C (M).

Симметрической (правильней бы: суперсимметрической) алгеброй
над C-модулем M называется

S
.
C (M) := T

.
C (M)/Is, где x, y ∈M = T1

C (M).

1) Мишпоха́ — это семья на идише.



90 Гл. 1. Линейная алгебра в суперпространствах

Очевидно, что элементы из M порождают S.
C (M) и супералгебра S.

C (M)
суперкоммутативна.

1.9.3. Кососимметрическая, или внешняя, или антисимметриче-
ская, алгебра модуля. Определим кососимметрическую (часто говорят
внешнюю) супералгебру C-модуля M, положив

E
.
C (M) = S

.
C (Π(M)).

Для простоты мы часто пишем S(M) и E(M). (Здесь трехходовая сме-
на обозначений. Во-первых, исчезла точка, во-вторых, сменился шрифт,
а в-третьих, исчез индекс C. Дальше без предупреждения индексы то
появляются для ясности, то исчезают для краткости.)

Естественнейшим образом возникает и конкурирующее определение.
Пусть IΛ — двусторонний идеал в T

.
C (M), порожденный элементами

x⊗ y + (−1)p(x)p(y) y⊗ x, где x, y ∈M = T1
C (M).

Назовем супералгебру
ΛC (M) = TC (M)/IΛ

антисимметрической супералгеброй C-модуля M. В отличие от S(M)
и E(M), супералгебра Λ(M) не суперкоммутативна относительно четности,
индуцированной четностью в T (M). Однако если вспомнить, что и T (M),
и все три введенных выше факторалгебры еще и Z-градуированы степе-
нью (рангом) тензора, то легко проверить, что алгебра Λ(M) градуиро-
ванно-коммутативна относительно (Z/2× Z)-градуировки: для любых
x, y ∈ Λ(M) имеем

xy = (−1)deg(x) deg(y)+p(x)p(y)yx.

Замечание. Нам больше нравится определять аналог внешней алгебры
векторного пространства как EC (M), поскольку эта супералгебра супер-
коммутативна и с ней просто работать, но, честно говоря, это дело вкуса.
Дело в том, что, как пространства, ΛC (M) и EC (M) изоморфны, а умноже-
ние можно слегка переделать, положив

x ∗ y = (−1)p(x) deg(y) xy для x, y ∈ ΛC (M),

и задать новую четность на ΛC (M), положив

P(x) = p(x) + deg2 (x), где deg2 (x) = deg x mod 2.

Легко видеть, что умножение «∗» и новая четность «превращают» ΛC (M)
в EC (M), в частности, относительно P и «∗» супералгебра ΛC (M) супер-
коммутативна. Дальнейшее развитие этого замечания см. в Дополнении
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(теорема Неклюдовой), где показана ненужность (в точно описанном в тео-
реме смысле) «цветных» супералгебр. 1)

1.9.4. Как и соответствующие алгебры, супералгебры T (M), S(M)
и E(M) обладают (естественно ожидаемыми по аналогии) свойствами уни-
версальности, ср. [Ленг] , описание которых мы опускаем за очевидностью.

При первом знакомстве с супералгебрами удивляет следующий факт.

Утверждение. Пусть rk M = p|q. Если pq 6= 0, то при любом n ∈ Z+

и En
C (M) 6= 0, и Sn

C (M) 6= 0.

Действительно, пусть E и S— операторы внешней и симметрической
степеней суперпространств, а E и S — операторы внешней и симметриче-
ской степеней пространств. Тогда

Sn (V) =
⊕

i+j=n

Si (V ¯0̄) ⊗ Ej (V ¯1̄);

En (V) =
⊕

i+j=n

Ei (V ¯0̄) ⊗ Sj (V ¯1̄).

Как правило, нам не встречаются одновременно S(V) и E(V), поэтому
мы обозначаем умножение точкой или просто ставим сомножители ря-
дом; при необходимости же симметрическое (точнее, суперсимметрическое)
умножение мы обозначаем знаком ◦, а антисимметрическое — знаком ∧.
Обычно для простоты пишут S(V) и E(V) вместо S(V) и E(V), однако
иногда такая запись вносит путаницу.

1.9.5. Действие симметрической группы. Каждая перестановка
∈Sn действует на Tn
C (M), переставляя сомножители. Приняв во внимание

четности, мы, вслед за А. Сергеевым, получаем новый взгляд на пред-
ставления симметрической группы. А именно, определим линейные отоб-
ражения symm и alt — симметризацию и антисимметризацию (упо-
требляют и корявое по-русски слово «альтернация») следующим образом.
Пусть в упорядоченном наборе однородных элементов x1, . . . , xn ∈ M
подмножество {xi1 , . . . xik

}, где k 6 n, — упорядоченный поднабор всех
нечетных элементов. Пусть 
′ ∈ Sk — перестановка этих нечетных элемен-
тов, индуцированная перестановкой 
 ∈ Sn, действующей на множестве
{x1, . . . , xn}. Положим 2)

sgn(
; x1, . . . , xn) = sgn
′.

1) До недавнего времени нам, собственно, не были известны другие примеры «цветно-
коммутативных» алгебр, что усиливало впечатление, что изучать «цветные» супералгебры —
пустое занятие. Недавние результаты В. Овсиенко с коллегами (см. arXiv)показали, однако,
новое, совершенно неожиданное, и очень перспективное направление их исследования.

2) Для тех, кто знает слово «коцикл»: функция sgn(
; x1, . . . , xn) — коцикл на группе Sn.



92 Гл. 1. Линейная алгебра в суперпространствах

Определим отображения

symmn : Tn
C (M) −→ Sn

C (M),

symmn (x1 ⊗ . . .⊗ xn) =
1
n!

∑
∈Sn

sgn(
; x1, . . . , xn)x
(1) ⊗ . . .⊗ x
(n) .

Иногда бывает полезно отображение

altn := symmn ◦Π : Tn (Π(M)) −→ Sn (Π(m)).

Пусть
symm =

⊕
n>1

symmn, alt =
⊕
n>1

altn .

1.9.6. Пусть M и N — C-модули, а F ∈ (HomC (M, N)) ¯0̄. Морфизм F ин-
дуцирует, очевидно, естественный морфизм C-алгебр T (F) : TC (M)−→TC (N),
согласованный с заменами базы.

Аналогичные утверждения, очевидно, верны и для симметрической,
и для внешней алгебр, и соответствующие морфизмы обозначаются S(F)
и E(F).

Если M = L ⊕ N — прямая сумма C-модулей, то определим вложениеa : M−→ S(L) ⊗C S(N), положивa(l, n) = l⊗ 1 + 1⊗ n.

Упражнение. 1) Гомоморфизм S(a) : S(M) −→ S(L) ⊗C S(N), продол-
жающий a, является изоморфизмом.

2) Аналогично E(a) : E(M) −→ E(L) ⊗C E(N) тоже изоморфизм.

Пусть N⊂M — подмодуль, а IN — идеал, порожденный множеством N.
Положим

gr. IN =
⊕
i>0

gri IN, где gri IN = Ii
N/Ii−1

N , I0
N = C, I−1

C = 0.

На супералгебре IN есть и другая градуировка, унаследованная от
S

. (M):
gr

.
IN =

⊕
k>0

grk IN, где grk IN = IN ∩ Sk (M).

Утверждение. Если N — прямое слагаемое в M, то

grn
i IN ≃ Si (N) ⊗ Sn−i (M/N).

1.9.7. Базисы в C-модулях S(M) и E(M). Если M — свободный
C-модуль ранга p|q, а {m1, . . . , mp+q}— базис стандартного формата,
то мультииндексом типа (p ¯0̄, q ¯1̄) назовем набор N = (n1, . . . , np, n1, . . .
. . . , nq), где ni ∈ Z+, а nj = 0, 1. Для N = (N1, . . . , Np+q) положим

|N|=
∑

Ni и mN = mN1
1 ⊗ . . .⊗m

Np+q

p+q .
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Упражнение. Набор мономов mN для всевозможных мультииндексов
N типа (p ¯0̄, q ¯1̄) образует базис C-модуля SC (M); мономы с |N|= r образуют
базис C-модуля Sr

C (M).
Аналогично набор мономов вида (Π(m))N для всех мультииндексов типа

(q ¯0̄, p ¯1̄) образует базис C-модуля EC (M); мономы с |N|= r образуют базис
C-модуля Er

C (M).

Иногда базис в M обозначают x1, . . . , xp+q, знак тензорного умножения
опускают и записывают SC (M) в виде C [x] или C [M] .

1.9.8. Модуль VolC (M) (см. [БЛ]). Пусть M — свободный C-модуль
ранга p|q. Каждому базису M = (m1, . . . , mp+q) модуля M сопоставим сим-
вол vM, причем p(vM) = p + q mod 2. Пусть VolC (M) — фактор свободного
C-модуля, порожденного символами vM, по подмодулю, порожденному
следующими соотношениями:

1) в стандартных базисах

vg(M) = (Ber g)vM, где g(M) = (gm1, . . . , gmp+q)
для всех g ∈GLC (M);

(1.49)

2) для базисов M любых форматов и 
 ∈ Sp+q положим

v
(M) = (−1)sgn(
) vM, где 
(M) = (m
(1) , . . . , m
(p+q)). (1.50)

Обозначим через volM образ элемента vM в VolC (M).

Упражнение. 1) Докажите, что VolC (M) — свободный C-модуль с од-
ной образующей, в качестве которой можно выбрать volM для любого
базиса. Группы GLC (M) и Sp+q действуют на VolC (M) по вышеприведенным
формулам (1.49) и (1.50).

2) Если M = N⊕ L — сумма свободных C-модулей, то, объединив базис
N модуля N с базисом L модуля L, мы получим изоморфизм

VolC (N) ⊗C VolC (L) −→VolC (M).

Если q = 0, то, представив M в виде суммы p модулей ранга 1 каждый,
получаем изоморфизм

VolC (M) −→ E
p
C (M), volm1,...,mp

7−→Π(m1) · . . . ·Π(mp).

Если pq 6= 0, то VolC (M) — подфактор модуля E
p
C (M) ⊗ E

q
C (M), а не

прямое слагаемое, см. том 2.

1.9.9. Пусть A — суперкоммутативная C-алгебра, M — модуль над A
и DA ∈ derC (A). Назовем оператор DM ∈ EndC (M) дифференцированием
C-модуля M, согласованным с DA, если

DM (ma) = DM (m)a + (−1)p(m)p(DM) mDA (a),
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или, что эквивалентно,

[DM, a] = DA (a).

Оператор D ∈HomC (A, M), такой что

D(ab) = D(a)b + (−1)p(a)p(D) aD(b) для любых a, b ∈ A,

назовем супердифференцированием из C-алгебры A в A-модуль M.
Суперпространство таких супердифференцирований обозначим через
der(A, M).

Упражнение. Пусть DA ∈ derC (A), и пусть DM и DN — супердифферен-
цирования A-модулей M и N, согласованные с DA. Докажите следующие
утверждения.

1) Операторы D⊗ ∈ EndC (M⊗A N) и DHom ∈EndC (HomA (M, N)), такие
что для любых m ∈M, n ∈ N и X ∈HomA (M, n) выполняются равенства

D⊗ (m⊗ n) = DM (m) ⊗ n + (−1)p(m)p(DM) m⊗DN (n),

DHom (X) = DN (X) − (−1)p(DN)p(X)XDM,

являются супердифференцированиями, согласованными с DA.
2) В частности, определены согласованные с DA супердифференциро-

вания DM∗ ∈ EndC (M∗) и DΠ(M) ∈ EndC (Π(M)).
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3) У A-модуля T
.
A (M) имеется единственное супердифференцирова-

ние DT , согласованное на T0 = A и T1 = M с DA и DM соответственно.
Аналогичные супердифференцирования DS и DE имеются и у модулей
SA (M) и EA (M).

4) Пусть M — свободный A-модуль ранга p|q. Существует единственное
дифференцирование DVol ∈EndC (VolC (M)), согласованное с DA и такое, что

DVol (vM) = (str DM (M)) · vM,

где матрица DM (M) = (Dij) определена формулой

DM (M)mi =
∑

j

mjDji.

§ 1.10. Дифференциальные градуированные
супералгебры (DGA)

1.10.1. Дифференциальная градуированная супералгебра — это
Z-градуированная супералгебра A с нечетным супердифференцированием
(дифференциалом) d, таким что d2 = 0.

Под названием DGA эти супералгебры появились как важный ин-
струмент в топологии (см. [ГМ]) сравнительно поздно: лет за 20 до
суперсимметрий, а могли бы и много раньше: и все необходимое было,
и полезность этих алгебр была замечена.

Пример. Коцепной комплекс — это набор {Mi, di}i∈Z модулей над
суперкоммутативной супералгеброй C и гомоморфизмов («дифференциа-
лов») di : Mi −→Mi+1, таких что

p(di) = ¯1̄ и di+1 ◦ di = 0 при всех i.

В «обычной» математике комплексы во всех 1) примерах ограничены с од-
ной стороны:

Mi = 0 при i < 0.

Ниже мы увидим, что в суперматематике такое ограничение неестествен-
но (важный пример: комплекс интегро-дифференциальных форм на чисто
нечетном суперпространстве).

Цепной комплекс определяется аналогично, но дифференциалы дей-
ствуют, уменьшая индекс: di : Mi→Mi−1; соответственно требуется, чтобы
выполнялись условия

p(di) = ¯1̄ и di ◦ di+1 = 0 при всех i.

1) Известных мне. — Прим. ред.
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Этот набор данных можно описать единообразно, рассмотрев C [x]-мо-
дуль M =

⊕
Mi, где x— нечетная переменная, такая что x2 = 0. Действие

этой переменной x на M реализуется посредством дифференциалов di.
Индекс i часто опускают, и такое обезличивание дифференциалов и отож-
дествляет их с x.

Бикомплексы в нашей терминологии — это Z× Z-градуированные мо-
дули над C [x1, x2] . Аналогично определяются поликомплексы.

1.10.1а. Вопрос. Поскольку эти объекты до сих пор рассматривались над коммутатив-
ными алгебрами C, а не над СУПЕРалгебрами, никто не задумывался над вопросом: какая —
в данном контексте — заложена идея в том, что имеются и C+-, и C−-модули?

1.10.2. Два модуля универсальных дифференциалов. Пусть A ⊂
⊂ B — суперкоммутативные супералгебры, а m : B ⊗ B→ B — умножение
в B. Положим

I := IB/A = Ker m.

Положим
CovectB/A := I/I2, Ω1

B/A := Π(I/I2).

Определим отображение d = dB/A : B−→ CovectB/A, положив

d(b) = (b⊗ 1− 1⊗ b) mod I2,

и его нечетную копию d = dB/A : B−→ Ω1
B/A, положив

d(b) = Π(b⊗ 1− 1⊗ b) mod I2.

Утверждение ([МаАГ]). Модули CovectB/A и Ω1
B/A универсальны

в следующем смысле: для каждого дифференцирования d′ : B→M су-
пералгебры B в B-модуль M существует и единствен морфизм B-мо-
дулей y : CovectB/A→M, если гомоморфизм d′ четен, и y : Ω1

B/A→M,
если гомоморфизм d′ нечетен, такой что

d′ = y ◦ dB/A.

Положив в утверждении M = B, получаем модуль коуниверсальных
дифференцирований

VectB/A = HomB (CovectB/A, B).

Упражнение. Двойственная формула

CovectB/A = HomB (VectB/A, B) (1.51)

верна не всегда. (Приведите пример алгебр B и A, когда формула (1.51)
неверна. Ответ приведен в книге [МаАГ], а суперность здесь не при чем.)
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1.10.3. Комплекс де Рама.

Утверждение. Если {bj}j∈J — система образующих A-алгебры B,
то {dbj}j∈J — система образующих B-модуля CovectB/A.

Пример. Пусть B = A [T1, . . . , Tm+n] , где m из образующих Ti четны,
а остальные нечетны. Тогда элементы dTi, такие что p(dTi) = p(Ti) + ¯1̄,
порождают модуль Ω1

B/A над A, а с ним и A-алгебру

Ω
.
B/A = A [T, dT] . (1.52)

Дифференциальная градуированная (степенью относительно элемен-
тов dTi) супералгебра Ω

. называется супералгеброй внешних форм или,
если вспомнить про d, комплексом де Рама (над (супер)многообразием,
функции на котором образуют (супер)алгебру A [T]).

Идеал I ⊂ Ω
. называется дифференциальным, если dI ⊂ I.

1.10.3а. Теорема (лемма Пуанкаре, см. [МаКП, БЛ]). Пусть го-
моморфизм f : A→ B, задающий структуру A-алгебры на B. Тогда
d — A-линейное дифференцирование, причем d(f(a)) = 0. Последова-
тельность

0−→ A →֒ Ω0
B/A = B

d−→ Ω1
B/A −→ Ω2

B/A −→ . . .

точна.

Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е d м о ж н о и н т е р п р е т и р о в а т ь к а к
н е ч е т н о е в е к т о р н о е п о л е н а с у п е р м н о г о о б р а з и и , ф у н к -
ц и и н а к о т о р о м о б р а з у ю т с у п е р а л г е б р у A [T, dT] . В после-
дующих главах мы охарактеризуем d и другие (мы назвали их гомологи-
ческими) векторные поля X на супермногообразиях, такие что X2 = 0).

Обсуждение. 1) Дифференциал d, который можно продолжить до
дифференцирования супералгебры, нечетен. Если вместо SB (Ω1

B/A) = Ω
.
B/A

взять SB (CovectB/A), то продолжить четный дифференциал d до диффе-
ренцирования этой супералгебры невозможно.

2) Начав с B=K [T1, . . . , Tn] , где все Ti четны, получаем Ω
.
=K [Ti, dTi] .

Обозначив dTi через ji, видим, что

d =
∑ ji

∂

∂Ti
.

Начав с B =K [j1, . . . , jn] , где все ji нечетны, получаем Ω
.
=K [ji, dji] .

Обозначив dji через Ti, видим, что

d =
∑

Ti
∂

∂ji
.

Поскольку Ti четны, нет резона ограничивать себя, как на многообразиях,
только полиномиальными функциями от дифференциалов. Вопрос о том,
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как соответствующим образом обобщить гомологическую алгебру, — от-
крытая проблема, касающаяся, очевидно, и общего случая (1.52), когда
есть хоть один четный элемент dTi.

1.10.4. Комплексы Кошуля и березиниан. Пусть C — суперкомму-
тативная супералгебра, а x = (x1, . . . , xm+n) — набор из m четных и n
нечетных ее элементов. Определим правый комплекс Кошуля, положив

K. (C, x) = Z [x̂i] ⊗Z C, где p(x̂i) = p(xi) + ¯1̄,

с градуировкой deg C = 0, deg x̂i = 1 при всех i. Действие дифференциала

d =
∑

x̂i ⊗ xi

— правое умножение.
Определим левый комплекс Кошуля, положив

K
.
(C, x) = C⊗Z Z [x̂i] , где p(x̂i) = p(xi) + ¯1̄,

с градуировкой deg C = 0, deg x̂i = 1 при всех i. Действие дифференциала

d =
∑

xi ⊗ ∂

∂x̂i

— левое умножение.

Упражнение. Пусть теперь M — свободный C-модуль конечного ран-
га. Пусть M = {mi}i∈I — базис в M, а M∗ = {m∗

i }i∈I — левый двойственный
базис в M∗. Докажите, что

1) элемент

d =
∑

Π(mi)m∗
i ∈ SC (Π(M) ⊕M∗)

не зависит от выбора базиса M в M и d2 = 0;
2) (K. (C, M), d) — правый комплекс Кошуля.

Обозначим через H(K. (C, M)) гомологии комплекса (K. (C, M), d).
Обозначим четные элементы базиса M через x, а нечетные — через j.
Очевидно, что элемент hM = Π(x1) . . . Π(xm)j∗1 . . . j∗n — коцикл.

Утверждение ([МаКП]). Отображение VolC (M)−→H(K. (C, M)),
которое переводит элемент volM в класс элемента hM, не зависит
от выбора базиса и является изоморфизмом четности m между
VolC (M) и соответствующей группой гомологий комплекса K

. (C, M).

§ 1.11. Вещественные структуры

1.11.1. Вещественные структуры на алгебрах и модулях. Пока —
ничего суперного.
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1) Пусть A — коммутативная алгебра над C. Антилинейная над C ин-
волюция r : A→ A, т. е. R-линейный гомоморфизмr : A−→ A, a 7−→ r(a),

такой что r2 = id иr(ab) = r(a)r(b), r(la) = ¯ ¯lr(a) для любых a, b ∈ A, l ∈ C,

называется вещественной структурой на A. Положим

Re A = {a ∈ A | r(a) = a}, Im A = {a ∈ A | r(a) =−a}.
Алгебра Re A называется вещественной формой алгебры A.

Можно считать и по-другому: пусть A — алгебра над C, а B — алгеб-
ра над R; тогда B называется вещественной формой алгебры A, если
A ≃ B ⊗R C. При таком определении существование антилинейной инво-
люции алгебры A, выделяющей алгебру B как множество неподвижных
точек, надо доказывать.

Есть ровно два разных способа продолжить вещественную структуру r

с алгебры A на A-модуль M:
а) вещественной структурой на M называется R-линейное отобра-

жение r : M→M, такое чтоr2 = id, r(am) = r(a)r(m) для любых a ∈ A, m ∈M;

положим

Re M := Mr = {m ∈M | r(m) = m}, Im M = {m ∈M | r(m) =−m};
тогда

M = Re M⊕ Im M = C⊗R Re M;

пространство Re M называется вещественной формой модуля M;
б) кватернионной структурой на M называется R-линейное отоб-

ражение r : M→M, такое чтоr2 =− id, r(am) = r(a)r(m) для любых a ∈ A, m ∈M;

ясно, что M — сумма подпространств, отвечающих собственным значениям
±i, а вещественных элементов в M нет (их и не может быть, ибо они не
определены).

2) Если A — некоммутативная C-алгебра, то R-линейное отображениеr : A→ A, такое чтоr2 = id и r(ab) = r(b) r(a), r(ca) = ¯c̄r(a) для любых c ∈ C, a, b ∈ A,

называется эрмитовой структурой на A, а иногда — антилинейным
антиавтоморфизмом.
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1.11.2. Вещественные структуры на супералгебрах. Если учесть
все возможности: и на A ¯0̄, и на A ¯0̄-модуле A ¯1̄, и возможную эрмитову
структуру, то всего набегает 8 типов вещественных структур: пусть ei =±1,
тогда вещественной или R-структурой типа (e1, e2, e3) на суперал-
гебре A назовем четное R-линейное отображение r : A→ A, такое чтоr2 (a) = (e1)p(a) a, r(ab) = e3 (e2)p(a)p(b) r(b) r(a),r(ca) = ¯c̄ r(a) для любых c ∈ C и a, b ∈ A.

Такое изобилие возможностей гнетет, и справедливо: относительно
естественного отношения эквивалентности имеется на самом деле всего
две возможности. Мы скажем, что две R-структуры r и r′ эквивалентны
(и запишем r ∼ r′), если существует автоморфизм f ∈ AutR (A), такой чтоr′ = frf−1.

Предложение. Классы вещественных структур типов (e1, e2, e3),
(e1, −e2, e3), (e1, e2, −e3) и (e1, −e2, −e3) эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если (e1, e2, e3) — тип вещественной структу-
ры r, то −r — структура типа (e1, e2, −e3), а r′, где r′ (g) = (i)p(g) r(g),
имеет тип (e1, −e2, e3).

Соглашение. В дальнейшем мы рассматриваем только две структуры:
1) вещественную структуру только типа (1, −1, −1) и 2) кватерни-
онную структуру только типа (−1, −1, −1).

Ясно, что вещественные формы выделяются антилинейными автомор-
физмами порядка 2, а кватернионные структуры задаются антилинейными
автоморфизмами порядка 4, ограничение которых на четную часть имеет
порядок 2.

Упражнение. Если A — супералгебра с единицей, то e3 ≡ 1.

Согласно предложению это ограничение (иметь единицу) несуществен-
но, равно как и знак у e2.

Замечание. Если A — супералгебра Ли, то кватернионных структур
у нее обычно довольно много. Их «полезность» известна пока лишь фи-
зикам, и то лишь на одном-двух примерах, поэтому и классификационные
задачи здесь открыты, за исключением решенных в [Ser] .

1.11.3. Вещественные структуры на модулях над супералгебрами.
Пусть r— вещественная структура типа e= (e1, e2, e3) на супералгебре A,
а 
 : M→M есть R-линейное отображение A-бимодуля M, такое что для
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любых a ∈ A и m ∈M выполняются соотношения
2 (m) = h((−e2)p(r)e1)p(
) m, где h =±1;
(am) = e3 · ep(a)p(m)
2 
(m)r(a);
(ma) = (−1)p(r)p(a)e3 · ep(a)p(m)

2 r(m)
(a).

(1.53)

Тогда 
 называется продолжением на M вещественной структурыr и обычно тоже обозначается r. Типом структуры 
 является набор

(тип структуры r на A, h, p(
)).

Естественнее определить продолжение 
 : M→M вещественной струк-
туры r на A не формулами (1.53), а положив (здесь hi = ±1 при i =
= 1, 2, 3, 4)
2 (m) = h1 (h2)p(m) m и 
(am) = h3 (h4)p(a)p(m)
(m)r(a). (1.54)

К счастью, удается выразить все параметры hi, кроме одного, через
параметры ej с помощью тождеств
(a(bm)) = 
((ab)m) и 
2 (am) = h1 (h2)p(am) am. (1.55)

Упражнение. Выведите формулу (1.53) из (1.54) и (1.55).

Вопрос. Как известно, вещественные структуры можно интерпретиро-
вать в терминах когомологий (Галуа). Есть ли аналогичные интерпретации
у кватернионных структур и вещественных структур типа (e, h, p) на
модулях?

Если даны A-модули M и N с вещественными структурами на них
(обозначенными одним символом r) типов (e, h, p) и (e, h′, p′) соответ-
ственно, то по ним можно построить несколько A-модулей с естественными
вещественными структурами, см. таблицу 1.1, где ar := r(a).

1.11.4. Псевдоэрмитовы формы и псевдоунитарные операторы.
В этом пункте основное поле —C, а cj означает продолжение комплексного
сопряжения с C на суперкоммутативную C-алгебру C.

Каждому оператору F ∈ HomC (M, N) сопоставим эрмитово сопря-
женный оператор Fh∗ ∈HomC (N∗, M∗).

Упражнение. Выразите матрицу оператора Fh∗ через матрицу опера-
тора F.

Вопрос. Существует ли аналог сопряженного оператора для кватер-
нионной структуры на C?

Определим псевдоэрмитову («полуторалинейную») форму H на
C-модулях M и N как билинейную над R форму H : M × N→ C, такую
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Та б л и ц а 1.1. Вещественные структуры на некоторых A-модулях

На чем
задана

Определение структуры Тип структуры Замечания

A r−1 (e1, e2, e3) r−1 = r при e1 = 1

S r−1 (h, r)
существует только при

(−e2)r = 1

DerC (A, S) Xra = (−e2)p(X)p(a) (Xar−1
)r (1, r)

(A-модуль)

Xr ∈ DerC (A, S) всегда, ноr — вещественная структура,
лишь если супералгебра A
суперкоммутативна и r = 0

derC (A, A) как и выше (e1, e2, 1) как и выше

Covect A
Ω1A

(da)r = dar

(da)r = (−e2)p(a) dar (1, 0)
(e1, 0)

супералгебра A
суперкоммутативна,

а вещественная структура
задана условием dr = d

S ⊗ S′ ≃
≃ S′ ⊗ S

(s ⊗ t)r =

= (−1)rp(t)e3 (e2)p(s)p(t) tr ⊗ sr (hh′ (−e2)rr′ , r + r′)
супералгебра A

суперкоммутативна,
иначе S ⊗ S′ 6≃ S′ ⊗ S

A [S] как и выше (e1, e2, e3)
существует только при h= 1,

r = 0

Ω
.
A как и выше (e1, e2, e3) существует только при e1 = 1

что для любых m ∈M, n ∈ N, c ∈ C выполнены равенства

H(cm, n) = (−1)p(c)p(H) cH(m, n),

H(mc, n) = H(m, cj(c)n),

H(m, cn) = H(m, n) cj(c).

На суперпространстве HermC (M, N) псевдоэрмитовых форм введем струк-
туру C-модуля, отождествив HermC (M, N) с (M⊗C N)∗ по формуле

H(m⊗ n) = H(m, n).

Если M и N — свободные модули, то, выбрав какие-нибудь их базисы
{mi}i∈I и {nj}j∈J соответственно, мы можем псевдоэрмитовой форме H

сопоставить матрицу fH с элементами

(fH) ij = (−1)p(mi)p(H) H(mi, nj).

Переворачивание псевдоэрмитовых форм определим такой же формулой,
что и переворачивание билинейных форм (см. (1.13)):

hu : HermC (M, N) −→HermC (N, M),

Hhu (n, m) = (−1)p(n)p(m) H(m, n).
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Положим HermC (M) := HermC (M, M) и скажем, что псевдоэрмитова фор-
ма H ∈HermC (M) симметрическая, если Hhu = H, и антисимметриче-
ская, если Hhu =−H.

Аналогично тому, как мы представляем C в виде C = Re C⊕ Im C, для
каждого линейного оператора F ∈HermC (M) положим

(Re F) (m) =
1
2

(F(m) + cj(F(m)));

(Im F) (m) =
1
2

(F(m) − cj(F(m)))

и назовем эти операторы вещественной и мнимой частями оператора F.

Упражнение. Докажите следующие утверждения.
1) Если оператору F : M→ N в фиксированных базисах C-модулей M

и N отвечает суперматрица mF, то эрмитово сопряженному оператору Fh∗

в левых дуальных базисах соответствует суперматрица

m(Fh∗) = cj((mF)st),

элементы которой сопряжены с помощью cj.
2) Если в M и N сделать замену базисов с помощью суперматриц X

и Y соответственно, то матрицы псевдоэрмитовой формы H ∈HermC (M, N)
в старом и новом базисах связаны формулой

(fH) ′ = Xst · fH · cj(Y).

3) Невырожденную симметрическую (соответственно антисимметриче-
скую) псевдоэрмитову форму H над C можно привести к каноническому
виду с суперматрицей

(
Ir

n 0
0 iIs

m

) (
соответственно

(
iIr

n 0
0 Is

m

))
, если p(H) = ¯0̄,

или (
0 In

iIn 0

) (
соответственно

(
0 In

−iIn 0

))
, если p(H) = ¯1̄.

Эрмитова форма — частный случай псевдоэрмитовой, когда фор-
ма четна, причем r = s = 0, или когда форма нечетна. Оператор,
сохраняющий эрмитову форму, назовем унитарным, а псевдоэрмитову —
псевдоунитарным. Группа унитарных операторов, сохраняющих четную
форму, обозначается U(p|q; C), а группа унитарных операторов, сохраня-
ющих нечетную форму, обозначается PeU(p|q; C). Группа псевдоунитарных
операторов, сохраняющих четную форму, обозначается U(n, r|m, s; C). Все
псевдоунитарные операторы, сохраняющие нечетную форму, унитарны по
определению.
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Обсуждение. Мы видим, что эрмитовы формы в суперслучае никогда
не знакоопределены на всем суперпространстве. Насколько нам извест-
но, исследований, подобных проводимых в учебниках для первых курсов
физических факультетов, о связи эрмитовости и вероятности для суперэр-
митовых форм не проводилось. Даже для четных форм, а ведь еще есть
и нечетные!

Проблема. Интерпретировать эрмитовы формы, в том числе нечетные,
в терминах теории вероятности или «энергии».

1.11.5. Комплексификация и овеществление. Каждое векторное
суперпространство L суперразмерности p + qe над C можно рассматривать
как суперпространство LR над R, которое называется овеществлением
суперпространства L.

Возможны два случая:

1) C чисто четно; тогда sdimR LR = 2 sdimC L;

2) C— это Cs = Q(1); тогда sdimR LR = (1 + e) (p + q).
(1.56)

Аналогично каждому оператору F ∈ HomC (L, M) отвечает его ове-
ществление FR — это тот же оператор, но рассматриваемый как элемент
суперпространства HomR (LR, MR). Пусть mF = X + iY — матрица опера-
тора F относительно базисов {l = (l1, . . . , lp+q)} и {m = (m1, . . . , mr+s)}
в Lp,q и Mr,s соответственно. Тогда матрица оператора m(FR) в базисах
{l, il} и {m, im} имеет в соответствии с двумя возможностями (1.56) для
каждого суперпространства следующий вид:

1)
(

X −Y
Y X

)
или 2)

(
X Y
Y X

)
. (1.57)

Комплексной структурой на вещественном суперпространстве L на-
зывается однородный (относительно четности) эндоморфизм J, такой что
J2 =− id. Вещественное суперпространство L с комплексной структурой J
можно рассматривать как комплексное суперпространство, и в зависимо-
сти от четности оператора J оно обозначается так:

1) LC = (L, J), если p(J) = ¯0̄;
2л) QL = (L, J) с левым действием оператора J,
2п) LQ = (L, J) с правым действием оператора J,

}
если p(J) = ¯1̄.

(1.58)

Упражнение. Проверьте, что в подходящем базисе стандартного фор-
мата в конечномерном суперпространстве L матрицу оператора J можно
представить в виде

1) diag(J2p, J2q), если p(J) = ¯0̄,
2) J2n, если p(J) = ¯1̄.
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Итак, существуют две существенно разных комплексификации:

1) четная комплексификация LC = C ⊗R L — это комплексификация
вещественного суперпространства L,

2) нечетная комплексификация, которая подразбивается на два типа
(левое и правое оQчивания): QL = Cs ⊗R L и LQ = L⊗R Cs.

Заметим, что оQчивание применимо не только к вещественным супер-
пространствам, но и к комплексным, и аналогично «обычную» комплекси-
фикацию можно применять как к пространству L над R, так и к простран-
ствам LQ и QL над R.

Наконец, для каждого суперпространства L над C определим супер-
пространство ¯L̄ как копию суперпространства L с C-действием, заданным
формулой

c · l = ¯c̄l для любых c ∈ C, l ∈ L. (1.59)

Овеществление разных комплексификаций приводит к разным ответам
(здесь L — суперпространство над R):

(LC)R = L⊕ L, (Q(L))R = L⊕Π(L). (1.60)

А вот результаты разных комплексификаций суперпространств L, задан-
ных над C (случай 1) и над Cs (случай 2):

(1) (LR)C = L⊕ ¯L̄, Q(LR) = L⊕Π( ¯L̄)
(2) (LR)C = L⊕Π(L), Q(LR) = L⊕ ¯L̄.

(1.61)

Упражнения. 1) Для суперпространства ¯L̄, заданного формулой (1.59),
выразите lc через cl для любых l ∈ L и c ∈ C.

2) Докажите формулы (1.60) и (1.61).
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1.12.1. Дуальные формы любой комплексной супералгебры изо-
морфны. Впервые утверждение, составившее заголовок этого подпунк-
та, доказала для некоторых простых конечномерных супералгебр Ли
М. Паркер, см. [Ser] . Утверждение, однако, верно в гораздо большей общ-
ности.

Пусть A = A ¯0̄ ⊕ A ¯1̄ — произвольная (не обязательно с единицей) су-
пералгебра над C. Пусть AR — это алгебра A, рассматриваемая над R.
Пусть I — четный линейный оператор на A, такой что (здесь i =

√
−1)

I(a) = ia при всех a ∈ A.

Супералгебра B называется вещественной формой супералгебры A,
если B — подсупералгебра в AR, а AR = B⊕ I(B) как линейное простран-
ство.
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Если B = B ¯0̄ ⊕ B ¯1̄ — вещественная форма супералгебры A, то B′ =
= B ¯0̄ ⊕ I(B ¯1̄) тоже вещественная форма супералгебры A; она называется
дуальной к B вещественной формой.

Пусть на A есть Z/4Z-градуировка, согласованная с четностью, т. е.
1) A = A0 ⊕ A1 ⊕ A2 ⊕ A3 как линейное пространство;
2) [Ai, Aj] ⊂ Ai+j mod 4;
3) каждая компонента Ai является однородным пространством, чет-

ность которого равна четности числа i.
1.12.1а. Утверждение. Пусть B — вещественная форма суперал-

гебры A, такая что B — градуированная подсупералгебра в AR, т. е.
B не просто подсупералгебра в AR, а такая, что

B =
3⊕

i=0
(B ∩ Ai) как линейные пространства.

Пусть B′ — дуальная вещественная форма. Тогда супералгебры B
и B′ изоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вот какое отображение F : B→ B′ устанавлива-
ет изоморфизм:

F(b) =





b, если deg b = 0;

I(b), если deg b = 1;

−b, если deg b = 2;

−I(b), если deg b = 3.

1.12.1б. Примеры вещественных структур на супералгебре Грас-
смана ΛC (n). Пусть j = (j1, . . . jn) — образующие супералгебры Грас-
смана ΛC (n). При n = 0 есть, очевидно, лишь одна — каноническая —
вещественная структура. При n = 1 вещественных структур много: ясно,
что r(j) = lj, где l ∈ C. Инволютивность отображения r означает толь-
ко, что l ¯ ¯l = 1, т. е. l = exp(if), а соответствующая вещественная форма
состоит из элементов вида a + b exp(if/2)j, где a, b ∈ R.

При n = 2k положим j= (x, h), где x= (x1, . . . xk), h= (h1, . . .hk). Сле-
дующие примеры вещественных структур являются самыми распростра-
ненными (математики предпочитают первую из них, а физики — вторую):

1) rbar (jj) = exp(ifj)jj (как правило, математики полагают fj = 0 при
всех j = 1, . . . , n);

2) rtr (xj) = i · hj; rtr (hj) =−i · xj при всех j = 1, . . . , k и i =
√
−1.

Очевидно, что можно (а при n нечетном — необходимо) составлять
смеси этих структур, и кажется, что все они различны, т. е. приводят
к неизоморфным вещественным формам. Однако, это не так. Несмотря
на разнообразие вещественных структур имеет место следующее утвер-
ждение.

§ 1.12. Примеры вещественных структур 107

1.12.2. Все вещественные формы супералгебры Грассмана изо-
морфны. Пусть Gr(n; K) — комплексная супералгебра Грассмана с n
образующими над полем K. Пусть I — четный оператор умножения на
i =
√
−1 в G := Gr(n; C). Для естественной фильтрации супералгебры

Грассмана
G = G0 ⊃G1 ⊃ . . .⊃Gn,

индуцированной степенью элементов относительно образующих, положим
V = G1/G2, и пусть p : G1→ V — естественная проекция. Заметим, что

1) G = C · 1⊕G1 как линейное пространство;
2) G ¯1̄ ⊂G1.

1.12.2а. Утверждение ([Бер]). Пусть f1, . . . , fn ∈ G ¯1̄ — такие
элементы, что SpanC (p(f1), . . . , p(fn)) = V . Тогда элементы fi по-
рождают G1 как свободную алгебру с соотношениямиfifj =−fjfi при любых i, j = 1, . . . , n. (1.62)

Все соотношения между элементами f1, . . . , fn суть следствия со-
отношений (1.62).

1.12.2б. Лемма. Пусть B — вещественная форма супералгебры G.
Тогда 1 ∈ B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению вещественной формы можно
представить единицу 1 в виде x + I(y) для некоторых x, y ∈ B. Тогда для
любого элемента z ∈ B имеем

0 = z− z · 1 = (z− zx) − I(zy).

Поэтому zy = 0 при всех z∈B. Итак, zy = 0 при всех z∈G. Следовательно,
y = 0, а 1 = x ∈ B.

1.12.2в. Лемма. Существуют элементы f1, . . . , fn ∈ B ¯1̄, такие
что SpanC (p(f1), . . . , p(fn)) = V .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть j1, . . . , jn ∈ G ¯1̄ — такие элементы, что
SpanC (p(j1), . . . , p(jn)) = V (т. е. эти элементы порождают G1). Пред-
ставим их в виде ji = xi + I(yi), где xi, yi ∈ B. Тогда все элементы
xi, yi нечетные. Поскольку пространство SpanC (p(x1), . . . , p(xn), p(y1), . . .
. . . , p(yn)) содержит все p(ji), оно совпадает с V . Поскольку dimC V = n,
среди 2n элементов p(x1), . . . , p(xn), p(y1), . . . , p(yn) можно найти n эле-
ментов, порождающих все пространство V .

1.12.2г. Теорема. Супералгебры B и Gr(n; R) изоморфны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f1, . . . , fn, как в лемме 1.12.2в. Тогда они
удовлетворяют условию утверждения 1.12.2а, а значит, они удовлетворяют
соотношениям (1.62), и все соотношения между ними вытекают из (1.62).
Таким образом, подсупералгебра C⊂GR, порожденная 1 и j1, . . . , jn, изо-
морфна Gr(n; R). Поскольку алгебра B замкнута относительно умножения
и содержит все элементы 1, f1, . . . , fn, она содержит и всю алгебру C.
А так как dim B = dim Gr(n; R), мы заключаем, что B = C.

Задача. Верна ли теорема для n =∞?

§ 1.13. Лемма Шура. Неприводимые представления
типов G и Q

В этом параграфе нет модулей над суперкоммутативными супералгеб-
рами, а только суперпространства над полем.

1.13.1. Пусть A — ассоциативная супералгебра с единицей. Пред-
ставление супералгебры A в суперпространстве M — это, как уже было
сказано, то же самое, что и действие супералгебры A на суперпространстве
M, превращающее M в A-модуль. Полезно это выразить и по-другому:
представлением супералгебры A в суперпространстве M называется
морфизм супералгебр r : A−→ End(M), такой что r(1) = idM.

Связанный с каждым конечномерным представлением r элементqr ∈ A×
¯0̄

, заданный формулойqr (a) = str r(a) при всех a ∈ A, (1.63)

назовем центральным характером 1) представления r. Очевидно, qr

обладает следующими свойствами:
а) qr ([a, b]) = 0, в частности, qr (a2) = 0 для всех a ∈ A ¯1̄;
б) если N ⊂M — инвариантное подпространство, тоqr|N + qr|M/N = qr;

в) qp(r) = −qr, где представление p(r) : A −→ End(Π(M)) определено
формулой

a 7−→ p(r(a)).

Если в модуле M нет нетривиальных (отличных от {0} и M) инвари-
антных подсуперпространств, а инвариантные подпространства (неодно-
родные) все-таки есть, то он называется неприводимым типа Q. Если
же в модуле M нет никаких инвариантных подпространств, то он назы-
вается неприводимым типа G или абсолютно неприводимым. Если

1) Отметим, что у термина «центральный характер» есть и другой смысл — это некий
специальный гомоморфизм центра универсальной обертывающей алгебры.
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A-модуль M имеет тип X (= G или Q), то и представление r : A→ End(M)
супералгебры A называется неприводимым того же типа X, что и мо-
дуль M.

Обозначим централизатор представления r через

C(r) = {X ∈ End(M) | [X, r(a)] = 0 для всех a ∈ A}.
Теорема (аналог леммы Шура). Пусть K — алгебраически за-

мкнутое поле, а r : A→End(M) — конечномерное неприводимое пред-
ставление. Тогда может представиться одна и только одна из
следующих возможностей:

1) r — представление типа G; тогда r(A) = End(M) и C(r) = K;
кроме того, qr 6= 0 и r 6∼= p(r);

2) 1) r— представление типа Q; тогда sdim M = n|n и существует
нечетный оператор Π ∈ C(r), такой что Π2 = − id или + id, соб-
ственные подпространства которого и являются неоднородными
инвариантными подпространствами; при этомr(A) = C(Π); C(r) ≃K [Π] =K⊕KΠ;

кроме того, qr ≡ 0 и r∼= p(r).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заменив A на r(A), можно считать, что A ⊂
⊂ End(M).

1) Из теоремы Бернсайда (см. [Ленг]) следует, что A = End(M), а от-
сюда — все остальное.

2) Пусть pr ∈ End(M) — проекция на M ¯0̄ параллельно M ¯1̄, а

Apr = A · 1 + A · pr .

Отметим, что Apr — подалгебра в End(M). Это следует из формул

pr2 = pr, X =

{
pr ·X, если X ∈ A ¯0̄,

(1− pr) · X, если X ∈ A ¯1̄.

Поскольку любое Apr-инвариантное подпространство в M однородно,
а представление Apr в M, очевидно, неприводимо, Apr = End(M) в силу
п. 1.

Если V — неоднородное A-инвариантное подпространство, то ясно, что
pr(V) 6= 0 и pr(V) инвариантно относительно (Apr) ¯0̄ = End ¯0̄ (M). Получается,
что pr(V) = M ¯0̄. Аналогично

(1− pr) (V) = M ¯1̄, V ∩M ¯0̄ = V ∩M ¯1̄ = 0.

1) Если характеристика основного поля равна 2, то формулировку этого пункта теоремы
следует изменить. Она будет дана в соответствующем месте.
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Итак, pr : V → M ¯0̄ и (1 − pr) : V → M ¯1̄ — изоморфизмы. В частности,
sdim M = n|n, и в некотором базисе {mi}i∈I пространства M ¯0̄ подпростран-
ство V можно представить как

V = Span{mi + p(mi) | i ∈ I}.
В базисе {mi, p(mi)} суперпространства M рассмотрим операторы P+ =

=
(

0 1n

0 0

)
и P− =

(
0 0
1n 0

)
. Поскольку V является A-инвариантным, мы

получаем
(1) XP+ = P+X и XP− = P−X при всех X ∈ A ¯0̄;
(2) XP+ = P−X и XP− = P+X при всех X ∈ A ¯1̄.
Положим

Π = P+ − P−.

Тогда Π2 =− id и [X, Π] = 0 для всех X ∈ A, т. е. A⊂ C(Π)
Поскольку сумма C(Π) ⊕C(Π) pr прямая, а Apr = End(M), мы получаем

A≃ C(Π). Отсюда вытекают все прочие утверждения п. 2.

Упражнение. Сформулируйте супераналог леммы Шура над R (ср.
[Ad] , [Her]). Ответ приведен в гл. 7.

1.13.2. Теорема (критерии G- и Q-неприводимости). Неприводи-
мое представление r супералгебры A имеет тип G, если [r(A), r(A)] ⊃
⊃ r(A) ¯1̄, и тип Q, если [r(A), r(A)] ⊃ r(A) ¯0̄.

Упражнение. Докажите теорему 1.13.2.

1.13.3. На представлениях типа Q центральный характер qr тожде-
ственно равен 0, но ему есть замена. Определим нечетный центральный
характер qwr, положивqwr (a) = qtr r(a) для всех a ∈ A.

Очевидно, что qwr ([a, b]) = 0, в частности, qwr (a2) = 0 при всех a ∈ A ¯1̄.

Замечание. Нечетный центральный характер qwr зависит, очевидно,
от реализации алгебры r(A) в виде C(Π), точнее, от выбора оператора Π,
такого что

Π2 =− id (или Π2 = id) и Π ∈ (Cr) ¯1̄.

Согласно лемме Шура, Π однозначно определяется с точностью до знака,
поэтому qwr имеет аналогичный произвол.

1.13.4. Пример: представления супералгебр Ли. Скажем, что не-
приводимое представление супералгебры Ли g имеет тип G или Q,
если соответствующее представление алгебры U(g) имеет этот тип.

1) Пусть g = gl(n|m). Все неприводимые конечномерные представ-
ления супералгебры Ли gl(n|m) имеют тип G.
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Действительно, проверим, что [U, U] ⊃U ¯1̄, где U = U(g). Пусть в стан-
дартном базисе

g− =
{(

0 0
C 0

)}
, g0 =

{(
A 0
0 D

)}
, g+ =

{(
0 B
0 0

)}
.

Очевидно, что эти подпространства собственные относительно оператора
Ad1n|m

с собственными значениями −1, 0 и 1 соответственно. Простран-

ство U натянуто на элементы из g⊗i
0 ⊗ g

⊗j
+ ⊗ g⊗k

− при всех i, j, k.

Оператор Ad1n|m
действует на g⊗i

0 ⊗ g
⊗j
+ ⊗ g⊗k

− , умножая на j− k, и нико-
гда не обращается в 0 на нечетных элементах. Следовательно, [U, U] ⊃U ¯1̄.

2) Пусть g = q(2). Все неприводимые конечномерные представле-
ния супералгебры q(2) имеют тип Q.

Упражнение. Докажите утверждение 2.
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Глава 2

Аффинная алгебраическая геометрия

с суперкоммутативными

супералгебрами суперфункций

Алгебраическая геометрия — наука, изучающая многообразия, задан-
ные полиномиальными уравнениями, а в качестве функций признающая
только полиномиальные или рациональные функции. Читатель, который
в первый раз столкнулся с таким подходом, находится, вероятно, в недо-
умении: зачем себя так обеднять, когда есть множество разных других нуж-
ных классов функций (гладкие, аналитическиe, кусочно-непрерывные, ... —
вот их бы и изучать), и задумывается: какие же важные понятия и теоре-
мы удалось раскопать в этой рукотворной полупустыне полиномиальных
функций?

Конечно, читатель образованный (пролиставший главу 1) понимает, что
в «чисто нечетном случае» — когда четных переменных нет — никаких дру-
гих функций, кроме многочленов, нет 1) , и наука, изучающая многочлены, —
как раз то, что нам нужно. Вот азы этой науки мы и напомним. А заодно —
ответим до некоторой степени на вопрос из предыдущего абзаца.

Вот нетривиальные и важные моменты, заслуживающие специального
внимания.

• Все утверждения и рассуждения надо делать функториально. Попро-
сту говоря, надо все утверждения рассматривать зависящими от парамет-
ров, принадлежащих произвольному супермногообразию, а рассуждения
(доказательства) не должны зависеть от супермногообразия параметров.
(Если этому совету не следовать, можно потерять нечетные параметры
задачи, а в чем без них смысл суперизации?!)

• Дифференциальные уравнения (даже на многообразиях) обладают
скрытой (а на самом деле явной, если ее хотя бы один раз увидеть)
суперсимметрией.

Есть очень хорошие «классические» учебники по алгебраической гео-
метрии, к которым все время добавляются новые, не хуже. Однако все
эти книги довольно толстые, и если читатель не собирается хоть отчасти

1) Вообще-то, если переменных бесконечно много, то формулы (многочлены или ряды),
включающие их все, — дело уже обычное при изучении, например, вертексных операторов.
Работать с такими функциями непросто, даже если они «всего лишь» многочлены.
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становиться алгебраическим геометром, то слишком толстые. Одним из
лучших введений в предмет являются лекции Ю. И. Манина 1966–68 гг. по
алгебраической геометрии, составившие первые две главы книги [МаАГ].
Ниже мы почти дословно воспроизведем, отмечая суперспецифику, часть
этих лекций.

За годы, прошедшие с тех пор, как Ю. И. Манин читал свои лек-
ции, язык схем Гротендика, почти-точек А. Вейля [We], окольцованных
пространств и представимых функторов стал известным многим теоретиче-
ским физикам (в основном — благодаря поразительным работам Виттена
(Witten)) и постепенно заинтересовывает и математиков.

Воспроизводя лекции Ю. И. Манина [МаАГ], послужившие моделью
для определения суперсхемы (см. [Л0]), а с ней и любого (гладкого, анали-
тического, и т. д.) супермногообразия, я буду стараться вовсю использовать
лекции М. Рида [Reid] , как в их математической части, так и в методиче-
ской, которую он сам, плевав на политкорректность, описал так:

«Книга покрывает примерно тот же материал, что и книга Атьи и Мак-
дональда [AM], главы 1–8, но дешевле, содержит больше картинок и го-
раздо более пристрастна».

Основные идеи: поверхностный обзор. Самая основная идея алгеб-
раической геометрии — проинтерпретировать любое кольцо (или алгебру)
как кольцо (алгебру) функций на чем-то. Для коммутативных алгебр и су-
перкоммутативных супералгебр эту программу удалось реализовать очень
хорошо. В этой главе встречаются только такие (суперкоммутативные)
супералгебры и рассматриваются, причем все они — с единицей.

Посмотрим, например, на соответствие между точками в Kn, где K —
поле, и максимальными идеалами в K [x] , где 1) x = (x1, . . . , xn):

p = (a1, . . . , an) ∈ Kn←→mp = (x1 − a1, . . . , xn − an).

Очевидно, что mp состоит из функций (кроме полиномов, мы пока никаких
других функций не рассматриваем), обращающихся в точке p в 0.

Мы будем последовательно развивать другую точку зрения на mp,
а именно, смотреть на mp как на ядро некоторого гомоморфизма

K [x1, . . . , xn] −→ K.

Мы выясним, почему естественно рассматривать гомоморфизмы в другие
кольца и, соответственно, другие идеалы, а не только максимальные.

1) Запись (A1, . . . , An) используется для обозначения как упорядоченного набора элемен-
тов A1, . . . , An, так и идеала, этими элементами порожденного. Лучше бы было обозначать
идеал символом 〈A1, . . . , An〉, но из контекста обычно и так понятно, что имеется в виду.
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Начнем с простейшего случая — рассмотрим гиперповерхность X в аф-
финном пространстве Kn, заданную одним уравнением F = 0, где F ∈ K [x] :

X = {p = (a1, . . . , an) ∈ Kn | F(p) = 0}. (2.1)

Каждый элемент алгебры A = K [x]/(F) можно рассматривать как функцию
на X со значениями в K. Действительно, если g ∈ A — класс полинома
jg ∈ K [x] , то значение g(p) = jg(p), где p ∈ X, не зависит от выбора пред-

ставителя jg в классе g, ибо все, что делится на F, тождественно равно
нулю на X.

До какой степени можно рассматривать элементы из A как функции
на X, показывают следующие примеры.

Если многочлен F неприводим или разлагается на попарно взаимно
простые множители, то он порождает в K [x] идеал всех функций на Kn,
обращающихся в 0 на X. (Доказательство см. в [Reid] .)

Даже в досуперную эпоху люди встречались с нильпотентами и дели-
телями нуля.

Разлагая (как на первом курсе или как Ньютон какой-нибудь) функцию
в ряд Тейлора с точностью до tN+1, мы фактически рассматриваем фак-
торкольцо R [t]/(tN+1), в котором t, t2, . . . , tN являются нильпотентами,
т. е. такими элементами, что некоторая их степень равна 0, хотя они сами
совсем не нули.

Сходное понятие — делители нуля, т. е. такие ненулевые элементы x, y
кольца R, что xy = 0.

Сто́ит поэтому дать более или менее геометрическую интерпретацию
этим первоосновным понятиям — нильпотентам и делителям нуля. Кое-что
можно увидеть сразу. Посмотрим, что происходит, если многочлен F (см.
соотношения (2.1)) разлагается на взаимно простые множители; скажем,
F = f1f2. Во-первых, в алгебре A = K [x]/(F) есть делители нуля: например,
это f1 и f2. А во-вторых, X = X1

∐
X2, где Xi выделяется уравнением fi = 0.

Итак,

н а л и ч и е д е л и т е л е й н у л я в а л г е б р е A ф у н к ц и й н а
X о з н а ч а е т , ч т о а л г е б р а и ч е с к о е м н о г о о б р а з и е X

п р и в о д и м о , т . е . X =
∐

Xi .

Делители нуля, которые мы пока рассматривали, не были нильпотентами.
Пусть теперь F = fng, где n > 2. Тогда отличный от 0 элемент fg ∈ A =
= K [x]/(F) всюду на X равен 0. В явном виде такие функции нам в анализе
не встречались. Итак,

е с л и в A е с т ь н и л ь п о т е н т ы , т о о н и о б р а щ а ю т с я
в 0 н а в с е й г и п е р п о в е р х н о с т и X , а F н е п о р о ж -
д а е т и д е а л ф у н к ц и й , о б р а щ а ю щ и х с я в 0 н а в с е й
э т о й г и п е р п о в е р х н о с т и .
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Отметим, что если все коэффициенты многочлена F целые, то можно
рассматривать не K [x]/(F), а Z [x]/(F). Этот пример показывает, что все
время думать, что множество функций образует алгебру, а не кольцо,
слишком ограничительно. Рассматривая кольца как кольца функций на
чем-то, мы привносим геометрическую интерпретацию в арифметику.

Однако, как мы увидим, максимальные идеалы плохо ведут себя при
отображениях. Какие именно идеалы «ведут себя хорошо», т. е. функ-
ториально, — вопрос очень трудный, если рассматривать произвольные
кольца, ср. подходы Розенберга, Голана и Вершорена-ван Ойстаена в ра-
ботах [Ro1] , [Ro2] , [Go] , [VvO]. Для коммутативных колец Гротендик
предложил рассматривать простые идеалы, поведение которых отображе-
ниях безупречно, снабдил множество Spec A простых идеалов топологией
Зарисского (на первый взгляд — отталкивающе грубой, но естественной,
если никаких функций, кроме полиномов, нет) и уснастил получившееся
топологическое пространство Spec A пучком (понятие, введенное Ж. Лере),
что позволило «функциям» на Spec A принимать в разных точках значения
в разных множествах.

Эти понятия довольно сложные, в двух словах их не опишешь. Мы
введем их постепенно и покажем на примерах, какой от них прок.

Пора от (слишком) беглого обзора идей переходить к делу. Отметим
лишь, вслед за М. Ридом, что важный подкласс колец, которые мы должны
рассматривать, — нормальные н теровы — являются пересечениями колец
с дискретным нормированием, а последние суть аналоги нашего простран-
ства R, но с необычной (p-адической) топологией. Некоторые модели
нашего физического мира, похоже, следует формулировать с учетом всех
топологий на R, как стандартной, так и p-адических. Как и множество
других простых, ярких и приносящих немедленную «пользу» идей, пущен-
ных в мат-физический обиход последних лет, эта идея, лежащая в основе
«арифметической физики», тоже впервые была впервые высказана Витте-
ном 1) .

В с ю д у н и ж е с л о в о « к о л ь ц о» («а л г е б р а») о з н а ч а е т ,
е с л и н е о г о в о р е н о п р о т и в н о е , с у п е р к о м м у т а т и в н о е с у -
п е р к о л ь ц о (с у п е р а л г е б р у) с е д и н и ц е й .
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В этом параграфе основное кольцо K фиксировано. Сто́ит сперва
представлять себе в качестве K либо поле (R, C, Fp, . . .), либо Z, а подна-
торевши — супералгебру Грассмана. Сравнивая конструкции из этой главы
с конструкцией схем Гротендика ([МаАГ]), мы увидим, что суперизация

1)http://www.sns.ias.edu/∼witten/.
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производится дословно; разница между суперслучаями и «классическими»
случаями проявляется лишь в примерах.

Пусть I и J — множества индексов, T = {Tj | j ∈ J}— набор независимых
переменных, часть из которых четна, а часть — нечетна, а F = {Fi}i∈I —
набор полиномов из K [T] .

2.1.1. Системой уравнений относительно неизвестных T называется
система

Fi (T) = 0, где i ∈ I. (2.2)

Почему в определение системы входит основное кольцо K, понятно: ко-
эффициенты системы лежат в K. В дальнейшем мы будем для краткости
записывать системы уравнений в виде троек X := (K, T, F).

Иногда возникает искушение и решения искать в K|J|, однако если мы
слишком поддадимся этому искушению, то необоснованно себя ограничим:
почему бы не рассматривать комплексные корни многочленов с веществен-
ными или даже целыми коэффициентами?

Радикальное решение: рассматривать решения в любой (коммутатив-
ной) K-алгебре A, а «для простоты» — во всех сразу.

Почему алгебра A должна быть K-алгеброй, понятно: подставив aj ∈ L
вместо Tj, мы должны уметь умножать коэффициенты многочленов Fi на
мономы aj1 . . . ajk

∈ A и складывать результаты.
Чтобы задать на A структуру K-алгебры, достаточно иметь гомомор-

физм колец i : K→ A, который и задает действие алгебры K на A (ниже
1A — единица в кольце A, а 1 — единица в Z):

k · 1A = i(k) · 1A для любого k ∈ K.

Отметим, что любое кольцо является Z-алгеброй: 1 7→ 1A.

Упражнение. Докажите, что если K = Fp или Q, то никакого гомомор-
физма K→ A, где A = Z, нет и быть не может. Нет также гомоморфизмов
Q→ Fp2 .

Итак, решением системы X, заданной уравнениями (2.2), со значе-
ниями в K-алгебре A называется любой набор t = (tj) j∈J элементов из A,
такой что

Fi (t) = 0, где i ∈ I.

Множество всех таких решений обозначим X(A).
Две системы уравнений X и Y относительно одного и того же множества

неизвестных и с коэффициентами в одном и том же кольце K называются
эквивалентными, если X(A) = Y (A) для любой K-алгебры A.

Среди всех систем уравнений, эквивалентных данной системе X, есть
одна выделенная — самая большая. Первое, что приходит в голову, — это
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взять в качестве левых частей самой большой системы идеал (F), порож-
денный левыми частями системы (2.2). Оказывается, так и надо сделать.

Утверждение. 1) Идеал (F) содержит левые части самой большой
системы, эквивалентной исходной системе.
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2) Имеет место взаимно однозначное соответствие

X(A) 1−1←→HomK (K (X), A),

где K (X) = K [T]/(F), а HomK — множество гомоморфизмов K-алгебр.

Система (X) над K называется совместной над A, если X(A) 6= ∅,
и несовместной над A — в противном случае 1) .

Наконец, отметим, что, рассматривая системы уравнений как идеалы,
порожденные левыми частями этих уравнений (считая, что справа всегда
стоит 0), нет необходимости фиксировать одну систему неизвестных. Есте-
ственнее отождествить системы, полученные одна из другой обратимой
заменой неизвестных, и считать одной из неизвестных любую образующую
кольца K (X) := K [T]/(F).

2.1.2. Точки K-алгебры A. Точкой K-алгебры A со значениями
в K-алгебре B или, короче, B-точкой алгебры A называется любой
гомоморфизм K-алгебр h : A→ B. Если B — поле, то B-точки алгебры
A называются геометрическими.

Происхождение термина следующее. Если V = Kn есть n-мерное аффинное пространство
над полем K, то его точки однозначно соответствуют максимальным идеалам алгебры K [x] ,
где x = (x1, . . . , xn), являющейся алгеброй полиномиальных функций на V . А каждая точка
(элемент) пространства V является линейным функционалом на двойственном простран-
стве V∗, который, как легко показать, следующим образом однозначно продолжается до
гомоморфизма алгебр

S
.
(V∗) = K [x1, . . . , xn] −→ K; здесь V∗ = Span(x1, . . . , xn).

То, что гомоморфизм K [x] → K, будучи ограничен на V∗, задает функционал V∗ → K, т. е.
элемент (точку) из V , — очевидно.

Следующий шаг — отделить свойства фиксированной алгебры A от
прихотей переменной алгебры B: рассматривать идеалы в A, т. е. ядра
гомоморфизмов h : A→ B, а не сами гомоморфизмы. Ниже мы забракуем
естественный, казалось бы, выбор — максимальные идеалы. Самые под-
ходящие для (супер)коммутативной геометрии идеалы — это простые.

Идеал p⊂ A называется простым, если p 6= A и

a, b ∈ A, ab ∈ p =⇒ либо a ∈ p, либо b ∈ p. (2.3)

Бышеприведенное определение примяняется к коммутативным коль-
цам. Идеалы же некоммутативных колец со свойством (2.3) называются
вполне простыми. Путаницу вносит словоупотребление простой идеал
применительно к тем идеалам p некоммутативных колец, которые для лю-
бых идеалов a, b⊂ A удовлетворяют условию

если ab⊂ p, то по крайней мере один из идеалов a, b лежит в p. (2.4)

1) В школе, да и в университете, в определении совместности часто опускают слова «над
A», представляя, таким образом, частично совместные системы как полностью несовместные.
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Я предлагаю распутать ситуацию и называть простыми идеалами в
любых кольцах те, что удовлетворяют свойству (2.3) (как это сделано
в [Л0]), а новый термин вполне простой идеал применять к тем, что
удовлетворяют условию (2.4).

Напомню, что кольцо A называется областью целостности, если
A не содержит делителей нуля. (Если не оговорить, что 1 6= 0, следует
дополнительно потребовать, чтобы выполнялось условие A 6= 0.) Очевидно,
что если p ⊂ A — простой идеал, то A/p — область целостности. Множе-
ство всех простых идеалов кольца A обозначается Spec A и называется
спектром, а сами простые идеалы — точками этого спектра.

В этой главе мы будем изучать множества Spec A, снабжать их топо-
логией и оснащать пучками колец. Предмет изучения существует.

Теорема. Если A 6= 0, то Spec A 6=∅.

Доказательство сразу следует из леммы Цорна (о связи леммы Цорна
с аксиомой выбора, принципом полного упорядочения и др. см. в [Bla]).

Напомним, что множество упорядочено частично, если не для каждой пары элемен-
тов a, b ∈ M можно сказать, верно ли, что a 6 b или что b 6 a. Если же про каждую
пару a, b ∈ N можно сказать, что либо a 6b, либо b 6a, то N вполне упорядочено. Элемент
u ∈ M называется верхней гранью подмножества N, если n 6 u для всех n ∈ N. Эле-
мент m ∈ M называется максимальным, если утверждение о том, что m 6 s, неверно для
любого s ∈ M.

Лемма (Цорна). Пусть в частично упорядоченном множестве
M каждое вполне упорядоченное подмножество N ⊂ M содержит
верхнюю грань. Тогда в M есть максимальный элемент.

Отметим, что любой максимальный идеал прост, а фактор по нему —
поле (а докажите-ка это).

2.1.2а. Предложение. Пусть I  A — идеал. Тогда существует
максимальный идеал m, содержащий I.

Напомним, что
∐

— несвязное объединение, т. е. запись X
∐

Y озна-
чает, что X ∩ Y = ∅, даже если Y — другая копия множества X, для чего
символ

∐
и изобретен; ниже мы просто хотим подчеркнуть, что A× и все

остальное не пересекаются.

Следствие. Справедливо соотношение A = A×
∐

ml, где A× —
множество единиц (обратимых элементов), а ml — максимальные
идеалы, занумерованные какими-то индексами l.

Упражнения. 1) Опишите Spec A, если а) A — поле, б) A = Z.
О т в е т: а) (0); б) {(0), (2), (3), . . . , (p), . . .}.
2) Пусть k — поле, A = k [x] . Кольцо полиномов от одной перемен-

ной — кольцо главных идеалов. (Это следует из существования деления
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с остатком.) Поэтому

Spec k [x] = {(0)}
∐
{(f) | f — неприводимый многочлен}.

2а) Например, если k =C (или любое другое алгебраически замкнутое
поле), то неприводимые многочлены — только линейные многочлены вида

ax + b = a(x− a), где a, a ∈ C.

Поэтому

SpecC [x] = {(0)}
∐(∐a∈C

{a}).

Мы видим, что SpecC [x] больше, чем C: приросла еще одна точка (0).
2б) Если k =R, то неприводимые многочлены (со старшим коэффици-

ентом 1; ясно, что это не уменьшает общности), кроме линейных, имеют
вид

x2 + px + q, где p2
< 4q.

Поэтому

SpecR [x] = {(0)}
∐
R
∐

p2<4q

{(p, q) ∈ R}.

3) Какие из перечисленных простых идеалов в примерах 2а и 2б мак-
симальны?

4) Кольца K [x, y] и Z [x] уже не являются кольцами главных идеалов,
и описание простых идеалов в них — дело непростое, но пока посильное.
Опишите простые идеалы в C [x, j] , где p(x) = ¯0̄, p(j) = ¯1̄. То же для
R [x, j] и Z [x, j] . А «для разбега» подумайте, как доказать следующее
предложение.

2.1.3. Предложение. 1) Простые идеалы в C [x, y] суть
(0),
(f), где f ∈ C [x, y] — неприводимый многочлен;
максимальные идеалы m, имеющие вид m = (p, q), где p ∈ C [x] —

неприводимый многочлен (степени > 0), а многочлен q ∈ C [x, y] та-
ков, что его ограничение по модулю p — неприводимый элемент
в (C [x]/p) [y] .

2) Простые идеалы в Z [y] суть
(0),
(f), где f ∈ Z [y] — неприводимый многочлен;
максимальные идеалы m, имеющие вид (p, q), где p — простое чис-

ло, а многочлен q ∈ Z [y] таков, что его ограничение по модулю p —
неприводимый элемент из Fp [y] .

§ 2.1. Уравнения и идеалы 121

Доказательство см. в книге [Reid] . (Наша книга ведь не учебник по
алгебраической геометрии.)

Примеры. А) Уравнение над Z: пусть X — это уравнение

0 · T + 2 = 0. (2.5)

Очевидно, что X(C) =

{
0, если 1C + 1C 6= 0,

C, если 1C + 1C = 0.
Б) Алгебра математической логики в геометрических терминах.

По двум высказываниям P и Q построим их сумму и произведение с по-
мощью операций 1) конъюнкции ∧, дизъюнкции ∨ и отрицания ( ¯P̄ означает
«не P»), положив

P + Q = (P ∨Q) ∧ ( ¯P̄ ∨ ¯Q̄) (симметрическая разность),

PQ = P ∧Q.

Упражнения. 1) Пустое высказывание ∅ служит нулем 0, а ¯ ¯∅̄— еди-
ницей 1.

2) P2 = P для любого P.
3) 2P = P + P = 0 для любого P.

4) Булево кольцо — это любое кольцо R с 1, в котором P2 = P для
любого P ∈ R. С учетом тождеств

P + Q = (P + Q)2 = P2 + PQ + QP + Q2 = P + Q + PQ + QP

мы видим, что в любом булевом кольце PQ =−QP, поэтому

2P = P + P = P2 + P2 = 0,

а значит, P = −P. Итак, любое булево кольцо — коммутативная алгебра
над F2. Верно ли, что любой простой идеал в булевой алгебре максималь-
ный?

В) Система дифференциальных уравнений. Мы уже видели, почему
естественно в качестве «наибольшей» системы уравнений, эквивалентной
данной системе F, брать систему, содержащую, как правило, бесконечное
число уравнений — по одному на каждый элемент из идеала (F). Но эти
кольца были с конечным числом образующих, а системы — с конечным
числом неизвестных. Даже самые простые дифференциальные уравнения
приводят к алгебраическим системам с бесконечным числом неизвестных,

1) А. Рудакову (см. [Ru]) отчасти удалось связать с супералгебрами логические операции,
подозрительно похожие на обозначения операций в алгебре Грассмана, введенных самим
Грассманом, см. [BBR]: Грассман ввел в том, что мы называем «алгеброй Грассмана» две
операции; то умножение, которое мы используем все время, лишь одна из них.

Вопрос Насколько далеко можно обобщить результат Рудакова?
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морально подготавливая нас к главам В. Молоткова о бесконечномерных
многообразиях и супермногообразиях.

Для простоты будем считать, что в этом примере основное поле K =R
или C.

Напомним, что классы эквивалентности функций, многочлены Тейлора
которых степени 6 m совпадают в точке x ∈ Kn, называются m-струями
в точке x. Обозначим m-струю функции f в точке x символом

[f] m
x =

(
f(x),

∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x), . . . ,

∂
mf

∂x
 (x)
)

, где |
|= m.

Пусть u = (u1, . . . , ur) — набор из r функций на Kn. Системой диффе-
ренциальных уравнений (с полиномиальными коэффициентами) назовем
набор X:

Fi

(
x, u,

∂ui

∂xj
, . . .

∂
|
|u1

∂x
 , . . . ,
∂
|
|ur

∂x
 )= 0, i ∈ I. (2.6)

Пусть p
j
, где 1 6 j 6 r, а 0 6 |
|6 m суть дополнительные к x координаты

в пространстве Jm (n, r), состоящем из m-струй отображений Km → Kr.
Другими словами, p

j
 — это «возможное значение» частной производной
∂
|
|uj

∂x
 .
Определим оператор полной l-й производной как

Dl =
∂

∂xl
+
∑

j,
 p
j
+1l

∂

∂p
j
 , где 1l = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

l−1

, 1, 0, . . . , 0).

По аналоги с предыдущим попробуем определить «самую большую» си-
стему, эквивалентную системе (2.6). Для этого определим k-е продолже-
ние X(k) системы (2.6), положив

Fi = 0, DtFi = 0 для всех i ∈ I и |t|6 k, (2.7)

где, конечно, D = (D1, . . . , Dn), а t— мультииндекс.
Заметим теперь, что любую функцию на Jm (n, r) можно однозначно

поднять до функции на J∞ (n, r) — проективном пределе lim proj
m−→∞

про-

странств Jm (n, r), определив поднятие функции f как функцию (p∞m )∗ (f),
индуцированную канонической проекцией p∞m : J∞ (n, r) −→ Jm (n, r).

Если исходные левые части Fi уравнения (2.6) принадлежали алгебре
Fm (n, r) (полиномиальных) функций на Jm (n, r), то положим

R = (p∞m )∗ (Fm (n, r)) ⊂ F(J∞ (n, r)),

т. е. R — подалгебра в алгебре функций на пространстве∞-струй, порож-
денная прообразами левых частей уравнения (2.6) относительно проек-
ции p∞m .
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Так вот, в простейших случаях «самой большой системой», эквива-
лентной системе X, является идеал в R, порожденный системой X(∞) =
= lim proj

k−→∞
X(k) , см. [NJ] .

Г) Метабелевы алгебры. Вышеприведенное определение простого
идеала применимо дословно не только к суперкоммутативным супер-
кольцам. Оно применимо даже к неоднородным (относительно четности)
подкольцам B ⊂ A; при этом надо рассматривать двусторонние простые
идеалы.

Для тех, кто думает, что без неоднородных относительно четности объ-
ектов можно обойтись, отмечу, что они обязательны в таком обыденном
действии, как локализация по простому идеалу в суперкоммутативной су-
пералгебре. Собственно, это было единственное технически сложное место
при написании (неопубликованных 1) : стоит это упражнение сделать, как
его тривиальность становится очевидной) подробностей заметки [Л0]: если
в знаменателях неоднородные элементы, то как сравнивать дроби и как
делить на знаменатели (только с одной стороны, как в некоммутативной
геометрии, или ответ от способа не зависит)?

§ 2.2. Функции на спектрах и топология Зарисского

2.2.1. Функции на спектрах. Пусть X = (K, T = (Tj) j∈J, F = (Fi) i∈I) —
система уравнений, X(L) — множество решений в K-алгебре L. Мы считаем
K (X) = K [T]/(F) алгеброй функций на множестве решений системы X, а

X(L) := HomK (K (X), L)

— множеством L-точек системы X. Любой элемент f ∈ K (X) можно себе
представлять как функцию на X(L):

f(f) def
= f(f) для всех f ∈ X(L).

Эта формула отражает фундаментальную двойственность

пространство←→ множество функций на этом пространстве.

Интересно и переставить смысловое ударение в этой двойственности:

алгебра ←→ множество,
на котором элементы этой алгебры служат функциями.

Применим теперь эти соображения к пространству Spec A. Сами элементы
алгебры A не удается интерпретировать как функции на Spec A; прихо-
дится привлечь много, вообще говоря, неизоморфных полей: по одному

1) Теперь и эти подробности опубликованы, см. [NvO]. — Прим. ред.
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для каждой точки спектра. Каждый элемент f ∈ A рассматривается тогда
как функция на Spec A, но — какой поворот темы! — со своей областью
значений в каждой точке. А именно, если x ∈ Spec A, а px ⊂ A — простой
идеал, отвечающий точке x (являющийся точкой x), то по определению
значение функции f в точке x есть элемент f(x) = f mod px поля частных
k(x) = Frac(A/px).

2.2.2. Точки пересечения и их кратности. На плоскости R2 с коор-
динатами T1, T2 рассмотрим фиксированную параболу T1 − T2

2 = 0 и одну
прямую из семейства T1 − r = 0, где r ∈ R— параметр. Их пересечение
задается системой уравнений

{
T1 − T2

2 = 0,

T1 − r = 0,

которой отвечает алгебра At = R [T1, T2]/(T1 − T2
2 , T1 − r).

Легко проверить, что как алгебра Ar изоморфна




R⊕ R, если r > 0,

R [T]/(T2), если r = 0,

C, если r < 0.

Поэтому у Ar две геометрические (т. е. со значением в поле) R-точки,
если r > 0; одна — если r = 0, и ни одной, — если r < 0. Геометрических
C-точек всегда две, кроме r = 0, однако единообразие восстанавливается,
если подходящим образом приписать пересечению кратность, равную

dimR Ar = 2 при всех r ∈ R.

Итак, особенности типа точек пересечения, слившихся в точку касания,
приводят к появлению нильпотентов в кольце функции на том, что пере-
секлось 1) .

2.2.3. Дифференциальные окрестности. Пусть px ⊂ A — идеал, от-
вечающий точке x∈ Spec A. «Разложить функцию в ряд Тейлора в окрест-
ности точки до членов порядка m включительно» означает, алгебраически,
что мы рассматриваем классы функций

f mod pm+1
x , где f ∈ A.

1) Ю. Неретин предложил такой пример подсхемы. Возьмем кривые

(x2 + y2)2 = 1 + e, z = 0
и

x2 + y2 = 1, z2 = e.

Пределы семейств (при e→ 0) геометрически одинаковы (да и кратности тоже), но вот идеал
помнит еще что-то (в данном случае подрасслоение в конормальном расслоении).
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Элементы из px являются «бесконечно малыми» порядка > 1: в кольце
A/(pm+1

x ) они становится нильпотентами. (Вообще-то интерпретация спек-
тра Spec A/(pm+1

x )) как дифференциальной 1) окрестности соответствует
нашей интуиции лишь если px — максимальный идеал.)

2.2.4. Топология Зарисского на Spec A. Поскольку топологию мож-
но задавать как с помощью открытых множеств, так и описав их до-
полнения — замкнутые множества, мы опишем замкнутые множества,
мотивировка определения которых нагляднее. А именно, минимальное
естественное требование на «совместимость» топологии с «функциями» —
требование, чтобы множество нулей функции было замкнутым множе-
ством. Для полиномиальных функций топология, удовлетворяющая этому
требованию, называется топологией Зарисского на Spec A. Чтобы ее
описать, для любого E⊂ A положим

V (E) = {x ∈ Spec A | f(x) = 0 при всех f ∈ E}.
Лемма. Множества V (E) составляют при всевозможных E ⊂ A

набор, удовлетворяющий аксиомам замкнутых множеств.

Упражнения. Докажите следующие утверждения:
1) ∅= V (1); Spec A = V (∅);
2) V (E1) ∪ V (E2) = V (E1E2), где E1E2 = {fg | f ∈ E1, g ∈ E2};
3)
⋂
i∈I

V (Ei) = V
( ⋂

i∈I

Ei

)
для любого I.

2.2.5. Какие функции обращаются в нуль на V (E)? Очевидно, что
функции f ∈ (E), т. е. лежащие в идеале, порожденном множеством E,
обращаются в нуль на V (E); более того, на V (E) в нуль обращаются
и такие функции f ∈ A, что fn ∈ (E) для некоторого n. Оказывается, этим
все исчерпывается.

Вспомните определение радикала r(I) идеала I.

Теорема. Если f(x) = 0 при всех x ∈ V (E), то f ∈ r((E)).

Заметим, что из биномиальной формулы для (a + b)n следует, что мно-
жество всех нильпотентов образует идеал. Он называется нильрадикалом
кольца A, мы обозначим его Nil(A).

В [МаАГ] показано, что функция, обращающаяся в нуль во всех точках
из Spec A, является нильпотентом в A. Другими словами,

Nil(A) =
⋂

p∈Spec A

p.

Идеал, совпадающий со своим радикалом, называется радикальным
идеалом.

1) Т. е. окрестности точки и идеала ростков функций в этой точке.



126 Гл. 2. Аффинная алгебраическая супергеометрия

Следствие. Отображение I 7→ V (I) устанавливает взаимно одно-
значное соответствие между радикальными идеалами и замкнуты-
ми подмножествами в Spec A.

2.2.6. Незамкнутые точки. Топология Зарисского очень нехаусдор-
фова. В частности, отдельные точки могут быть незамкнуты. Вот описание
замыкания ¯ ¯ ¯ ¯ ¯{x} наудачу выбранной точки x ∈ Spec A:

¯ ¯ ¯ ¯ ¯{x}=
⋂

E⊂px

V (E) = V
( ⋃

E⊂px

E
)

= V (px) = {y ∈ Spec A | py ⊃ px}.

Другими словами, ¯ ¯ ¯ ¯ ¯{x} ∼= Spec A/px, и только точки, отвечающие мак-
симальным идеалам, замкнуты.

Если в A нет делителей нуля, то ¯ ¯ ¯ ¯(0) = Spec A.

Упражнение. Опишите замыкания точек в SpecC [x] , SpecR [x] ,
SpecZp и SpecFp.
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2.2.7. Размерность. Если y ∈ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯{x}, то y называется специализацией
точки x ∈ Spec A. Последовательность точек x0, x1, . . . , xn ∈ X топологи-
ческого пространства X назовем цепочкой длины n с началом в точке x0

и концом в точке xn, если все точки различны и xi+1 является специали-
зацией точки xi при всех i, 0 6 i 6 n − 1. Высотой точки x ∈ X назовем
верхнюю грань длин цепочек с началом в точке x, а размерностью про-
странства X — верхнюю грань высот его цепочек.

Примеры. 1) Последовательность простых идеалов

(0) ⊂ (T1) ⊂ (T1, T2) ⊂ . . .⊂ (T1, . . . , Tn)

показывает, что dim K [T1, . . . , Tn] > n, если K — поле.
2) Последовательность

(0) ⊂ (p) ⊂ (p, T1) ⊂ . . .⊂ (p, T1, . . . , Tn),

где p — простое число, показывает, что dimZ [T1, . . . , Tn] > n + 1.

Приведенное выше классическое определение размерности восходит
к Евклиду: замкнутые точки «ограничивают» кривые, кривые «ограничива-
ют» поверхности и т. п., см. [MaD, MaDim]. Однако если A — супералгеб-
ра, то это определение не улавливает нечетную размерность пространства
Spec A.

Вообще-то в суперслучае, как мы увидим, изучая интегрирование, все
наоборот: например, границей точки является 0|1-мерная прямая, и т. д.
(Расшифровка этого «и т. д.» — увлекательнейшая открытая проблема.)

2.2.8. Открытые множества. Каждому элементу f кольца A сопоста-
вим большое открытое множество

D(f) = Spec A \ V (f).

Поскольку для любого подмножества E ⊂ A имеем Spec A \ V (E) =
=
⋃

f∈E

D(f), множества D(f) составляют базис открытых множеств в то-

пологии Зарисского.

Пример. Замкнутые точки в SpecC [T] — это максимальные идеалы
(T − t), где t ∈ C, составляющие «комплексную прямую», а непустые
открытые множества — это (0) и эта «прямая» без конечного множества
точек. Как видим, замыкание любого открытого множества — весь спектр
SpecC [T] .

2.2.9. Неприводимые множества. Так называются множества, точ-
нее, топологические пространства X, удовлетворяющие любому из следу-
ющих условий:

а) любое непустое открытое подмножество в X плотно;
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б) любые два непустых открытых подмножества в X пересекаются;
в) если X = X1 ∪ X2, где и X1, и X2 замкнуты, то или X = X1, или X = X2.

Д о к а з а т е л ь с т в о э к в и в а л е н т н о с т и . То, что п. а) и б) экви-
валентны, — очевидно; если условие п. в) не выполняется, т. е. X = X1 ∪ X2,
где X1 и X2 замкнуты, то X \ X2 = X1 \ (X1 ∩ X2) — неплотное открытое
множество в противоречии с п. a). Если же условие п. а) неверно и U⊂X —
не плотное открытое множество, то X = ¯Ū ∪ (X \ U).

§ 2.3. Аффинные суперсхемы

Напомним, что все рассматриваемые кольца либо коммутативны, либо
суперкоммутативны.

Любому отображению множеств a : X→ Y соответствует отображениеa∗ : F(Y)→ F(X) колец функций на этих множествах, заданное формулойa∗ (f) (x) = f(a(x)). (2.8)

Формулу (2.8) надо пояснить. Например, если X и Y — топологические
пространства, а рассматриваемые функции непрерывны, то формула (2.8)
хороша лишь для непрерывных отображений a. Таким образом, форму-
ла (2.8) указывает, какой класс отображений f сто́ит брать в качестве
морфизмов. Эта же формула показывает, как мы скоро увидим, почему
максимальные идеалы недостаточно хороши, если отображения «мно-
жеств» a : X→ Y задавать, взяв за основу функции, с помощью отобра-
жений a∗ : F(Y)→ F(X). В этом параграфе мы разберем это подробно.

Отметим, что если f : A→B — гомоморфизм колец, то прообраз f−1 (p)
каждого простого идеала p⊂ B прост. Действительно, f индуцирует вло-
жение A/f−1 (p) −→ B/p, а поскольку в B/p нет делителей нуля, их нет
и в A/f−1 (p). Поэтому гомоморфизм f задает отображениеf∗ : Spec B−→ Spec A, f∗ (p) = f−1 (p).

Теорема. 1) Отображение f∗ непрерывно относительно тополо-
гий Зарисского на Spec B и Spec A.

2) Справедливо соотношение (fy)∗ = y∗ ◦ f∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 2 очевидно, а для доказательства
утверждения 1 достаточно показать, что прообраз замкнутого множества
замкнут, что верно:

y ∈ V (f(E)) ⇐⇒ f(E) ⊂ f−1 (py) = pf∗ (y) ⇐⇒
⇐⇒ f∗ (y) ∈ V (E) ⇐⇒ y ∈ (f∗)−1 (V (E)).
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Теорема показывает, что сопоставление Spec: Rings◦ −→ Top являет-
ся контравариантным функтором из категории (супер)колец в категорию
топологических пространств.

2.3.1. Предварительное определение аффинной схемы. Тройку
(X, a, A), где X — топологическое пространство, а a : X −→ Spec A — изо-
морфизм топологических пространств, назовем аффинной схемой. Мор-
физмом аффинных схем (Y, b, B) −→ (X, a, A) называется пара (f, f),
где f : X → Y — непрерывное отображение, а f : A → B — гомоморфизм
колец, такой что коммутативна диаграмма

Y

b //

f

��

Spec Bf∗

��
X

a // Spec A

Аффинную схему (Spec A, id, A), где id — тождественное отображение,
будем кратко обозначать Spec A.

Это определение предварительное, ибо из таких объектов нельзя скле-
ить глобальную схему, для определения которой мы снабдим Spec A пуч-
ком. Однако пучок, которым мы оснастим Spec A, восстанавливается по A,
поэтому мы пока опишем все что можно, не вводя нового понятия.

2.3.2. Примеры, показывающие разницу между Hom(A, B) и мно-
жеством непрерывных отображений из Spec B в Spec A. 1) Выпол-
няется равенство A = B = Z. Очевидно, что Hom(Z, Z) состоит лишь из
id, в то время как автоморфизмов в пространстве SpecZ полным полно́
(они образуют группу перестановок S∞ бесконечного (счетного) числа эле-
ментов: мы можем произвольно переставлять замкнутые точки — простые
идеалы (p)).

2) Пусть A = K [T] , где K — поле, а B = Z. Имеется бесконечно много
отображений SpecZ −→ Spec K [T] , даже если K — конечное поле, ибо,
напомним, Spec K [T] = {(0)} ∪ {(f) | f — неприводимый многочлен}. А вот
гомоморфизмов K [T] −→ Z вообще нет: Hom(K [T] , Z) =∅.

3) Предыдущие примеры могли навести на мысль, что гомоморфизмов
колец куда меньше, чем непрерывных отображений спектров. Вот пример
противоположного рода. Пусть A — кольцо с единственным простым идеа-
лом, например поле K, или супералгебра Грассмана ΛK (n) над полем K, или
K [T1, . . . , Tm]/(TiTj)16i,j6m. Тогда геометрически Spec A — одна точка, но
автоморфизмы кольца A могут составить даже группу Ли. Таким образом,

одноточечные схемы могут иметь «внутренние степени
свободы» подобно элементарным частицам.

(2.9)
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2.3.3. Спектр, представляющий идею вектора. Здесь читателю
предлагается что-то понять сразу в суперслучае, в то время как он еще
не знает этого в классике. О чем, собственно, идет речь, говорится в
конце пункта. Поэтому стоит при первом чтении все нечетные параметры
проигнорировать, ср. [МаАГ].

Пусть A — суперкольцо, B = A [T, j]/(T2, Tj), а t = T mod (T2), где
p(T) = ¯0̄, p(j) = ¯1̄. Проекция p : B→A, a + bt + cj 7→ a, задает изоморфизм
топологических пространств p∗ : Spec A−→Spec B, но никоим образом не
схем, поскольку схема (Spec B, id, B) богаче нильпотентами. Вот как эти
нильпотенты себя проявляют.

Пусть i : A → B — гомоморфизм колец, такой что pi = id. Тогда
i(f) − f ∈ tA + jA. Определим отображения ∂i, di : A→ A, положив

i(f) − f = t∂i (f) + jdi (f).

Поскольку i — гомоморфизм, ∂i — четное дифференцирование, а di —
нечетное, т. е. для Di = ∂i или di имеем

Di (f + g) = Di (f) + Di (g),

Di (fg) = Di (f)g + (−1)p(f)p(Di) Di (g).

Линейность очевидна, а сравнивая i(fg) с i(f)i(g) и учитывая то, чтоj2 = T2 = Tj = 0, получаем формулу Лейбница.
Легко видеть, что и наоборот, каждому однородному дифференцирова-

нию D : A→ A отвечает гомоморфизм i(D) : A→ B,

i(D) (a) = a +

{
tD(a), если p(D) = ¯0̄,jD(a), если p(D) = ¯1̄,

а гомоморфизму i(D) — проекция i(D)∗ одного спектра на другой.
Если дифференцирование кольца A отождествить, как принято в диф-

ференциальной геометрии, с векторным полем на Spec A, то можно счи-
тать, что Spec B — это Spec A с торчащим из каждой точки множеством
векторов, как на еже. В частности, если A — поле, то Spec K — это точка,
а (Spec B, id, B) — «идея» вектора, торчащего из этой точки.

2.3.4. Чем Spec лучше, чем множество всех максимальных иде-
алов Spm. Известно (см., например, [Ленг]), что любой гомомор-
физм колец f : B → A можно разложить в композицию эпиморфизма
B−→B/ Kerf и вложения B/ Kerf−→A. Опишем свойства отображенийf∗ в этих случаях.

Упражнение. Если f : B→ A — эпиморфизм, то f∗ — гомeоморфизм
пространства Spec A на замкнутое подмножество V (Kerf) ⊂ Spec B.
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Итак, сюръективные гомоморфизмы колец превращаются во вложения
пространств. А вот вложения колец не обязательно индуцируют сюръек-
тивные отображения спектров: только замыкание множества af(Spec A)
совпадает со Spec B.

Пусть f : B→A — гомоморфизм колец, и пусть x∈Spm A, а y∈Spm B.
Вообще говоря, точка af(x) незамкнута, а (af)−1 (y) содержит и незамкну-
тые точки. Вот пример.

Пусть Zp — кольцо целых p-адических чисел, а f : Zp →֒ Zp [T] —
естественное вложение. Пусть px = (1 − pT) — максимальный идеал
в Zp [T] , соответствующий точке x. Факторкольцо Zp [T]/px изоморфно
полю p-адических чисел Qp. Очевидно,f−1 (px) = Zp ∩ (1− pT) = (0).

Поэтому af(x) /∈ SpmZp. Более общо, замкнутая точка x переходит
в SpecZp в общую точку, которая является открытым множеством, будучи
дополнением к (p)! В частности,

Spm A не является функтором по A, в отличие от Spec A.

Пусть теперь py = (p) ⊂Zp [T] , а x = (p) ⊂Zp. Тогда y∈ (af)−1 (x); точка
x замкнута, а y — нет. Впрочем, здесь нет ничего неожиданного.

Еще очевиднее пример проекции плоскости на прямую K [T1] →֒K [T1, T2] .
Прообраз точки T1 = 0 на прямой содержит, конечно, общую точку T2-оси,
незамкнутую в плоскости.

Пусть X = Spec A — аффинная схема, a ⊂ A — некоторый идеал. За-
мкнутой подсхемой X, соответствующей идеалу a, называется схема
(V (a), a, A/a), где a : V (a) −→Spec A/a — канонический изоморфизм про-
странств, определенный в упражнении 2.3.4.

Таким образом, замкнутые подсхемы схемы X = Spec A находятся во
взаимно однозначном соответствии со всевозможными идеалами коль-
ца A, в отличие от замкнутых подмножеств пространства Spec A,
которые отвечают радикальным идеалам.

Мы будем часто обозначать подсхему (V (a), a, A/a) просто Spec A/a
и опускать слово «замкнутый», потому что в этом параграфе никакие
другие подсхемы не рассматриваются.

Носителем подсхемы Y = Spec A/a ⊂ X называется пространство
V (a); оно обозначается Supp Y.

Каноническому гомоморфизму колец A→ A/a отвечает мономорфизм
схем Y→ X, который называется замкнутым вложением подсхемы Y.

Для любого кольца L назовем X(L) := Hom(Spec L, X) = Hom(A, L)
множеством L-точек схемы X. Очевидно, что L-точки подсхемы Y
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образуют подмножество Y (L) ⊂ X(L), а функтор L 7→ Y (L) — подфунктор
функтора L 7→ X(L).

На множестве замкнутых подсхем схемы X имеется естественная упо-
рядоченность: Y1 ⊂ Y2, если a1 ⊃ a2 (где ai — идеал, определяющий Yi).
Использование знака включения оправдано тем, что

Y1 ⊂ Y2 ⇐⇒ Y1 (L) ⊂ Y2 (L)

для всех колец L.
Отношение «Y есть замкнутая подсхема X» транзитивно в очевидном

смысле слова.
Для всякого замкнутого множества V (E) ⊂ X существует единственная

наименьшая замкнутая подсхема с носителем V (E): она определяется
идеалом r((E)), и в ее кольце нет нильпотентов. Схемы, кольца которых
не содержат нильпотентов, называются приведенными. В частности, под-
схема Spec A/N, где N — нильрадикал кольца A, является наименьшей
замкнутой подсхемой, носитель которой — все пространство Spec A. Если
X = Spec A, то схему Spec A/N обозначают

Xred := Spec A/N.

В суперслучае есть специфический аналог приведенности; положим

Xrd := Spec A/(A ¯1̄). (2.10)

2.3.5. Функторы, представимые кольцом (как задавать супергруп-
пы). Происхождение определений этого пункта: если G — группа, то на
множестве G(X) := GX (скажем, непрерывных) функций на любом множе-
стве (многообразии) X структура группы задается поточечным умножением.
Физики называют группу GX группой токов (на X). Часто оказывается
удобнее работать не с G, X и GX, а с алгебрами функций на них. А теперь
забудем, что эти алгебры суть алгебры функций на чем-то, сохранив те их
свойства, которые не меняются при отображениях X→ Y.

Пусть K — фиксированное кольцо. Любая K-алгебра A представляет
функтор из категории K-алгебр в категорию множеств

K- Algs−→ Sets, L 7−→ A(L) := HomK (A, L).

Напомним, что группа в категории C — это такой объект G ∈ Ob C,
что G(X) — группа для любого объекта X ∈ Ob C, и это соответствие
функториально по X. Если C — категория гладких супермногообразий (ко-
торые мы рассмотрим ниже), или их вариант — категория алгебраических
супермногообразий, или их до некоторой степени частный случай — кате-
гория аффинных суперсхем X = Spec C, то функтор PA : Rings◦ −→ Sets,
представимый супералгеброй A, можно интерпретировать как функтор,
представимый суперсхемой Spec A. Приведем несколько примеров.
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Пример 1G. Мультипликативная группа Gm:

Gm (C) = C×
¯0̄

.

Этот функтор представим алгеброй A = K [T1, T2]/(T1T2 − 1). Действитель-
но, HomK (A, C) находится во взаимно однозначном соответствии с парами
t1, t2 ∈ C, такими что t1t2 = 1, ибо t2 = t−1

1 , а t1 пробегает C×. Функтори-
альность отображения C 7→ Gm (C) очевидна.

Пример 1Q. Мультипликативная группа GQm:

GQm (C) = C×.

Упражнение. 1) Какой супералгеброй представи́м функтор GQm?
2) Определим функтор

GQ(m) := GQ(m; C).

Какой супералгеброй он представи́м?

Пример 2G. Группа обратимых суперматриц GL(Par) произволь-
ного формата Par. Для простоты обозначений рассмотрим GL(m|n):

GL(m|n) (C) = GL(m|n; C).

Этот функтор представим супералгеброй

A = K [U, Tij]
m+n
i,j=1/(U Ber(T) − 1),

в которой p(Tij) есть четность (ij)-й матричной единицы, T = (Tij)
m+n
i,j=1 —

суперматрица стандартного формата, а p(U) = ¯0̄.
Пример 3+. Аддитивная группа G+

a :

G+
a (C) = C ¯0̄ как группа по сложению.

Пример 3−. Аддитивная группа G−
a :

G−
a (C) = C ¯1̄ как группа по сложению.

Пример 4. Группа автоморфизмов K-алгебры K′. Стандартный под-
ход теории Галуа, где K′ и K — поля, приводит к незначительной, а часто
и тривиальной группе, если расширение K′ ⊃ K несепарабельно и т. п.
Функторный подход подсказывает описывать не группу автоморфизмов
Aut(K′/K) поля K′ над K, а функтор

L 7−→ AutK (L′/L), где L′ = L⊗
K

K′.

Функториальность очевидна, а чтобы найти представляющий объект,
рассмотрим базис ei, где 1 6 i 6 n, K-модуля K′. В этом базисе умножение
в K′ задается структурными константами ck

ij ∈ K:

eiej =
∑

16k6n

ck
ijek. (2.11)
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Очевидно, что L′ =⊕Le′i, где e′i = 1⊗ ei, и любой K-автоморфизм L-модуля
L′ задается обратимой матрицей (tij)16i,j6n с элементами из L. Условие, чтоt ∈ Aut(L′/L), означает, что t сохраняет умножение (2.11):t(e′i)t(e′j) =

∑

k

ck
ijt(e′k). (2.12)

Условие (2.12), выраженное в терминах неопределенных переменных
(Tij)n

i,j=1, есть система алгебраических соотношений с коэффициентами из
K, к которым надо добавить соотношение T det(Tij) − 1 = 0 (и дополнить
набор переменных (Tij) дополнительной переменной T), чтобы получить
автоморфизм.

Пример. Пусть K — поле, K′ = K (
√

a), где a ∈ K× \ (K×)2. Положим
e1 = 1, e2 =

√
a, тогда таблица умножения eiej имеет вид

e1 e2

e1 e1 e2

e2 e2 a · e1

Для любого гомоморфизма t имеем t(1) = 1; пустьt(
√

a) = T1 · 1 + T2
√

a.

Учтя, что (t(
√

a))2 = a, и разложив по базису e1 и e2 слева и справа,
получаем {

T2
1 + T − 22a = a,

2T1T2 = 0.
(2.13)

Матрица (Tij) из общего случая имеет теперь вид
(

1 0
T1 T2

)
,

поэтому условие T det(Tij) − 1 = 0 приобретает вид

T · T2 − 1 = 0. (2.14)

Алгебра A, представляющая функтор автоморфизмов K-алгебры K′, имеет
разный вид в следующих двух случаях.

Случай 1. Пусть char K 6= 2 (и, следовательно, элемент 2 обратим
в любой K-алгебре). Тогда

A = K [T, T1, T2]/(T2
1 + aT2

2 − a, T1T2, TT2 − 1).

Если у L нет делителей нуля, то L-точки этой K-алгебры устроены
просто: поскольку элемент T2 обратим, T1 7→ 0, следовательно, T2 →±1.
Группа Галуа изоморфна Z/2, и нетривиальный автоморфизм переводит

√
a

в b−√a.
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Если у L есть делители нуля, то L-точек гораздо больше; читатель
может попробовать их описать.

Случай 2. Пусть char k = 2. Тогда

A = K [T, T1, T2]/(T2
1 + aT2

2 − a, TT2 − 1),

другими словами, множество L-точек совпадает с множеством L-точек
окружности T2

1 + aT2
2 − a = 0, в которых значение переменной T2 обратимо.

В частности, если L — поле, то получаются следующие возможности:
1) t2 = 1 =⇒ t1 = 0, и автоморфизм — тождественный;

2) a =
t2

1

1 − t2
2

, и нетривиальные L-точки существуют, лишь если
√

a ∈ L.

Тогда уравнение окружности превращается в (T1 +
√

T2 +
√

a)2 = 0, и мы
получаем целую прямую автоморфизмов (без одной точки: T2 6= 0), а группа
Aut(L′/L) изоморфна, очевидно, L×.

Все дело в том, что если
√

a ∈ L, то в алгебре L′ = L⊗
K

K′ имеются

нильпотенты. Действительно, K (
√

a) ⊂ L, поэтому K (
√

a) ⊗
K

K (
√

a) ⊂ L′, но,
с другой стороны,

K (
√

a) ⊗
K

K (
√

a) ≃ K (
√

a) [x] (x2 − a) ≃ K (
√

a) [y]/(y2),

и автоморфизмы просто умножают y на обратимые элементы.

§ 2.4. О скрытой суперсимметрии каждого
дифференциального уравнения на многообразии

Как известно, Софус Ли ввел группы, носящие теперь его имя, чтобы
сделать для дифференциальных уравнений то же, что Галуа сделал для
алгебраических. С этого началось изучение симметрий дифференциальных
уравнений и их решений, которое продолжается и по сей день. О сим-
метриях дифференциальных уравнений написано много (см., например,
[BCD, KLV] и цитированные там работы), однако суперсимметрии диффе-
ренциальных уравнений никто почему-то до сих пор не отмечал. Восполним
этот пробел.

Э. Картан сделал важнейший с суперточки зрения шаг: переформули-
ровал понятие «дифференциальное уравнение» в терминах внешних форм.
Изложению этого подхода посвящены книги [BCG, G].

Напомним, что дифференциальному уравнению порядка k (для про-
стоты — обыкновенному, переход к уравнениям в частных производных
очевиден) относительно неизвестной u(x), т. е. выражению вида (в этой
главе F — полиномиальная функция, а в дальнейших главах — гладкая или
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любая другая)

F
(

x, u,
du

dx
, . . . ,

dku

dxk

)
= 0, (2.15)

можно сопоставить дифференциальный (т. е. замкнутый относитель-
но внешнего дифференцирования d) идеал, порожденный в кольце
K [x, u, p, dx, du, dp] , где p = (p1, . . . , pk), функцией F(x, u, p) и внеш-
ними (нечетными, антикоммутирующими) формамиw0 = du− p1dx,w1 = dp1 − p2dx,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .wk−1 = dpk−1 − pkdx.

(2.16)

Единственное, чего не сделали Э. Картан и его последователи, это не
сказали, что же выделяет этот дифференциальный идеал и где. А имен-
но, соответствующий дифференциальному уравнению дифференциальный
идеал выделяет некоторую подсуперсхему в SpecK [x, u, p, dx, du, dp] ,
причем, как сказано выше (см. [KLV, BCD]), переменные p надо считать
принадлежащими бесконечномерному пространству бесконечно продол-
женных струй. Такая интерпретация дифференциальных уравнений по-
казывает как искать их возможные суперсимметрии, перемешивающие
четные и нечетные переменные.

В свете этой интерпретации открытие физиков — пионеров суперсим-
метрии, перемешивающей векторные поля и спинорные, а также коорди-
наты и поля, уже не так потрясает.

Задача. Описать супергруппы суперсимметрий классических уравне-
ний математической физики. (Интересно, какие из них не сводятся к груп-
пам.)

§ 2.5. Окольцованные и суперокольцованные
пространства. Суперсхемы

2.5.1. Предпучки и пучки. Пусть X — топологическое пространство.
Предположим, что для каждого открытого множества U ⊂ X задано мно-
жество P(U) и для каждой пары открытых множеств U ⊂ V задано отоб-
ражение rV

U : P(V) −→ P(U). Система {P(U), rV
U | всевозможные открытые

множества U, V} называется предпучком (множеств) на X, если она
удовлетворяет следующим условиям:

1) P(∅) состоит из одного элемента;
2) если U ⊂ V ⊂W — открытые множества в X, то

rW
U = rV

U ◦ rW
V .
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Некоторые замечания: элементы из P(U) называются сечениями пред-
пучка P над U; сечение следует представлять себе как функцию, опре-
деленную над U. Отображения rV

U называются ограничениями (области
определения функции). Условие 1 удобно по формальным соображени-
ям. Условие 2 выражает естественную транзитивность ограничения. Введя
TopX — категорию открытых множеств на X, в которой объектами
являются открытые подмножества в X, а морфизмами — вложения, мы
можем переформулировать определение совсем коротко: предпучок мно-
жеств на X есть контравариантный функтор из TopX в категорию
множеств Sets.

Настоящие функции можно умножать и складывать; аналогично мож-
но рассматривать предпучки групп, колец и т. д. Пусть P — предпучок
множеств на X; если на каждом множестве P(U) задана алгебраическая
структура группы, кольца и т. п., а отображения ограничения rV

U являются
гомоморфизмами этой структуры, то P называется предпучком групп,
колец и т. д. Наконец, можно рассматривать внешние законы компо-
зиции: например предпучок модулей над предпучком колец (заданные на
одном и том же топологическом пространстве). Предпучки непрерывных
(дифференцируемых, аналитических и т. п.) функций на пространстве X
обладают дополнительными свойствами «аналитического продолжения»,
которые аксиоматизированы в следующем определении.

Предпучок P на топологическом пространстве X называется пучком,
если он удовлетворяет следующему условию:

для любого открытого множества U ⊂ X, его открытого покрытия
U =

⋃
i∈I

Ui и системы сечений si ∈P(Ui), удовлетворяющей условиям

rUi

Ui∩Uj
(si) = r

Uj

Ui∩Uj
(sj) для любых i, j ∈ I,

существует одно и только одно сечение s ∈ P(U), для которого

si = rU
Ui

(s) для любых i ∈ I.

Иначе говоря, из согласованных сечений на Ui можно склеить сечение
над U; всякое сечение над U однозначно определяется набором своих
ограничений на Ui.

Множество сечений P(U) (пред)пучка P обозначают также симво-
лом Γ(U, P).

Соотношение между пучками и предпучками следующее: естественными
объектами являются пучки, но различные конструкции над ними часто
приводят к предпучкам, которые не являются пучками.

2.5.2. Окольцованные пространства. Окольцованным простран-
ством называется пара (X, OX), состоящая из пространства X и пучка
колец OX на X, который называется структурным пучком.
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Морфизмом окольцованных пространств F : (X1, OX) −→ (Y1, OY)
называется пара, состоящая из морфизма f : X→ Y топологических про-
странств и набора гомоморфизмов колец

{f∗U : OY (U) −→ OX (f−1 (U)) для любого открытого подмножества U ⊂ Y},
(2.17)

согласованного с отображениями ограничения, т. е. такого, что
а) диаграммы

OY (U)
f∗U //

rU
V

��

OX (f−1 (U))

r
f−1 (U)

f−1 (V)
��

OY (V)
f∗V // OX (f−1 (V))

(2.18)

коммутируют для каждой пары открытых подмножеств V ⊂U ⊂ Y;
б) для любого открытого подмножества U⊂ Y и пары u∈U и g∈OY (U),

такой что g(y) = 0, выполняется условие

f∗U (g) (x) = 0 при всех x, таких что f(x) = y. (2.19)

Пояснение. Если X и Y — отделимые пространства, а OX и OY — пучки
непрерывных (гладких, аналитических, т. е. «достаточно хороших») функ-
ций на них, то каждому морфизму f : X→ Y соответствует гомоморфизм
колец

f∗U : OY (U) −→ OX (f−1 (U)),

который каждой функции g ∈ OY (U) сопоставляет функцию

f∗U (g) (x) = g(f(x)) при всех x ∈ f−1 (U), (2.20)

т. е. областью определения функции f∗U (g) является f−1 (U) и f∗U (g) посто-
янна на полном прообразе каждой точки y ∈ U.

В алгебраической геометрии (когда функции только полиномиальны
или рациональны) все топологические пространства нехаусдорфовы, и их
структурные пучки мало похожи на пучки функций на многообразиях:

1) набор гомоморфизмов колец {f∗U | U открытое подмножество} НЕ
восстанавливается по f, и его надо задавать отдельно;

2) условие

f∗U (g) (x) = g(f(x)) для всех x ∈ f−1 (U) (2.21)

заменено на более слабое условие (2.19).

Окольцованное пространство (Spec A, hA) названо в статье [Л0] аф-
финной схемой, а окольцованное топологическое пространство (X, OX),
у каждой точки x которого есть открытая окрестность U, такая что
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(U, OX|U) — аффинная схема, названо (супер)схемой. В свете теоремы
Воличенко (см. том 2), характеризующей метабелевы алгебры как про-
извольные подалгебры в суперкоммутативных супералгебрах, естественно
назвать эти окольцованные пространства аффинной метасхемой и ме-
тасхемой соответственно, чтобы отличить их от классических объектов.

До сего дня это определение оказалось невостребованным: в катего-
рии метасхем так много морфизмов, что всех их никто пока не научился
использовать 1) . Мы же сейчас определим те объекты, работа с которыми
получается.

2.5.2а. Суперокольцованные пространства. Суперсхемы. Супер-
окольцованным пространством назовем пару (X, F), где X — топо-
логическое пространство, а F — пучок супералгебр на X. Морфизмом
суперокольцованных пространств f : (X, F) −→ (Y, G) назовем пару
( jf, {f∗

U | U ⊂ Y}), состоящую из
1) непрерывного отображения jf : X→ Y,
2) набора гомоморфизмов супералгебр f∗

U : G(U) −→ F( jf−1 (U)), опре-
деленного для каждой пары открытых подмножеств U ⊂ Y и согласован-
ного с отображениями ограничения:

r
jf−1 (V)
jf−1 (U)f∗

V = f∗
UrV

U для любых открытых множеств U ⊂ V ⊂ X. (2.22)

Разница между окольцованными пространствами и суперокольцован-
ными пространствами в том, что для окольцованных пространств морфиз-
мы f∗

U — это п р о и з в о л ь н ы е гомоморфизмы алгебр, даже если пучки
F и G — это пучки супералгебр, в то время как м о р ф и з м ы т е х ж е
о б ъ е к т о в , р а с с м о т р е н н ы х в к а т е г о р и и с у п е р о к о л ь ц о -
в а н н ы х п р о с т р а н с т в , д о л ж н ы с о х р а н я т ь ч е т н о с т ь.

Ясно, что любое суперокольцованное пространство можно считать
окольцованным, рассматривая гомоморфизмы пучков, не сохраняющие
четность.

Суперокольцованное пространство, изоморфное одному из (Spec A, hA),
где A — суперкоммутативное кольцо, назовем аффинной суперсхемой.
Суперокольцованное топологическое пространство (X, OX), локально изо-
морфное аффинной суперсхеме, назовем суперсхемой.

§ 2.6. Проблема

Основная задача любой алгебраической геометрии (хоть коммутатив-
ной, хоть некоммутативной) — проинтерпретировать любое кольцо или ал-

1) В третьей главе книги [МаАГ] изложен подход, в котором даже у коммутативных алгебр
оказывается неожиданно много неизвестных ранее автоморфизмов. Эти автоморфизмы тоже
никто до сих пор (2013) не научился использовать.
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гебру (допустим, из некоторого класса) как кольцо или алгебру на чем-то.
Например, следуя основополагающей идее И. М. Гельфанда, Ю. Шрейдер
(см. [Шре]) доказал, что каждую нормированную коммутативную алгебру
C можно отождествить с алгеброй функций на множестве максимальных
идеалов алгебры C (это утверждение известно как теорема Гельфанда,
см. [ГеРШ]).

Для каждой коммутативной (комплексной) C∗-алгебры C с еди-
ницей существует компактное хаусдорфово пространство S, та-
кое что C изоморфна и изометрична алгебре C(S) всех непрерывных
комплекснозначных функций на S.

Верить ответу статьи [ПС] («для некоммутативных алгебр анало-
га теоремы Гельфанда нет») не хочется, даже если статья не содержит
формальных ошибок в принятых в статье определениях: для полино-
миальных супералгебр аналог теории Гротендика есть, все алгебраические
утверждения как алгебры, так и геометрии суперизованы, и теорема Гель-
фанда — единственное известное нам исключение, пока не допускающее
суперизацию. Не замахиваясь на обобщение теоремы Гельфанда на про-
извольные некоммутативные алгебры, я предлагаю подумать над почти
коммутативным, но все-таки некоммутативным случаем суперкоммутатив-
ных супералгебр.

Что следует считать аналогом нормы супералгебры и сколько таких
аналогов? Как выглядит аналог теоремы Гельфанда для супералгебр?
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Глава 3

Анализ на суперобластях

Так же как многообразие склеено из кусков попроще — областей, су-
пермногообразие склеено из более простых кусков, которые называются
суперобластями. В этой главе мы будем изучать эти более простые куски.
Все объекты, рассматриваемые в этой главе (функции, отображения и так
далее), гладкие, т. е. бесконечно дифференцируемые, или, как еще говорят,
принадлежащие классу C∞. Основное поле —R.

Нетривиальные и важные моменты, заслуживающие специального вни-
мания:

• интегральные формы и их обобщения: псевдодифференциальные
и псевдоинтегральные формы;

• 1|1-мерное время (его характеризация будет дана в главе о диффе-
ренциальных уравнениях).

§ 3.1. Линейные супермногообразия. Суперобласти

3.1.1. Определение суперобластей. Суперобластью Un|m размер-
ности n|m называется пара (U, C∞ (U)), где U — открытая область в Rn,
а C∞ (U) = C∞ (U) ⊗ Λ

. (V) = C∞ (U) [v1, . . . , vm] для некого m-мерного
нечетного пространства V и базиса v1, . . . , vm в нем. Часто вместо Un|m

мы пишем просто U.
Вспомним теперь, что такое Urd, где U — суперокольцованное про-

странство, см. гл. 2. Область U = Urd называется подстилающей обла-
стью, или базой, суперобласти U. Если pt — точка подстилающей области
U, то мы будем также говорить, что pt — точка суперобласти U, и писать
pt ∈ U (мы используем очевидно неуклюжее обозначение pt, поскольку
другие возможности представляются нам еще более неудачными).

Простейшая суперобласть — это

Rn|m = (Rn, C∞ (Rn|m)), где C∞ (Rn|m) = C∞ (Rn) ⊗ Λm (V).

Мы называем Rn|m векторным супермногообразием размерности n|m.
Ниже мы покажем, что между суперобластями Rn|m и векторными супер-
пространствами размерности n|m имеется взаимно однозначное соответ-
ствие. Заметим, что если m = 0, то эти объекты, хотя и из разных категорий
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(супермногообразий и векторных суперпространств соответственно), име-
ют совпадающие теоретико-множественные модели: оба можно описать
в терминах точек, составляющих Rm. Если n 6= 0, то, пользуясь лишь одной
теоретико-множественной моделью, описать Rn|m невозможно, а описать
Rn|m — пожалуйста: это то же, что и Rn+m, но представленное в виде
прямой суммы однородных подпространств.

Система координат на Rn|m состоит из упорядоченного набора ко-
ординат, которые делятся на четные и нечетные. Обращаем внимание
читателя на то, что понятие системы координат отнюдь не очевидно. Дадим
предварительное определение, которое мы будем уточнять вплоть до гл. 5
включительно.

В нашем самом предварительном определении в качестве четных ко-
ординат на Rn|m мы берем координаты u1, . . . , un на Rn, а в качестве
нечетных — базисные элементы x1, . . . , xm произвольного базиса некото-
рого m-мерного пространства V .

Обычно для простоты и удобства мы будем записывать систему ко-
ординат в стандартном формате x = (x1, . . . , xn+m), где x1 = u1, . . .,
xn = un, xn+1 = x1, . . ., xn+m = xn+m. Другие форматы нумеруются упоря-
доченными наборами Par четности координат. Такие форматы тоже нужны,
хотя, к счастью, не часто.

Элементы супералгебры C∞ (U) называются функциями на U. Каждую
функцию f на U можно однозначно выразить в терминах координат в виде

f(x) =
∑n fn (u)xn =

∑n=(n1,...,nm)

fn (u)xn1
1 . . . xnm

m ,

где ni = 0, 1 и fn ∈ C∞ (U),

(3.1)

или в виде

f(x) = f0 (u) +
∑

k>0

∑

j1<...<jm

fj1 ...jm
(u)xj1 . . . xjm

, где f0, fj1 ...jm
∈ C∞ (U). (3.2)

Отсюда следует, что алгебра 1) C∞ (U)/(C∞ (U) ¯1̄) естественно изоморф-
на алгебре C∞ (U). Мы будем иногда обозначать образ функции f ∈C∞ (U)
под действием канонической проекции cpr : C∞ (U) −→ C∞ (U) через jf.

Значением функции f в точке pt ∈ U называется число cpr(f) (pt).
Гомоморфизм spt : C∞ (U) −→R, определенный формулой spt (f) = cpr(f(pt)),
является, очевидно, морфизмом супералгебр.

Замечание. Функция на суперобласти U не обязательно определяется
своими значениями в точках подстилающей области U. Например, каж-
дая нечетная координатная функция xi тождественно равна нулю во всех
точках.

1) Напомним, что символом (S) мы обозначаем идеал, порожденный множеством S.
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Морфизм суперобластей f : U → V — это пара f = ( jf, f∗), где
jf : U→ V — это гладкое отображение подстилающих областей, аf∗ : C∞ (V) −→ C∞ (U)

— морфизм супералгебр, такой что jf и f∗ удовлетворяют условиюf∗ (f) (pt) = f( jf(pt)) для любых f ∈ C∞ (V) и pt ∈ U.

Композиция морфизмов f : U→ V и y : V→W определяется формулами

˜yf= jy jf, (yf)∗ = f∗y∗.

Замечание. 1) Морфизмы супералгебры f∗ рассматриваются в ка-
тегории супералгебр с единицей, другими словами, всегда выполняется
равенство f∗ (1) = 1. Гомоморфизму C∞ (V) −→ 0∈C∞ (U) не соответствует
никакого морфизма суперобластей.

2) Ясно, что данное выше определение морфизма суперобластей не
позволяет нам построить внутренний Hom в категории супермногообразий.
Данное выше определение есть определение множества R-точек морфиз-
мов супермногообразий, т. е. это есть определение подстилающего мно-
гообразия некоторого бесконечномерного супермногообразия. В частности,
хотелось бы определить супергруппу диффеоморфизмов Hom(M, M). Это
сделано В. Молотковым в главе о бесконечномерных супермногообразиях
в томе 2.

Морфизм f : U→ V называется диффеоморфизмом, если существует
морфизм y : V → U (обратный морфизму f), такой что fy и yf —
тождественные морфизмы.

Пусть f : U → V диффеоморфизм. Мы будем часто отождествлять
C∞ (U) с C∞ (V) посредством f∗, т. е. писать f вместо f∗ (f).

Наше предварительное определение системы координат слишком огра-
ничительно. Например, естественно расширить множество наборов функ-
ций из C∞ (U), достойных называться системами координат, следую-
щим образом. Пусть y = (v, h) — система координат на суперобласти V,
а f : U→ V диффеоморфизм суперобластей. Каждый образ вышеопреде-
ленной системы координат под действием морфизма суперобластей, т. е.
каждый набор

x = f∗ (y) = (f∗ (v1), . . . , f∗ (vn), f∗ (h1), . . . , f∗ (hm)), (3.3)

тоже будет называться системой координат на U. Переход от коор-
динат x к координатам y будет называться заменой координат. И все
же замена (3.3) описывает пока только лишь геометрические точки
супермногообразия всех систем координат, так что мы где-то потеряли
нечетные параметры и обретем их лишь в § 4.3.
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3.1.2. Примеры суперобластей. 1) Суперобласть U размерности
n|0 — это просто область U в Rn.

2) Подстилающей областью суперобласти U размерности 0|n явля-
ется точка. Однако, поскольку C∞ (U) = Λ(m), у суперобласти U име-
ется полным-полно нетривиальных диффеоморфизмов, а именно группа
Autev Λ

. (m) автоморфизмов, сохраняющих четность.
3) Пусть E — векторное расслоение над областью U со слоем, изо-

морфным пространству V , и пусть Λ
. (E) — внешняя алгебра расслоения E.

Расслоению E сопоставим суперобласть U = (U, C∞ (U)), где C∞ (U) —
супералгебра гладких сечений расслоения Λ

. (E). Ясно, что каждый авто-
морфизм векторного расслоения Λ

. (E) индуцирует автоморфизм супероб-
ласти U.

Однако не все диффеоморфизмы суперобласти U получаются таким
образом. Действительно, морфизмы f : U → U находятся по определе-
нию во взаимно однозначном соответствии с гомоморфизмами супералгебр
функций f∗ : C∞ (U) −→ C∞ (U), а каждый гомоморфизм определен на
(«топологических») образующих супералгебры, которые мы назвали ко-
ординатами. Рассмотрим соответствующие формулы:





f∗ (ui) = f0
i (u) +

∑
r

∑
i1<...<i2r

fi1...i2r

i (u)xi1 . . . xi2r
,f∗ (xj) =

∑

r

∑

j1<...<j2r+1

fj1...j2r+1

j (u)xj1 . . . xj2r+1

(3.4)

Члены f∗ (ui) = f0
i (u) определяют диффеоморфизм подстилающей об-

ласти U. Линейные члены f∗ (xj) =
∑

i fi
j (u)xi определяют замены коорди-

нат слоя V (над каждой точкой — своя замена, отсюда и зависимость от
u). Высшие по x члены в формуле (3.4) задают эндоморфизм всего слоя —
всей супералгебры Грассмана Λ

. (V).
Ну а теперь, наконец, разницу между векторным расслоением Λ

. (E)
и суперобластью U легко почувствовать, взглянув на взятые в рамочку
члены из формулы (3.4). Эти члены не имеют никакого смысла в обыч-
ной дифференциальной геометрии, а в теории супермногообразий они этот
смысл обретают. Итак,

в категории супермногообразий больше морфизмов, чем в ка-
тегории векторных расслоений: морфизмы с не обращающи-
мися в нуль членами в рамочке формулы (3.4) и составляют

дополнительные морфизмы.

Привилегированные наборы систем координат, т. е. атласы. Ока-
зывается, на любом гладком супермногообразии можно выбрать атлас
так, что взятые в рамочку члены из формулы (3.4) обратятся в нуль
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при любом переходе от карты к карте. Ю. И. Манин назвал такие супер-
многообразия расщепимыми, а В. Молотков — векторизуемыми. А вот
среди алгебраических (суперсхем) и аналитических супермногообразий
есть нерасщепимые, для которых избавиться от членов в рамочке невоз-
можно; соответствующие препятствия впервые описал В. П. Паламодов, 1)

а подробно некоторые примеры рассмотрели Ю. И. Манин (см. [МаКП])
и А. Л. Онищик (см. [Oal]); см. также важную статью [DW].

4) Пусть U — суперобласть, а U — подстилающая область. Рассмотрим
U как n|0-мерное супермногообразие и зададим морфизм cem: U→ U —
каноническое вложение (cem = canonical embedding), положив

c̃em = id : U −→ U, cem∗ (f) = cpr(f).

Заметим, что при m > 0 морфизм cem не является диффеоморфизмом, хотя
c̃em — всегда диффеоморфизм.

Каноническое вложение согласовано с морфизмами суперобластей, т. е.

c̃em · jf = ˜f · cem для любого морфизма f : U−→ V.

Заметьте: вложение C∞ (U) −→ C∞ (U), определенное формулой f 7→ f · 1,
задает морфизм суперобластей U→ U = Urd. Однако, в отличие от cem,
этот морфизм не согласован с заменой координат, т. е. никакой канони-
ческой проекции U→ Urd не существует.

Лемма. Пусть U и V — суперобласти. Тогда любому морфизму
супералгебр a : C∞ (V) −→ C∞ (U) отвечает единственное гладкое
отображение jf : U → V , такое что пара ( jf, a) есть морфизм су-
перобластей U→ V.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y = (v, h) — система координат на V.
Если нужный нам морфизм U→ V существует, то он единствен, поскольку
координаты точки jf(pt) ∈ V единственным образом определяются из усло-
вия

vi ( jf(pt)) = (a(vi)) (pt) для любой точки pt ∈ U.

Покажем, что для любой функции f ∈ C∞ (V) ¯0̄ область V содержит
точку jf(pt) с координатами (a(v1) (pt), . . . , a(vn) (pt)), причем f( jf(pt)) =
= a(f) (pt). Фиксируем произвольную точку pt∈U и произвольную функцию
f ∈ C∞ (V) ¯0̄ и построим по ним функцию gpt ∈ C∞ (V) ¯0̄:

gpt =
∑

(vi − a(vi) (pt))2 + (f − a(f) (pt))2.

Если cpr(gpt) не обращается в нуль на V , то существует функция jhpt ∈
∈C∞ (V), такая что jhpt · cpr(gpt) = 1∈C∞ (V). Итак, благодаря доказанному

1) Так я написал в первом издании этой книги. Это неверно: первым был Грин [Green] .
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в п. 1.6.5, существует функция hpt ∈ C∞ (V), такая что hptgpt = 1 ∈ C∞ (V).
Следовательно, a(hpt)a(gpt) = 1 ∈ C∞ (U), но ведь a(gpt) (pt) = 0; получили
противоречие.

Следовательно, найдется точка pt1 ∈ V , такая что

vi (pt1) = a(vi) (pt) для любого i и f(pt1) = a(f) (pt).

Эта лемма показывает, что любой морфизм суперобластей можно за-
дать с помощью морфизма супералгебр функций. Кроме того, из этой
леммы следует, что любой морфизм s : C∞ (U) −→ R имеет вид s = spt для
некоторой точки pt ∈ U, т. е. подстилающая область может быть восста-
новлена по супералгебре C∞ (U).

3.1.3. Координатная запись морфизмов суперобластей. В обыч-
ном анализе на многообразиях координатная запись морфизмов играет
важную роль. Пусть U и V — области с координатами x и y соответственно.
Морфизм jf : U→ V единственным образом восстанавливается по набору
функций y∗

i = f∗ (yi) ∈ C∞ (U).
Аналогичное утверждение верно и для суперобластей, и мы будем

часто его использовать. Пусть f : U→ V — морфизм суперобластей, а y =
= (v, h) — система координат на V. Набор функций

y∗ = (v∗, h∗), где v∗
i = f∗ (vi) ∈ C∞ (U) ¯0̄ и h∗j = f∗ (hj) ∈ C∞ (U) ¯1̄,

называется координатной записью морфизма f. Он удовлетворяет сле-
дующему условию:

если pt ∈U, то (v∗
1 (pt), . . . , v∗

n (pt)) ∈ V . (3.5)

Действительно, v∗ (pt) — координаты точки jf(pt).

Соглашение. Всюду ниже в аналогичных ситуациях мы будет предпо-
лагать что с помощью координат v1, . . . , vn множество Vrd отождествлено
с какой-то областью в Rn.

Теорема (о координатной записи морфизмов). Пусть U и V —
суперобласти, а y = (v, h) — система координат на V. Пусть набор
функций y∗ = (v∗, h∗), где v∗

i ∈ C∞ (U) ¯0̄ и h∗j ∈ C∞ (U) ¯1̄, удовлетворяет
условию (3.5). Тогда существует единственный морфизм суперобла-
стей f : U→ V, такой что f∗ (yi) = y∗

i .

Упражнение. Докажите теорему.

3.1.4. Замкнутые и открытые суперобласти. Обозначим через UΓ,
где Γ ⊂ {1, . . . , n + m}— какое-то подмножество, подобласть в U, выде-
ленную уравнениями {xi = 0 | i ∈ Γ, p(xi) = ¯0̄}, где x = (x1, . . . , xn+m) —
система координат на суперобласти U. Положим

C∞ (UΓ) := C∞ (UΓ) [{xj | j /∈ Γ, p(xj) = ¯1̄}] .
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Пара (UΓ, C∞ (UΓ)) задает суперобласть, которую мы обозначим Ux,Γ.
Мы будем говорить, что Ux,Γ — замкнутая подсуперобласть в U, выде-
ленная набором уравнений {xi = 0 | i ∈ Γ}.

Определим каноническое вложение cemx,Γ : Ux,Γ→U (или просто cem)
формулами

cem∗ (xi) =

{
0 при i ∈ Γ,

xj при j /∈ Γ.

Функция f|Ux,Γ := cem∗ (f) ∈C∞ (Ux,Γ) называется ограничением функ-
ции f ∈ C∞ (U) на Ux,Γ.

Замкнутой подсуперобластью W ⊂ U называется любая супер-
область W = Ux,Γ для каких-то x и Γ вместе с каноническим вложе-
нием cem: W→ U. Частный случай: подстилающая область; здесь Γ =
= {n + 1, . . . , n + m}.

Пусть U — суперобласть с координатами x = (u, x). Каждому открыто-
му подмножеству W ⊂U мы сопоставим суперобласть

(W , C∞ (W)), где C∞ (W) = C∞ (W) [x1, . . . , xn] .

Суперобласть W называется открытой подсуперобластью в U.
Для любой функции f ∈ C∞ (U) мы определим ее ограничение f|W на

открытую подсуперобласть W, положив

(Σfnxn)|W = Σfn|W · xn.

Морфизм cem: W→U, определенный формулой cem∗ (f) = f|W , назовем
каноническим вложением открытой подсуперобласти W.

Из теоремы о координатной записи морфизмов немедленно вытекает,
что морфизм f : V→U, такой что jf(V) ⊂W ⊂U, однозначно пропускается
через морфизм y : W→U, так что f= cem ·y. В частности, отсюда следует,
что открытая суперобласть W вместе с каноническим морфизмом cem
определяется по подмножеству W с точностью до канонического изомор-
физма, т. е. они не зависят от выбора системы координат на U.

Локально замкнутой подсуперобластью W в U называется замкну-
тая подсуперобласть в открытой суперобласти V⊂ U. Пусть y : U→ X —
морфизм суперобластей. Если W — локально замкнутая подсуперобласть
в U, то ограничением морфизма f на W назовем морфизм f|W = f ◦ cem,
где cem: W→ U — каноническое вложение.

Если V ′ — открытая подсуперобласть в V, то f−1 (V′) — открытая под-
суперобласть в U, соответствующая открытому подмножеству jf−1 (V ′) ⊂U.

Окрестностью точки pt ∈ U назовем любую открытую подсупероб-
ласть W⊂ U, такую что pt ∈W , и тогда скажем, что pt ∈W.

Как и в классическом анализе (на многообразиях), мы часто будем
говорить, что какое-то свойство выполняется «локально, в окрестности
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точки pt». Например, утверждение «функция f ∈C∞ (U) обратима в окрест-
ности точки pt» означает, что существует окрестность V точки pt в U, такая
что функция f|V обратима.

Выражение «морфизм f : U→W является диффеоморфизмом в окрес-
тности точки pt» означает, что существуют окрестность V точки pt в U

и окрестность V′ точки f(pt) в W, такие что ограничение f|V : V→ V′ —
диффеоморфизм.

3.1.5. Произведение суперобластей. Пусть U и V — суперобласти
с координатами (u, x) и (v, h) соответственно. Произведением супероб-
ластей U и V называется суперобласть U × V, подстилающая область
которой — это U × V , а координаты — (u, v, x, h). Определим морфизмы-
проекции prU : U× V−→ U и prV : U× V−→ V, положив

pr∗U (ui) = ui, pr∗U (xk) = x∗k, pr∗V (vj) = vj, pr∗V (hl) = hl.

3.1.5а. Лемма. Если W — суперобласть, то для каждой пары мор-
физмов f : W→ U и y : W→ V существует единственный морфизмf× y : W−→ U× V, такой что prU ◦(f× y) = f и prV ◦(f× y) = y.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы немедленно следует из координатной
записи морфизмов.

Соглашение. Мы часто будем отождествлять C∞ (U) и C∞ (V) с под-
супералгебрами pr∗U (C∞ (U)) и pr∗V (C∞ (V)) супералгебры C∞ (U × V), со-
ответственно и, не рассусоливая, писать f и g вместо pr∗U (f) и pr∗V (g) для
f ∈ C∞ (U) и g ∈ C∞ (V).

3.1.5б. Лемма (Адамар). Пусть U— суперобласть с координата-
ми (u1, . . . , un, x1, . . . , xm), а pt∈U. Обозначим через Ipt идеал в C∞ (U),
порожденный функциями u1 − spt (u1), . . . , un − spt (un), x1, . . . , xm.

Тогда для любой функции f ∈ C∞ (U) и любого целого числа
r > 0 найдется многочлен Pr от переменных (u, x), такой что
(f − Pr) ∈ Ir+1

p .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из явной записи функции из C∞ (U), заданной
формулами (3.1) и (3.2), следует, что лемму достаточно доказать только
в случае m = 0, когда она совпадает с классической леммой Адамара.

3.1.6. Следствие. Ядро гомоморфизма spt : C∞ (U) −→R совпадает
с Ipt.

Действительно, ясно, что Ipt ⊂Ker spt, а из леммы Адамара следует, что
C∞ (U) = Ipt ⊕ R.

3.1.7. Лемма (как восстановить функцию по ее значениям).
Пусть Un|m — суперобласть, f, f′ ∈C∞ (U), а r > m. Предположим, что
f − f′ ∈ Ir

pt для любой точки pt ∈ U. Тогда f = f′.
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Эта лемма показывает, что, хотя функцию f ∈ C∞ (U) и нельзя вос-
становить по ее значению в точках суперобласти U, т. е. по ее образам
в C∞ (U)/Ipt = R, ее все-таки можно восстановить, если мы знаем все ее
производные до порядка r, где r > m, включительно, или, другими словами,
если мы знаем образы функции f в супералгебрах C∞ (U)/Ir

pt для всех точек
pt ∈ U.

Упражнение. Докажите лемму.
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3.2.1. Частные производные. Пусть Un|m — суперобласть, x =
= (u, x) — система координат на U. Определим частные производные

∂i =
∂

∂xi
: C∞ (U) −→ C∞ (U) по правилу Лейбница, положив ∂i (xj) = dij.

В явном виде мы получим, что
∂

∂ui
(fxn1

1 . . . xnm
m ) =

∂f

∂ui

xn1
1 . . . xnm

m ,

∂

∂xj
(fxn1

1 . . . xnm
m ) = (−1)n1+...+nj−1njfxn1

1 . . . xnj−1

j−1 xnj+1

j+1 . . . xnm
m

при всех f ∈ C∞ (U). Ясно, что p(∂i) = p(xi).

3.2.2. Базис в C∞(U)-супералгебре derC∞(U). Пусть derC∞ (U) —
супералгебра Ли дифференцирований супералгебры C∞ (U) со скобкой,
заданной суперкоммутатором.

Лемма. Супералгебра Ли derC∞ (U) — свободный C∞ (U)-модуль
с базисом {∂i}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть D ∈ derC∞ (U). Положим Di = D(xi) и
рассмотрим векторное поле D′ = D−∑Di∂i. Так как D′ (xi) = 0 при всех
i, то D′ (P) = 0 для любого многочлена P ∈ R [x] . По лемме 3.1.7 доста-
точно проверить, что D′ (f) ∈ Im+1

pt для любой функции f ∈ C∞ (U) в любой
точке pt ∈ U. Выберем многочлен P так, чтобы выполнялось равенство
f − P ∈ Im+2

pt . Тогда D′ (f) = D′ (f) −D′ (P) = D′ (f − P) ∈ Im+1
pt .

3.2.3. Векторные и ковекторные поля. По аналогии с обычным ана-
лизом назовем элементы супералгебры derC∞ (U) векторными полями
и обозначим C∞ (U)-модуль derC∞ (U) символом vect(U). Явная формула
для скобки векторных полей получается, как обычно, применением левых
и правых частей следующего равенства к «пробным функциям»:

[f∂i, g∂j] = f(∂ig)∂j − (−1) (p(f)+p(∂i)) (p(g)+p(∂j)) g(∂jf)∂i.

Обозначим C∞ (U)-модуль

(vect(U))∗ = HomC∞ (U) (vect(U), C∞ (U))

символом Covect(U), а его элементы назовем ковекторными полями.
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Определим четный R-линейный оператор — дифференциал, положив
d : C∞ (U) −→ Covect(U),

〈df, D〉= (−1)p(f)p(D) D(f) или 〈D, df〉= D(f) =
∑

Di
∂f

∂xi
,

где f ∈ C∞ (U), а D =
∑

Di
∂

∂xi
∈ vect(U). Сравнивая эти две формулы, мы

видим, что удобнее рассматривать Covect(U) как правый C∞ (U)-модуль:
знаков потребуется меньше.

Оператор d является, очевидно, четным дифференцированием суперал-
гебры C∞ (U) в C∞ (U)-модуль Covect(U), т. е.

d(fg) = (df)g + f(dg).

Очевидно, что Covect(U) является гладкой версией модуля CovectA уни-
версальных четных дифференцирований, рассмотренного здесь для A =
= C∞ (U), а в гл. 1 — для алгебр полиномов.

Пусть x = (u, x) — система координат на U. Векторные поля ∂i об-
разуют базис в модуле vect(U). Отсюда следует, что ковекторные поля
dxi образуют базис в модуле Covect(U), двойственный справа к базису
{∂i}dim U

i=1 .
Если f ∈ C∞ (U), то

df =
∑

dxi∂i (f),

т. е. |∂if〉 — вектор-столбец правых координат вектора df в базисе
{dxi}dim U

i=1 . Если 〈hi| является вектор-строкой левых координат векторного
поля D в базисе {∂i}dim U

i=1 , то

D(f) = 〈D, df〉=
∑

hi (∂if).

3.2.4. Производная Ли. Определим действие супералгебры Ли
vect(U) в суперпространствах C∞ (U), vect(U) и Covect(U), которое (в этих,
а также и более общих случаях действий в тензорных полях) называ-
ется производной Ли (вдоль векторного поля X ∈ vect(U)), для любых
f ∈ C∞ (U), D ∈ vect(U), a ∈ Covect(U) положив

LX (f) = X(f),

LX (D) = [X, D] ,

〈LX (a), D〉= LX (a(D) − (−1)p(X)p(a)〈a, LX (D)〉.
Упражнения. Докажите следующие утверждения:
1) LX (fD) = LX (f)D + (−1)p(X)p(f) fLX (D);
2) LX (af) = LX (a)f + (−1)p(X)p(a)a(LX (f));
3) LX (〈a, D〉) = 〈LX (a), D〉+ (−1)p(X)p(D)〈a, LX (D)〉, в частности,

LX (df) = (−1)p(X) d(X(f));
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4) [LX, LY ] = L [X,Y] ;
5) координатная запись производной Ли дается формулами

Lh∂i
(f) = h∂if;

Lh∂i
(g∂j) = h∂i (g)∂j − (−1)p(h∂i)p(g∂j) g∂j (h)∂i;

Lh∂i
(dxj) = dij

∑

k

dxk (∂kh).

3.2.5. Касательное и кокасательное пространства. Для каждой
точки pt ∈ U мы назовем суперпространство Tpt (U) = vect(U)/Iptvect(U)
касательным пространством к U в точке pt. Пространство T∗

pt (U) =
= Covect(U)/Ipt Covect(U) мы назовем кокасательным пространством
к U в точке pt. Образ (ко)векторного поля X в пространстве Tpt (U)
называется значением (ко)векторного поля X в точке pt.

Мы будем обозначать значения векторных полей ∂i и ковекторных
полей dxi в точке pt теми же символами: ∂i и dxi. Ясно, что {∂i ∈ Tpt (U)}n+m

i=1
и {dxi ∈ T∗

pt (U)}n+m
i=1 — двойственные базисы.

Упражнение. Докажите, что

T∗
pt (U) = Ipt/I2

pt и dxi = (xi − xi (pt)) (mod I2
pt).

3.2.6. Цепное правило. Пусть f : Um,n −→ Vr,s — морфизм супероб-
ластей, а x и y — системы координат на U и V соответственно. Супер-
матрица Ixy частных производных координат y по x определяется
формулами

(Ixy) ij = ∂if∗ (yj), prow (i) = p(xi), pcol (j) = p(yj).

Очевидно, что Ixy — четная суперматрица.

Теорема (цепное правило). Справедливо равенство

∂f∗ (f)
∂xi

=
∑

16j6r+s

∂f∗ (yj)
∂xi

f∗
(

∂f

∂yj

)
при i = 1, . . . , m + n, (3.6)

или, в матричных обозначениях,
∣∣∣∂f∗ (f)

∂x

〉
= Ixy

∣∣∣f∗
(

∂f

∂y

)〉
для любых f ∈ C∞ (U). (3.7)

Если y : V→W— морфизм супермногообразий, а z = (w, z) — система
координат на W, то

Ixz = Ixy · f∗ (Iyz). (3.8)

Следствие. Если x и y — две системы координат на U, то

∂

∂xi
=
∑ ∂yj

∂xi

∂

∂yj
. (3.9)
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Если z — третья система координат, то Ixz = IxyIyz. В частности,
матрица Ixy обратима.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Обозначим через D разницу между ле-
вой и правой частями в формуле (3.6). Из п. 3.2.4 следует, что при любых
f, g ∈ C∞ (V) и D(f), D(g) ∈ C∞ (U) выполняется равенство

D(fg) = D(f)f∗ (g) + (−1)p(D)p(f)f∗ (f)D(g).

Непосредственные вычисления показывают, что D(yj) = 0 при j = 1, . . .
. . . , r + s. Поэтому из правила Лейбница следует равенство D(f) = 0 для
любого многочлена f, зависящего от y, а лемма из п. 3.1.7 позволяет
продолжить это равенство на любые функции.

3.2.7. Предложение (инвариантность формы первого дифферен-
циала). Пусть f : U→ V — морфизм суперобластей. Тогда существу-
ет и единствен морфизм f∗ : Covect V −→ Covect(U), согласованный
с умножениями на функции и коммутирующий с d, т. е. для любых
f ∈ C∞ (V), a ∈ Covect(V) выполняются равенстваf∗ (af) = f∗ (a)f∗ (f), f∗ (df) = df∗ (f).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x и y — системы координат на U и V

соответственно. Если a =
∑

dyjfj, то согласно предположениюf∗ (a) =
∑

df∗ (yj)f∗ (fj) =
∑

dxiIijf∗ (fj), где Iij = (Ixy) ij. (3.10)

Формула (3.10) однозначно определяет морфизм f∗. Давайте проверим,
что из цепного правила следует, что f∗ (df) = d(f∗f). Действительно,f∗ (df) =f∗

(∑
dyj

∂f

∂yj

)
=
∑

dxiIijf∗
(

∂f

∂yj

)
=
∑

dxi
∂ (f∗f)

∂xi
= d(f∗f).

Замечания. 1) Из доказательства следует, что предложение эквива-
лентно цепному правилу.

2) Ясно, что Ixy — суперматрица оператора f∗, т. е. f∗ (dy) = dx · Ixy.
Здесь мы рассматриваем действия матриц (операторов) на вектор-

строках справа, в то время как в гл. 1 мы преимущественно рассматривали
левое действие на вектор-столбцах.

3.2.8. Суперматрица частных производных и матрицы Якоби.
В обычном анализе вместо матрицы Ixy обычно используется транспо-
нированная матрица It

xy, которая называется матрицей Якоби. Поэтому
давайте тоже введем матрицу Якоби Jf отображения f, положив Jf =
= (Ixy)st. Другими словами, в стандартном формате эта суперматрица
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имеет вид

Jf =




∂v

∂u
−∂v

∂x

∂h

∂u

∂h

∂x


 .

Из формулы (3.8) следует, что Jy·f = f∗ (Jy)Jf.

3.2.9. Предположим, что f : U→ V — морфизм суперобластей, p ∈ U
и q∈ jf(p). Каждый морфизм f∗ : Covect(V) −→Covect(U) определяет мор-
физм кокасательных пространств Dpf∗ : T∗

p (V) −→ T∗
p (U) и двойственный

ему морфизм касательных пространств Dpf : Tp (U) −→ Tq (V). Морфизм
Dpf называется дифференциалом отображения f в точке p.

В координатах имеет место формула

(Dpf∗) (dy) = dx · Ixy (p).

Ни морфизм vect(U) −→ vect(V), ни морфизм vect(V) −→ vect(U) не
индуцированы, вообще говоря, морфизмом f. Ситуация меняется, еслиf : U → V — открытое вложение, т. е. f является диффеоморфизмом
суперобласти U на открытую подсуперобласть в V.

Лемма. Если f — открытое вложение, то существует един-
ственное отображение f∗ : vect(V) −→ vect(U), такое чтоf∗ (D) (f∗ (f)) = f∗ (D(f)),f∗ (fD) = f∗ (f)f∗ (D),f∗ (〈D, a〉) = 〈f∗ (D), f∗ (a)〉
при всех f ∈ C∞ (U), X ∈ vect(U), a ∈ Covect(U).

На C∞ (U), vect(U) и Covect(U) производная Ли инвариантна от-
носительно f∗ в следующем смысле:f∗ ◦ LD = Lf∗ (D)f∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x — координаты на V. Поскольку f —
открытое вложение, f∗ (xi) 6= 0 при всех i. Если D =

∑
Di (x)∂i, тоf∗ (D) (f∗ (xi)) = f∗ (D(xi)) = f∗ (xi) =⇒ f∗ (D) =

∑f∗ (Di)
∂

∂f∗ (xi)
.

§ 3.3. Ряд Тейлора и формула Тейлора

3.3.1. Формула Тейлора. В анализе на многообразиях ряд Тейлора
функции f — это степенной ряд, который асимптотически стремится к f
в некоторой окрестности данной точки p. Коэффициенты этого ряда выра-
жаются в терминах производных функции f в точке p.
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Поскольку на суперобластях значения функции в точке несут недоста-
точную информацию, чтобы восстановить функцию, мы должны использо-
вать ряды Тейлора, зависящие от дополнительных параметров.

Пусть Un|m и Vr|s — суперобласти с координатами x = (u, x) и y = (v, h),
соответственно. Отождествим U с замкнутой подсуперобластью в W =
= U × V, выделенной системой уравнений {vi = 0, hj = 0; при всех i, j}.
В этом пункте мы рассмотрим вариант формулы Тейлора, в котором
(u, x) — параметр, и приблизим функцию f ∈C∞ (W) многочленами от (v, h)
с коэффициентами, зависящими от u, x.

Обозначим через IU идеал в супералгебре C∞ (U × V), порожденный
y = (v, h). Положимk! =

(
∂

∂y

)k
(yk) = k1! . . . kn!(−1)|n|(|n|−1)/2,

где |n|= n1 + . . . + nm, а k = (k1, . . . , kn, n1, . . . , nm) — мультииндекс типа
(n, m).

Теорема. Пусть f ∈ C∞ (W) и k > 0. Тогда существует единствен-
ный многочлен

Tk (f) =
∑

|k|6k

fkyk,

где fk ∈C∞ (U), такой что f− Tk (f) ∈ Ik+1
U . Коэффициенты многочлена

Tk (f) имеют вид

fk =
1k!

((
∂

∂y

)k

f
)∣∣∣

U
.

Многочлен Tk (f), определенный в этой теореме, называется много-
членом Тейлора степени k функции f от переменных y, а формальный
степенной ряд T (f) =

∑
fkyk называется рядом Тейлора функции f.

3.3.2. Формула Тейлора (другой вариант). Пусть U— суперобласть
с координатами x = (u, x). На U×U рассмотрим координаты x, x′, где x′ —
другая копия координат x, и пусть ∆xi = xi − x′

i.
Суперобласть в U×U, заданная уравнениями {∆xi = 0 при всех i}, —

диагональ — будет обозначаться ∆(U).
Мы отождествим C∞ (U) с подсупералгеброй в C∞ (U × U), положив

f(x) 7→ f(x) · 1. Кроме того, мы сопоставим каждой функции f ∈ C∞ (U)
функцию f(x′) = f(x + ∆x) ∈ C∞ (U× U).

Теорема. Для любого k > 0 выполняется соотношение

f(x + ∆x) ≡
∑

|k|6k

fk (x) (∆x)k (mod Ik+1
∆ ),
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где fk =
1k!

(
∂

∂x

)k

f ∈ C∞ (U) ∈ C∞ (U × U), а I∆ — идеал, порожденный

элементами {∆xi при всех i}.
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы легко следует из теоремы 3.3.1.

Из теоремы 3.3.2 вытекает следующая интерпретация частных произ-
водных, отвечающая известному определению

∂f

∂xi
= lim

t→0

f(x1, . . . , xi + t, . . . , xn) − f(x1, . . . , xn)
t

из обычного анализа на многообразиях. А именно, пусть x = (u, x) —
система координат на U. Из формулы Тейлора следует, что функция

hi (x, t) = f(x1, . . . , xi + t, . . . , xn+m) − f(x),

где p(t) = p(xi), может быть представлена в виде hi (x, t) = tgi (x, t), где
значение gi (x, t)|t=0 не зависит от выбора функции gi. (Заметим, что если
t нечетно, то функция gi (x, t) определена неоднозначно.)

§ 3.4. Теоремы об обратной и неявной функциях

3.4.1. Теорема (об обратной функции). Пусть f : U→ V — мор-
физм суперобластей p ∈ U и q = f(p). Тогда следующие условия
эквивалентны:

а) f— диффеоморфизм в окрестности точки p;
б) дифференциал Df : Tp (U) −→ Tq (V) — изоморфизм касательных

пространств.

Пусть x = (u, x) и y = (v, h) — системы координат на U и V соот-
ветственно. Тогда условие б) в точности описывает обратимость матрицы
Якоби отображения f в точке p — достаточное условие для существования
обратной функции.

Упражнение. Докажите теорему.

3.4.2. Теорема (о неявной функции). Пусть U и V — суперобла-
сти, f : U × V −→ W — морфизм суперобластей, p ∈ U, q ∈ V и r =
= f(p × q) ∈W. Пусть матрица Якоби морфизма fq = f|U×q : U→W

обратима в точке p (т. е. дифференциал Dfq : Tp (U) −→ Tr (W) обратим).
Тогда существуют окрестность V0 точки q и морфизм y : V0→U,

такие что f◦ (y× id) = cem ◦ prt : V−→W, (3.11)

где cem: r→w — вложение, а prt : V→ r — сжатие в точку, заданные
формулами

cem∗ (f) = f(r) и prt∗ (1) = 1.
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Если y′ : V′
0→U— другой морфизм, удовлетворяющий условию (3.11),

то y′|V′
0∩V0

= y.

В обычном анализе условие (3.11) означает, что для любой точки q′ ∈V0

найдется единственная точка p′ ∈ U0, такая что f(p′ × q′) = r, причем p′

гладко зависит от q′.

Лемма. Теорема об обратной функции следует из теоремы о
неявной функции. Верно и обратное утверждение: из теоремы об
обратной функции следует теорема о неявной функции.

Известное нам доказательство этой леммы очень занудно.

Упражнение. Докажите лемму и обратное утверждение.

3.4.3. Теорема (глобальная теорема об обратной функции).

Пусть f : U→ V — морфизм суперобластей. Пусть суперматрица Jf

обратима в каждой точке p ∈ U, а jf : U → V — вложение. Тогдаf— диффеоморфизм суперобластей U→W, где W⊂ V — открытая
подсуперобласть.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 3.4.1 на базе у нас есть локальный
диффеоморфизм, который по условию еще и взаимно однозначен. Тогда он
просто является диффеоморфизмом. А теперь разберемся с функциями.

Пусть x — система координат на U. По теореме 3.4.1 в окрестности
каждой точки q ∈ W найдутся функции x∗

i , такие что f∗ (x∗
i ) = xi. Это

условие однозначно определяет функции x∗
i . Следовательно, мы можем

склеить эти функции в глобальные функции x∗
i на всем W . Используя

координатную запись морфизмов, мы можем теперь определить морфизмy : W→ U, такой что y∗ (xi) = x∗
i .

Поскольку (yf)∗ (xi) = xi, отображение yf : U→ U является тожде-
ственным морфизмом. В частности, f∗y∗ = Id. Из п. 3.4.2 следует, что
достаточно проверить, что y∗f∗ = Id или что ядро морфизма f∗ равно
нулю.

Пусть f ∈ C∞ (W) и f∗f = 0. Поскольку локально f∗ — изоморфизм,
мы видим, что f обращается в нуль в окрестности каждой точки. Следова-
тельно, f = 0.

Следствие. 1) Пусть Un|m — суперобласть, а x = (u, x) — система
функций на U, такая что четные функции u1, . . . , un разделяют
точки на U и множество ковекторов {du, dx} образует базис ко-
касательного пространства T∗

p (U) в каждой точке p ∈U. Тогда x —
система координат на U.

2) Пусть v1, . . . , vk ∈ C∞ (U) ¯0̄ и h1, . . . , hl ∈ C∞ (U) ¯1̄. Эти функции
можно дополнить до системы координат в окрестности любой
точки p ∈ U тогда и только тогда, когда дифференциалы dvi и dhj

линейно независимы в этой точке.
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Указание. 1) Примените теорему 3.4.3 к морфизму f : U−→ Rn|m, за-
данному формулой f∗ (x′) = x, где x′ — система координат на Rn|m.

3.4.4. Иммерсии и субмерсии. Пусть f : Un,m −→Vk,l — морфизм су-
перобластей, p ∈U и q∈V. Морфизм f называется иммерсией в точке p,
если в окрестностях точек p и q существуют координаты u, x и v, h соот-
ветственно, такие что (здесь n 6 k, m 6 l)f∗ (vi) = ui при 1 6 i 6 n, f∗ (vi) = 0 при i > n,f∗ (hj) = xj при 1 6 j 6 m, f∗ (hj) = 0 при j > m.

Морфизм f называется субмерсией в точке p, если в окрестностях
точек p и q существуют координаты u, x и v, h соответственно, такие что
(здесь n > k, m > l) f∗ (vi) = ui при 1 6 i 6 k,f∗ (hj) = xj при 1 6 j 6 ln.

Теорема. Морфизм f является иммерсией (субмерсией) в точке p
тогда и только тогда, когда дифференциал Df(p) является вложе-
нием (эпиморфизмом).

Упражнение. Дайте (очевидное) определение суперранга (srk) супер-
матрицы.

В терминах матрицы Якоби Jf теорема означает, что srk Jf (p) = (n, m)
для иммерсий и rk Jf (p) = (k, l) для субмерсий.

Д о к а з а т е л ь с т в о (теоремы). Пусть y — система координат на V,
а y∗

i = f∗ (yi). Если Df— вложение, то существует подмножество индек-
сов Γ, такое что множество {dy∗

i | i ∈ Γ}— базис в T∗
p (U). Из результатов

п. 3.4.3 следует, что функции {y∗
i | i ∈ Γ} задают систему координат

в окрестности точки p.
Определим морфизм y : V→ U и набор функций y′

i на V формуламиy∗ (y∗
i ) = yi и y′

i =

{
yi при i ∈ Γ,

y′
i = yi − y∗ (y∗

i ) при i 6∈ Γ.

Ясно, что {dy′
i | i ∈ Γ}— базис в пространстве T∗

q (V), так что {y′
i | i ∈ Γ}—

система координат в окрестности точки q. Итак,f∗ (y′
i) =

{
y∗

i при i ∈ Γ,

0 при j 6∈ Γ.

Следовательно, f— иммерсия.
Если Df — эпиморфизм, то в силу результатов п. 3.4.3 множество

{y∗
i | i∈ Γ} можно расширить до системы координат в окрестности точки p.

Итак, f— субмерсия.
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§ 3.5. Дифференциальные и псевдодифференциальные
формы

3.5.1. Дифференциальные формы. Пусть Un,m — суперобласть. Су-
перкоммутативная супералгебра Ω

. (U) = E
.
C∞ (U) (Covect(U)) называется

супералгеброй дифференциальных форм на U. Мы будем отождествлять
Ω0 (U) с C∞ (U), а Ω1 (U) с Π(Covect(U)).

Пусть f ∈C∞ (U). Допуская вольность речи 1) , мы обозначаем символом
df дифференциальную форму p(df) ∈ Ω1 (U), поэтому p(df) = p(f) + ¯1̄.

Пусть x — система координат на U. Тогда дифференциальные фор-
мы dxi образуют базис C∞ (U)-модуля Ω1 (U), следовательно, Ω

. (U) =
= C∞ (U) [dx] . Степенью дифференциальной формы w ∈ Ω называется ее
степень относительно дифференциалов dx, поэтому Ω

. есть Z/2× Z-гра-
дуированная алгебра: она градуирована четностью p и степенью deg.

3.5.2. Суперобласть Û и псевдодифференциальные формы. Да-
дим геометрическую интерпретацию супералгебры Ω

. (U). А именно, мы
введем некоторую суперобласть Û и рассмотрим Ω

. (U) как подсуперал-
гебру в C∞ (Û).

Пусть x — система координат на Un|m. Определим Ux как суперобласть
U × Rn|m с координатами x, x̂, где p(x̂i) = p(xi) + ¯1̄. Если y — другая
система координат на U, то отождествим суперобласти Ûx и Ûy с помощью
изоморфизма ayx : Ûx→ Ûy, заданного формуламиa∗

yx (yi) = yi, a∗
yx (ŷi) =

∑
x̂j

∂

∂xj
yi,

или
ŷ = x̂Iyx.

Пусть Û— класс эквивалентности суперобластей Ûx относительно опреде-
ленной выше эквивалентности. Ясно, что Û однозначно восстанавливается
по U. Итак, каждой системе координат x на U отвечает система координат
x, x̂ на Û.

Морфизм-проекция pr : Û→ U, заданный формулой pr∗ (xi) = xi, не за-
висит от системы координат x и позволяет нам отождествить супералгебру
C∞ (U) с подсупералгеброй супералгебры C∞ (Û).

Продолжим вложение pr∗ : C∞ (U) −→C∞ (Û) до морфизма супералгебр
pr∗ : Ω

. (U) −→ C∞ (Û), положив pr∗ : dxi 7→ x̂i. Образ супералгебры Ω
. (U)

1) Вольность речи проявляется в том, что из записи df не видно, четный или нечетный диф-
ференциал мы рассматриваем. Обычно, но, увы, не всегда, это ясно из контекста: например,
у Г. М. Фихтенгольца дифференциал d четный, а у Р. Уэллса (см. [Wel]), как правило (но не
всегда), нечетный.
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состоит из функций, полиномиальных по x̂. Поскольку дифференциал df =

=
∑

x̂i
∂f

∂xi
определен инвариантно, морфизм pr∗ не зависит от выбора

системы координат. Мы будем отождествлять супералгебру Ω
. (U) с под-

супералгеброй в C∞ (Û) с помощью морфизма pr∗.
Супералгебра Ω̂(U) := C∞ (Û) называется супералгеброй псевдодиф-

ференциальных форм.
Заметим, что если нечетных координат на U нет, т. е. U — область, а не

суперобласть, то Ω̂(U) = Ω(U).
Мы скажем, что w ∈ Ω̂(U) — однородная форма степени l, еслиw(x, tx̂) = tlw(x, x̂) для любого t ∈ R.

Подсупералгебра Ω̂(.) (U) =
∐l∈R

Ω̂(l) (U) однородных псевдодифференциаль-

ных форм в Ω̂(U) — важная алгебра.

3.5.3. Внешний дифференциал. Дифференциал d, определенный
в следующей лемме, называется внешним дифференциалом.

Лемма. Существует и единственно дифференцирование
d : Ω(U) −→ Ω(U), такое что

а) p(d) = ¯1̄, deg d = 1;

б) если f ∈ C∞ (U), то df =
∑

dxi
∂f

∂xi
;

в) d2 = 0.
Дифференциал d можно единственным образом продолжить до

дифференцирования супералгебры Ω̂(U). В координатах x, x̂ он име-
ет вид

d =
∑

x̂i
∂

∂xi
. (3.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Дифференциал d однозначно определен услови-
ями а)–в) на образующих, т. е. на всех f ∈Ω0 (U) и dxi ∈ Ω1 (U) (поскольку
d(dxi) = 0). Отсюда следуют единственность дифференциала d как на
Ω(U), так и на Ω̂(U), и его явный вид.

3.5.4. Внутреннее произведение. Пусть X∈ vect(U). Дифференциро-
вание iX, определенное ниже, называется внутренним умножением на X.

Лемма. 1) Дифференцирование iX : Ω
. (U) −→ Ω

. (U), такое что
а) p(iX) = p(X) + 1, deg iX =−1;
б) если a ∈Covect(U) и p(a) ∈Ω1 (U), то iX (p(a)) = (−1)p(X) (X, a), т. е.iX (df) = (−1)p(X) X(f) для любых f ∈ C∞ (U). (3.13)

существует и единственно.
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Дифференцирование iX можно единственным образом продол-

жить до дифференцирования супералгебры Ω̂(U). В координатах

x, x̂ явная формула имеет вид (здесь ∂̂i :=
∂

∂x̂i
)iX = (−1)p(X)

∑
fi∂̂i для любого X =

∑
fi∂i. (3.14)

2) Гомоморфизм i : vect(U) −→ vect(Û), где X 7→ iX, является нечет-
ным C∞ (U)-линейным гомоморфизмом, причем [iX, iY ] = 0 для любых
X, Y ∈ vect(U).

Заметим, что условия (3.13) и (3.14) эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий а)–б) следует, что iX (Ω0 (U)) = 0
и iX (dxi) = (−1)p(X) X(xi). Отсюда вытекает единственность дифференци-
рования iX на Ω(U) и Ω̂(U), равно как и явные формулы (3.13) и (3.14).

3.5.5. Производная Ли. Сравните результаты этого пункта
с п. 3.2.4! Дифференцирование LX, определенное ниже, называется про-
изводной Ли вдоль X.

Лемма. 1) Пусть X ∈ vect(U). Существует единственное диффе-
ренцирование LX : Ω

. (U) −→ Ω
. (U), такое что

а) p(LX) = p(X) и deg LX = 0,
б) LX (f) = X(f) для любых f ∈ C∞ (U),
в) [d, LX] = 0.
Дифференцирование LX, заданное условиями а)–в), можно един-

ственным образом продолжить до дифференцирования супералгеб-

ры Ω̂(U). В координатах x, x̂ явная формула имеет вид

LX =
∑

fi
∂

∂xi
+
∑

dfi
∂

∂x̂i
=
∑

fi
∂

∂xi
+ (−1)p(X)

∑

i,j

x̂j
∂fi

∂xj

∂

∂x̂i

для любых X =
∑

fi
∂

∂xi
.

2) Пусть X, Y ∈ vect(U). Тогда LX = [d, iX] , [LX, iY ] = (−1)p(X) i [X,Y]

и [LX, LY ] = L [X,Y] .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий а)–в) следует, что LX (f) = X(f) для
любой функции f ∈ C∞ (U) и

LX (dxi) = (−1)p(X) d(X(xi));

следовательно, оператор LX однозначно определен на Ω(U) и Ω̂(U). Поло-
жим

LX = [d, iX] .
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Тогда условия а)–в) выполняются, и по уже доказанному мы построили
желаемое дифференцирование LX. Явная формула для LX и п. 2 проверя-
ются непосредственно.

3.5.6. Морфизмы f∗ и ˆf.

Лемма. Пусть f : V→ U — морфизм суперобластей. Гомоморфизмf∗ : C∞ (U) −→ C∞ (V) можно однозначно продолжить до гомомор-
физма супералгебр f∗ : Ω(U) −→ Ω(V), коммутирующего с внешним
дифференциалом (т. е. такого, что df∗ = f∗d).

Морфизм f∗ можно однозначно продолжить также и до мор-

физма супералгебр ˆf∗ : Ω̂(U) −→ Ω̂(V), т. е. f∗ задает морфизм су-

перобластей ˆf : V̂ → Û. В координатах x, x̂ морфизм ˆf задается
формулами

ˆf∗ (xi) = f∗ (xi), ˆf∗ (x̂i) = d(f∗ (xi)) =
∑

ŷj
∂

∂yj
(f∗ (xi)). (3.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формулы f∗ (dxi) = d(f∗ (xi)) следует един-
ственность как f∗, так и ˆf. Определим теперь морфизм ˆf : V̂→ Û форму-
лами (3.15).

Упражнение. Проверьте, что морфизм супералгебр ˆf∗ коммутирует с d
и что ˆf∗ (Ω(U)) ⊂ Ω(V).

3.5.7. Лемма Пуанкаре. Пусть Un|m — суперобласть с координата-
ми x, выбранными так, что начало координат содержится в U. Скажем, что
суперобласть U звездчатая относительно точки 0, если для любого t,
такого что 0 6 t 6 1, существует морфизм ft : U→U, такой что f∗

t (xi) = txi.

Теорема (лемма Пуанкаре). Пусть суперобласть U звездчатая

относительно точки 0, а d : Ω̂(U) −→ Ω̂(U) — внешний дифференциал.
Тогда

Ker d = Im d⊕ R · 1, (3.16)

где R · 1 — одномерное пространство констант. Равенство (3.16)
верно также и для ограничения d|Ω(U) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из п. 3.5.3 следует включение

Ker d⊃ Im d⊕ R · 1.

Рассмотрим набор морфизмов { ˆft | 0 6 t 6 1}, таких что

ˆf∗
t (xi) = txi и ˆf∗

t (x̂i) = tx̂i при всех i.
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Применяя цепное правило, мы видим, что [d, ˆf∗
t ] = 0 и t

d

dt
ˆf∗

t = LX ˆf∗
t для

любого поля X =
∑

xi∂i. Положимy(w) =
1]

0

1
t

[ ˆf∗
t (w) − ˆf∗

0 (w)]dt для любой формы w ∈ Ω̂(U).

Благодаря теореме 3.3.1 интегральное выражение — гладкая функция от t.
Следовательно, интеграл имеет смысл. Мы видим, что [d, y] = 0 и

LX (y(w)) =
1]

0

1
t

LX ( ˆf∗
t (w) − ˆf∗

0 (w))dt =
1]

0

d

dt
( ˆf∗

t (w))dt =

= ˆf∗
1 (w) − ˆf∗

0 (w) = w− ˆf∗
0 (w).

Положим H(w) = iX ◦ y(w). Итак, если w ∈ Ker d, то

d H(w) = [d, H] (w) = [d, iX] ◦ y(w) = LX ◦ y(w) = w− ˆf∗
◦ (w),

т. е. w= d H(w) + ˆf∗
◦ (w) ∈ Im d + R · 1 (Im ˆf∗

◦ = R · 1),

что доказывает включение Ker d⊂ Im d⊕ R · 1.
Если w ∈ Ω(U), то H(w) ∈ Ω(U), следовательно, теорема верна также

и для d|Ω(U) .

3.5.8. Дифференциальные формы как полилинейные функции.
В анализе на многообразиях дифференциальные формы часто определяют
как полилинейные функции от векторных полей. Дадим аналогичную ин-
терпретацию дифференциальным формулам и на суперобластях. Для этого
заметим, что на самом-то деле формы даже и на областях рассматриваются
как полилинейные функции на Π(vect(U)), а не на vect(U). Для краткости
мы будем писать hX вместо p(X). Пусть wl ∈ Ωl (U) и X1, . . . , Xl ∈ vect(U).
Положим wl (hX1, . . . , hXl) = (−1)p(wl) (p(X1)+...+p(Xl)+l) · iX1 . . . iXl

wl.

Легко проверить, что

а) перестановка аргументов hXi и hXi+1 умножает wl на (−1) (p(Xi)+1) (p(Xi+1)+l) ;
б) wl (hX1, . . . , hXlf) = wl (hX1, . . . , hXl)f для любой функции f.

(3.17)
Из явного описания базисов в C∞ (U)-модулях vect(U) и Ωl (U) следует, что
каждое отображение

(hX1, . . . , hXl) 7−→ w(hX1, . . . , hXl),

которое удовлетворяет условиям (3.17), определяет одну-единственную
форму wl ∈ Ωl (U). Следовательно, дифференциальные формы могут быть
заданы как такие отображения.
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С этой новой точки зрения легко вывести явные формулы для d, iX и LX.
(Указание. Примените правило знаков к формулам обычного анализа.)
Поскольку явные выражения ужасны, а главное — абсолютно никогда не
нужны для счета руками, кроме как для форм самых малых степеней,
а со старшими степенями легко справляется пакет программ Грозмана
SuperLie [Gr] , мы приведем их только для форм самых малых степеней:

(ww′) (hX, hY) = (−1)p(w′)p(hX)w(hX)w′ (hY) + (−1)p(hY) (p(w′)+p(hX))w(hY)w′ (hX),

df(hX) =−(−1)p(f)p(X) X(f),

dw(hX, hY) =−(−1)p(w)p(X) LX (w(hY)) − (−1) (p(w)+p(X))p(Y) LY (w(hX))+

+ (−1)p(w)+p(X)w([ hX, hY])

для любых w, w′ ∈ Ω1 (U), f ∈ Ω0 (U) и X, Y ∈ vect(U).

3.5.9. Теорема Дарбу. Назовем дифференциальную 2-форму невы-
рожденной, если соответствующая ей билинейная форма, определенная
в п. 3.5.8, невырожденна. Скажем, что дифференциальная форма w за-
мкнута, если dw= 0.

Теорема. Пусть w— невырожденная однородная (относительно
четности) дифференциальная 2-форма на r|s-мерной веществен-
ной суперобласти U. Для любой точки из U система координат
в окрестности этой точки, такая что w имеет видw0 =

∑

16i6 [ r
2

]

dpidqi +
∑

16j6s

ej (djj)2, где ej =±1, если p(w) = ¯0̄;

w1 =
∑

dxidqi, если p(w) = ¯1̄,

(3.18)

существует тогда и только тогда, когда dw= 0. В частности, если
p(w) = ¯0̄, то r = 2n, а если p(w) = ¯1̄, то r = s.

Над C четную форму с равным успехом можно привести к дру-
гому каноническому виду, часто более удобному в приложениях:

w0 =
∑

dpidqi +





∑
16j6k

ej (dxjdhj), если s = 2k,

∑
16j6k

ej (dxjdhj) + e(dj)2, если s = 2k + 1,
(3.19)

где и e, и ej при всех j одновременно равны 1 (или, если удобнее, −1).

Д о к а з а т е л ь с т в о (из которого ясно, что эта теорема чисто алгеб-
раическая, а не аналитическая, как можно подумать) см. в [ГрЛе].

Упражнение. При каких условиях форму w0 можно привести к виду
(3.19), а при каких — к виду (3.18) над R?
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§ 3.6. Формы объема

3.6.1. Каноническая форма объема v̂
Û

на Û. Определим форму объ-
ема на Û, положив v̂

Û
= vx,x̂, где x — любая система координат на U.

Оказывается, v̂
Û

не зависит от выбора системы координат x. Другими
словами, если y — другая система координат на U, то vy,ŷ = vx,x̂.

Действительно, давайте вычислим якобиан
D(y, ŷ)
D(x, x̂)

= Ber I(x,x̂),(y,ŷ) . Ор-

ганизуем координаты в наборы нестандартного формата: x, x̂ и y, ŷ. Тогда
суперматрица I(x,x̂),(y,ŷ) принимает следующий блочный вид (нестандартного
формата): (

A B
0 D

)
.

Заметим, что Aij =
∂

∂xi
yj =

∂

∂x̂i
ŷj = Dij и соответствующие друг другу строки

и столбцы суперматриц A и D имеют противоположные четности, так что
D = Π(A). Из следствия п. 1.7.5 следует, что

D(y, ŷ)
D(x, x̂)

= Ber A · Ber Π(A) = 1.

Лемма. Пусть X ∈ vectU. Векторные поля d, iX, LX ∈ vect(Û) анну-
лируют форму v̂

Û
.

Д о к а з а т е л ь с т в о немедленно вытекает из определения действия
векторных полей на формах объема и явных формул для d, iX, LX.

3.6.2. Как интегрировать псевдодифференциальные формы. Ин-
дексом c выделим пространство тензоров с компактным носителем. Заме-
тим, что подсуперпространство Ωc (U) является идеалом в Ω(U).

Напомним, что если m = 0, т. е. никаких нечетных координат на U нет,
то Ω̂c (U) = Ωc (U). Если же на U все-таки есть нечетная координата, скажемx, то Ω̂c (U) ∩ Ω(U) = 0, поскольку Ω(U) содержит только полиномиальные
функции по ˆx.

Определим интеграл
]

U,x

w псевдодифференциальной формы w ∈ Ω̂c (U)

относительно заданной системы координат x на U формулой
]

U,x

w :=
]

Û

w v̂(x,x̂) ,

где w рассматривается как функция на Û.
Каждая система координат x на U определяет ориентацию на супероб-

ласти Û, соответствующую системе координат (x, x̂). Легко проверить, что
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системы координат x и y определяют одну и ту же ориентацию на Û, если

значение якобиана
D(y)
D(x)

положительно на U.

Из предыдущего следует, что выражение
]

U,x

w инвариантно относитель-
но замен координат.

Лемма. Пусть X ∈ vect(U) и w ∈ Ω̂c (U). Тогда
]

U

dw=
]

U

iXw=
]

U

LXw = 0.

Упражнение. Докажите лемму.

Замечание. Мы видим теперь, что интегрировать дифференциальные
формы на суперобластях невозможно. Можно интегрировать только псев-
додифференциальные формы с компактным носителем, а когда нечетных
координат нет, псевдодифференциальные формы и обычные дифференци-
альные формы — это одно и то же. В последующих главах мы введем другие
формы, которые можно интегрировать на суперобластях, — интегральные
формы.

§ 3.7. Интегральные и псевдоинтегральные формы.
Поливекторные поля

3.7.1. Пусть Un|m — суперобласть. Положим Σ(U) =
⊕

Σi (U), где

Σn−m−i (U) = HomC∞ (U) (Ωi (U), Vol(U)).

Элементы Z-градуированного C∞ (U)-модуля Σ(U) называются инте-
гральными формами, поскольку, как мы вскоре увидим, их можно ин-
тегрировать.

Элементы суперпространства Σ̂ (U) = HomC∞ (U) (Ω̂(U), Vol(U)) называ-
ются псевдоинтегральными формами.

Важные частные случаи.
m = 0: существует канонический изоморфизм

Ωn (U) −→Vol(U), dx1 . . . dxn 7−→ vx. (3.20)

Этот изоморфизм можно продолжить до изоморфизма Ω(U) −→Σ(U), со-
гласованного с C∞ (U)-действием. В этом случае никаких псевдоформ нет
и суперпространство Σ(U) наделено естественной структурой суперкомму-
тативной супералгебры.

В общем случае, как мы увидим ниже, Σ(U) — всего лишь Ω(U)-модуль,
а не супералгебра.

m = 1: в этом случае мы можем единообразно обобщить как формы
из Ωi, так и формы из Σj, и рассмотреть пространства интегро-диффе-
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ренциальных форм Φl, где l ∈K, а K— основное поле. Пространства Φl
превращаются в Ωi или Σj при некоторых значениях параметра l.

Более точно, пусть x = (u1, . . . , un, x). Рассмотрим K-градуированный
Ω-модуль Φ =

⊕l∈K

Φl (мы полагаем, что deg x̂i = 1 ∈ K), порожденный

элементами ˆxl при всех l ∈K. Мы полагаем deg ˆxl = l и p( ˆxl) = ¯0̄ и на-
кладываем соотношения

ˆx0 = 1 и ˆx · ˆxl = ˆxl+1 при всех l ∈K. (3.21)

Определим действие векторных полей ∂i, ∂̂i и ∂ ˆx на Φ, полагая

∂x ( ˆxl) = ∂i ( ˆxl) = ∂̂i ( ˆxl) = 0 и ∂ ˆx ( ˆxl) = l ˆxl−1. (3.22)

Теперь на Φ заданы естественные действия дифференцирований d, iX и LX,
согласованные с действиями их тезок d, iX и LX на Ω.

Ясно, что Φ =
⊕l∈K

Φl — суперкоммутативная супералгебра.

Пусть ΦZ =
⊕l∈Z

Φl. Зададим отображения a : Ω→ ΦZ и b : ΦZ → Vol,
положив a(w) = w, b(û1 . . . ûn

ˆx−1) = vu,x. (3.23)

Ясно, что a и b согласованы со структурой Ω
.-модуля и с операторами

d, iX и LX. Из явных формул для базисов модулей Ω
., Σ. и Φ над Ω0 мы

сразу выводим, что последовательность

0−→ Ω
. a

−→ ΦZ

b

−→ Σ. −→ 0 (3.24)

точна.

3.7.2. Структура Ω(U)-модуля на Σ(U). Пусть M — Z-градуиро-
ванный C∞ (U)-модуль. Если M — бесконечномерный модуль, то описать
произвольные эндоморфизмы модуля M довольно трудно. Поэтому мы
выделим суперпространство операторов конечного типа

Endf
C∞ (U) (M) =

⊕
i∈Z

Endi
C∞ (U) (M), (3.25)

где Endi
— суперпространство операторов степени i. Иными словами,

операторы конечного типа — это те, которые можно представить в виде
конечной суммы операторов степени i.

Каждому оператору F ∈ Endf
C∞ (U) (Ω. (U)) сопоставим двойственный

оператор F∗ ∈ Endf
C∞ (U) (Σ. (U)) с помощью формулы

F∗ (
) (w) = (−1)p(F)p(
)
(F(w)) для всех w ∈ Ω
.

и 
 ∈ Σ.. (3.26)
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Поскольку Vol(U) является свободным C∞ (U)-модулем с одной обра-
зующей, дуализация F 7→ F∗ задает изоморфизм

∗ : Endi
C∞ (U) (Ω

.
(U)) −→ Endi

C∞ (U) (Σ. (U)), (3.27)

который называется ∗-изоморфизмом.
Зададим на Σ. (U) структуру Ω

. (U)-модуля, положив

(w
) (w′) = (−1)p(
)p(w)
(ww′) для всех w, w′ ∈ Ω
.
, 
 ∈ Σ.. (3.28)

Другими словами, w
= (lw)∗
, где lw — оператор левого умножения на w

в Ω∗ (U).

Лемма. Любой Ω
. (U)-линейный оператор F ∈ Endf

C∞ (U) (Σ. (U)) име-
ет вид (lw)∗ для некоторой формы w ∈ Ω∗ (U).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, F∗ тоже Ω
. (U)-линейный опера-

тор, но уже на пространстве Ω
. (U), а значит, F∗ совпадает с оператором

умножения на w = F∗ (1).

3.7.3. Суперобласть Ǔ и поливекторные поля. Элементы суперком-
мутативной супералгебры E

.
C∞ (U) (vect(U)) называются поливекторными

полями.
Пусть x — система координат на U. Координаты x̂ на Ûx являются,

в сущности, дифференциалами dx, и их поведение определено координа-
тами x. Введем теперь двойственные к ним координаты, положив x̌i = p(∂i).
Пусть Ǔx — суперобласть с координатами x, x̌. Если y — другая система
координат на U, то отождествим Ǔx и Ǔy с помощью формул

yi = fi (x), y̌ = x̌(Iyx)−1. (3.29)

(За определением матрицы Iyx вернитесь к п. 3.2.6.)
Обозначим через Ǔ класс эквивалентности суперобластей Ǔx относи-

тельно указанного отождествления. Морфизм pr : Ǔ→ U, заданный фор-
мулой pr∗ (xi) = xi, конечно же, не зависит от выбора системы координат
x и дает нам возможность отождествить алгебру функций C∞ (U) с подал-
геброй псевдополивекторных полей C∞ (Ǔ).

Определим супералгебру Σ(.) (Ǔ) =
∐l∈R

Σ(l) (Ǔ) однородных псевдопо-

ливекторных полей степени однородности l таким же образом, как мы
определяли однородные псевдодифференциальные формы.

3.7.4. Связности. Пусть U — суперобласть, F = C∞ (U), а M — F-мо-
дуль конечного ранга (т. е., как мы увидим, пространство сечений неко-
торого векторного расслоения E над суперобластью U). Есть два эквива-
лентных определения связностей.
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1) Связностью на M (или на E) называется нечетное R-линейное
дифференцирование ∇ : M−→Ω1 ⊗F M, согласованное с внешним диффе-
ренциалом, т. е. такое, что

∇(fm) = df ⊗m + (−1)p(f) f∇(m) для всех f ∈ F, m ∈M. (3.30)

Поскольку vect(U) = Π(HomF (Ω1, F)), то, дуализируя и меняя четность,
мы получим другое определение, которое сейчас и сформулируем. Чтобы
увидеть, что оно действительно эквивалентно первому определению, надо
в каком-то одном (любом) из определений заменить модуль M на Π(M∗).

2) Связностью на M (или на E) называется четное отображение
∇ : vect(U) ×M −→ M, которое F-линейно по первому аргументу, адди-
тивно по второму аргументу и удовлетворяет следующему соотношению
для всех f ∈ F, m ∈M, D ∈ vect(U), где, как обычно, ∇D (m) — это ∇(D, m):

∇D (fm) = D(f)m + (−1)p(f)p(D) f∇D (m). (3.31)

Оператор ∇D называется ковариантной производной вдоль вектор-
ного поля D. Мы будем переходить от одного определения к другому, как
и все: молча, хотя это иногда заставляет задуматься на ровном месте.

Элемент m ∈M называется ∇-горизонтальным, если ∇D (m) = 0 при
всех D ∈ vect(U). Если существует базис в M, такой что все его элементы
∇-горизонтальны, то ∇ называется плоской связностью.

Форма

C∇ =
1
2

[∇, ∇] =∇2 ∈ (Ω2 ⊗F EndF (M)) ¯0̄ (3.32)

называется формой кривизны связности ∇. Функторный подход показы-
вает, что супермногообразие форм кривизны отвечает всему суперпро-
странству Ω2 ⊗F EndF (M).

Из определения (3.32) формы кривизны связности ∇ следует, что

связность ∇ плоская тогда и только тогда, когда C∇ = 0; (3.33)

это инвариантное определение плоской связности.
Ясно, что на свободном F-модуле M существует по крайней мере одна

(плоская) связность: положим

∇0 (fmi) = df ⊗mi для любых f ∈ F и некоторого базиса {mi}i∈I of M.

Действительно, зафиксировав плоскую связность ∇0 = d на M, мы
видим, что любая связность ∇ ∈ Conn(M) имеет вид ∇ = d + a, a ∈
∈ Mat ¯1̄ (rk M; Ω1). Матричнозначная форма a называется формой связ-
ности ∇.

Набор связностей на M составляет таким образом, аффинное су-
перпространство Conn(M) ≃ (Ω1 ⊗F EndF (M)) ¯1̄. Функторный подход (как
в примере 4 п. 2.3.5) показывает, что супермногообразие связностей



170 Гл. 3. Анализ на суперобластях

отвечает всему суперпространству Ω1 ⊗F EndF (M); нечетными парамет-
рами супермногообразия связностей являются элементы пространства
(Ω1 ⊗F EndF (M)) ¯0̄.

Отображение∇ можно продолжить на дифференциальные формы выс-
ших степеней, а дуализируя, и на интегральные формы:

∇ : Ωi ⊗F M−→ Ωi+1 ⊗F M, ∇ : M⊗F Σi −→M⊗F Σi+1 (3.34)

с помощью формул

∇(w⊗m) = dw⊗m + (−1)p(w)w · a(m) при любых w ∈ Ωi, m ∈M,

∇(m⊗ 
) = T (∇(m)) (
) + (−1)p(m) m⊗ d
 при любых 
 ∈ Σi, m ∈M,
(3.35)

где
T : Ω1 ⊗F M∼= M⊗F Ω1 (3.36)

— скручивающий изоморфизм.
Очевидно, что любую связность можно продолжить до действий и на

суперпространстве псевдоформ Ω̂
., и на суперпространстве Φ.

Пусть (Mi, ∇i) суть F-модули со связностями, i = 1, 2. Определим их
тензорное произведение (M1 ⊗F M2, ∇⊗ = ∇1 ⊗ ∇2), а также модуль
гомоморфизмов (HomF (M1, M2), ∇Hom), положив

∇⊗ (m1 ⊗m2) =∇1 (m1) ⊗m2 + (−1)p(m1) (T ⊗ 1) (m1 ⊗∇2 (m2)),

∇Hom (F) (m1) =∇2 (F(m1)) − (−1)p(F) (1⊗ F) (∇1 (m1))
(3.37)

для любых m1 ∈M1, m2 ∈M2, F ∈HomF (M1, M2).

3.7.5. Упражнение (тождество Бианки). Пусть ∇ — связность
на M, а ∇End — индуцированная связность на EndF (M). Докажите, что

∇End (C∇) = 0. (3.38)

3.7.6. Аффинная связность. Связность на vect(U) называется аф-
финной. Мы скажем, что аффинная связность согласована с F-билиней-
ной формой g, если для любых X, Y, Z ∈ vect(U) выполняется тождество

LX (g(Y, Z)) = (−1)p(X)p(g) g(∇X (Y), Z) + (−1)p(X) (p(Y)+p(g)) g(Y, ∇X (Z)).
(3.39)

В дифференциальной геометрии на многообразиях обычно рассматри-
вают связности, согласованные с метрикой, т. е. с симметрической формой.
Однако форма g может с тем же успехом быть симплектической (т. е.
антисимметрической) или периплектической и при этом симметрической,
а также периплектической, но антисимметрической. Изучение связностей,
согласованных с антисимметрическими формами, на самом деле интересно
даже и на многообразиях.
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Мы скажем, что аффинная связность симметрична, если

∇X (Y) − (−1)p(X)p(Y)∇Y (X) = [X, Y] . (3.40)

На многообразиях существует и единственна симметрическая аффин-
ная связность, согласованная с любой заданной (ненулевой) метрикой. Она
называется связностью Леви-Чивиты. На супермногообразиях ситуация
гораздо более замысловатая, см. [LPS].

Задача. Суперизуйте результаты классиков о каноническом виде диф-
ференциальных 1-форм (и уравнений Пфаффа, которые они задают) с про-
стыми особенностями, а затем — теоремы М. Житомирского (см. [Zh]),
который описал канонические виды дифференциальных 1-форм (и соот-
ветствующих уравнений Пфаффа) с унимодальными особенностями.

Опишите супералгебры Ли, сохраняющие канонические 1-формы
(и уравнения Пфаффа). Заметим, что, в отличие от классического случая,
супералгебра, сохраняющая одно из уравнений Пфаффа с простой осо-
бенностью, проста (в физике ее называют фактором супералгебры Рамона
(Ramond) по центру, см. [GLS]).
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Глава 4

Супермногообразия

Изучать супермногообразия, не пользуясь понятиями пучка и околь-
цованного пространства, практически невозможно: в них заключается суть
дела. Тем не менее мы ухитрились даже не упомянуть пучки, когда рассмат-
ривали наиболее простые супермногообразия, т. е. суперобласти. Однако
в общем случае без пучков не обойтись, хотя нам потребуются только
самые первые понятия и определения теории пучков, см. гл. 2.

Супермногообразия, как и многообразия, можно определять тремя спо-
собами: в терминах окольцованных пространств; через карты и атласы;
с помощью функтора точек, или, говоря попроще, с помощью семейств.
Мы опишем все эти определения, а использовать в разных случаях будем
то из них, которое больше подходит.

Отметим важный факт: множества объектов категорий гладких су-
пермногообразий и гладких векторных расслоений на многообразиях на-
ходятся во взаимно однозначном соответствии. Объектов же категории
аналитических (и алгебраических) супермногообразий больше за счет де-
формаций тех объектов, что соответствуют расслоениям, см. [МаКП].

§ 4.0. Пучки и (супер)окольцованные пространства

4.0.1. Примеры. 1) Пусть W — суперобласть размерности m|n, т. е.
пара: открытая область W размерности m и супералгебра C∞ (W) =
= C∞ (W) ⊗ E

. (V) для какого-то n-мерного пространства V . Определим
пучок OW, положив OW (U) = C∞ (U), где U — открытая суперобласть,
отвечающая открытой области U. Ограничения rV

U : OW (V) −→OW (U) суть
просто ограничения функций. Пучок супералгебр OW над W называется
структурным пучком суперобласти W.

2) Определим пучок VectW над W, положив VectW = vect(U), т. е. как
супералгебру Ли векторных полей над открытой областью U, отвечающую
открытому множеству U. Ясно, что VectW — пучок модулей над пучком
супералгебр OW.

3) Пучки OW-модулей CovectW и Ω
.
W =

⊕
i

Ωi
W определяются аналогич-

но. Заметим, что ΩW — пучок суперкоммутативных супералгебр, а внешний
дифференциал d : Ω

.
W −→ Ω

.
W является морфизмом пучков.
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4) Пусть M — гладкое многообразие. Структурный пучок OM задается
формулой Γ(U, OM) = C∞ (U). Пара (M, OM) является, очевидно, простей-
шим суперокольцованным пространством. Морфизм суперокольцованных
пространств f : (M, OM) −→ (N, ON) полностью задается гладким отобра-
жением f : M→ N. Если же нечетная компонента размерности отлична
от 0, необходимо, чтобы задать морфизм, отдельно определить гомомор-
физм структурных пучков.

4.0.2. Как склеивать пучки. Часто бывает удобно определять пучок
не на всех открытых множествах, а только на какой-то их части. Семей-
ство B = {Ua}a∈A открытых подмножеств топологического пространства
X называется базой топологии пространства X, если

а) из того, что Ua, Ub ∈B следует, что Ua⋂Vb ∈B;
б) любое открытое множество U ⊂ X представимо в виде U =

⋃a∈BU

Ua,
где BU = {Ua ∈B | Ua ⊂U}.

Пусть B — база топологии пространства X. Предположим, что каж-
дому множеству Ua ∈ B мы сопоставили множество F(Ua), а каждой
паре Ua ⊂ Ub, где Ua, Ub ∈ B, мы сопоставили отображение ограни-

чения r
Ub

Ua : F(Ub) −→ F(Ua). Такой набор
{
F(Ua), r

Ub

Ua}a,b∈A
мы назовем

B-пучком, если удовлетворяются все аксиомы пучка, в которых участвуют
только открытые множества из семейства B.

Морфизмы B-пучков определяются в точности так же, как и морфизмы
пучков.

Лемма. Пусть hF — это B-пучок. Тогда существует единствен-
ный, с точностью до канонического изоморфизма, пучок F над X,
такой что F(Ua) = hF(Ua) и r

Ub

Ua = lrUb

Ua при всех Ua, Ub ∈B. Для любого

морфизма B-пучков jf : hF → hG существует единственный морфизм
пучков f : F→ G, который продолжает jf. Другими словами, пучки
на X полностью определяются своими сечениями только над под-
множествами Ua ∈B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U — открытое подмножество в X. Опре-
делим сечение s ∈ F(U) как произвольный набор

{sa ∈ hF(Ua) | Ua ⊂U, Ua ∈B, sa|Ua ⋂ Ub = sb|Ua ⋂ Ub}.
Отображения ограничения определяются естественным образом.

Упражнение. Проверьте, что F — пучок, удовлетворяющий условиям
леммы.

4.0.3. Носитель сечения пучка. Пусть F — пучок коммутативных
групп над X, а U ⊂ X — открытое подмножество. Носителем сечения
s ∈ F(U) называется наименьшее замкнутое множество supp s ⊂ U, та-
кое что s|U\supp s = 0. (Носитель любого сечения существует благодаря
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аксиомам пучка.) Группа сечений s ∈ F(U) с компактным носителем будет
обозначаться Fc (U).

Говоря о гладких супермногообразиях (т. е. класса C∞), мы будем рас-
сматривать только хаусдорфовы пространства X. В этом случае для любого
сечения s ∈ Fc (U) найдется, причем единственное, сечение s′ ⊂ F(X), такое
что s′|U = s и s′X\supp s′ = 0. Таким образом, имеется каноническое вложение
Fc (U) −→ Fc (X). Мы будем отождествлять Fc (U) с подгруппой в Fc (X)
с помощью этого вложения. Для нехаусдорфовых пространств X, кото-
рые встречаются в алгебраической ситуации, такого вложения может и не
существовать.

Упражнение. Если f : (X, F) −→ (Y, G) — морфизм окольцованных
пространств, f ∈ Γ(U, G) и supp f не содержится в открытом множестве
jf(X), то f∗ (f) = 0.

§ 4.1. Определение супермногообразий

4.1.1. Супермногообразия. Вещественным супермногообразием M

называется суперокольцованное пространство (M, OM), где OM — пучок
суперкоммутативных супералгебр над хаусдорфовым топологическим про-
странством M со счетной базой и у каждой точки m ∈M есть окрестность
U, для которой суперокольцованное пространство (U, OM|U) диффео-
морфно некоторой суперобласти U = (U, OU).

Морфизмом супермногообразий f : M → N называется морфизм
соответствующих суперокольцованных пространств, т. е. f сохраняет
четность супералгебр сечений. Множество морфизмов супермногообра-
зий f : M → N будет обозначаться символом Mor(M, N) 1) . Морфизмf : M → N называется диффеоморфизмом, если существует обратный
морфизм y, т. е. такой морфизм, что f · y= idN и y · f= idM.

Как и в случае суперобластей, сечения структурного пучка OM бу-
дут называться функциями на супермногообразии M, а супералгебра
таких функций над подсуперобластью U ⊂M будет обозначаться симво-
лом C∞ (U). Окольцованное пространство (M, cpr OM), где (cpr OM) (U) =
= cpr(OM (U)), является, очевидно, гладким многообразием (M, OM). Оно
будет называться подстилающим многообразием супермногообразия M

и обозначаться просто M или Mrd.
Если f : M→ N — морфизм супермногообразий, то соответствующее

отображение подстилающих пространств будет обозначаться симво-
лом jf : M→N. Пусть f∗ : ON→ OM — соответствующий морфизм пучков
супералгебр.

1) Позднее мы навесим на него дополнительную структуру, соответствующую нечетным
координатам, превратив пару Mor = (Mor, OMor) в супермногообразие (как правило, беско-
нечномерное).
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Упражнение. Докажите, что для любого морфизма супермногообразийf : M→N подстилающее отображение jf : M→ N является гладким.

Как и в главе про суперобласти, мы можем построить каноническое
вложение подстилающего многообразия cemM : M→M, где M рассмат-
ривается как супермногообразие. Тогда для любого морфизма f : M→ N

выполняется равенство f · cemM = cemN · jf.

4.1.2. Супермногообразие M называется связным, или односвязным,
или компактным, если таково подстилающее многообразие Mrd.

Если M — супермногообразие, то каждому открытому подмножеству
M′ отвечает супермногообразие M′ = (M′, O′

M = OM|M′). Это супермно-
гообразие называется открытым подсупермногообразием в M. Есте-
ственным образом определяются объединения и пересечения откры-
тых подсупермногообразий, так же как и обратный образ открытого
подсупермногообразия относительно морфизма. Окрестностью подмно-
жества f : M→ N называется любое открытое подсупермногообразие M′

в M, такое что Mrd = M′ ⊃ X.
Морфизм супермногообразий f : M→N называется открытым вло-

жением, если он задает диффеоморфизм супермногообразия M на откры-
тое подсупермногообразие N′ ⊂ N. В этом случае мы обычно отождеств-
ляем M и N′.

Открытое подсупермногообразие U в M называется суперобластью
или подсуперобластью, если оно диффеоморфно некоторой суперобла-
сти. Если M — связное супермногообразие, то все его подсуперобласти
имеют одну и ту же размерность, которая называется размерностью
супермногообразия M.

4.1.3. Определение супермногообразий в терминах карт и атла-
сов. Картой (U, c) на M называются суперобласть U вместе с координат-
ным отображением c : U→M, таким что jc : U→M является диффеомор-
физмом с открытым подмножеством. Обычно мы отождествляем U и c(U).

Пусть (U1, c1) и (U2, c2) — две карты, jc1 (U1), jc2 (U2) ⊂ M и V =
= jc1 (U1) ∩ jc2 (U2). Положим U′

1 = jc−1
1 (V) ⊂ U1 и U′

2 = jc−1
2 (V) ⊂ U2. Обо-

значим gU1U2 : U′
1→ U′

2 через jc−1
2 jc1. Ясно, что gU1U2 — гомеоморфизм.

Координатным преобразованием или переходом от карты (U1, c1)
к карте (U2, c2) называется морфизм суперобластей gU1U2 : U′

1→U′
2, такой

что его подстилающее отображение совпадает с gU1 U2 .
Атласом называется множество, состоящее из карт (Ua, ca), гдеa пробегает какое-то множество индексов, и семейства координатных

преобразований gab := gUaUb : (Ua, ca) −→ (Ub, cb), такое что
а) множества jca (Ua) покрывают M;
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б) отображение gabgbdgda тождественно на каждой подсуперобласти
суперобласти Ua, где оно определено;

в) gaa является тождественным отображением при всех a, в частности,gab = g−1ba .
Определим супермногообразие M как многообразие M, оснащенное

максимальным атласом {(Ua, ca), gab}. Если M = (M, {(Ua, ca)}, gab})
и M′ = (M′, {(Ua′ , ca′)}, ga′b′)}— супермногообразия, то морфизмом су-
пермногообразий f : M→M′ назовем набор, состоящий из непрерыв-
ного отображения jf : M → M′ и множества морфизмов суперобластейfab : Ua→ Ua′ , таких что faa′ · ga′b′ = fbb′ · ga′b′ при всех a, b, a′ и b′.

Упражнение. Докажите, что вышеприведенное определение супермно-
гообразия эквивалентно тому, которое дано в п. 3.3.1.

4.1.4. Произведение супермногообразий. Пусть M и N — супер-
многообразия, M и N — их подстилающие многообразия. В M × N рас-
смотрим топологию, база которой B состоит из множеств вида U × V ,
где U и V — подстилающие области суперобластей U ⊂ M и V ⊂ N.
Определим B-пучок O, положив O(U × V) = C∞ (U × V). Благодаря ска-
занному в п. 4.0.2 найдется пучок OU×V суперкоммутативных супералгебр
над M × N, такой что OM×N|U×V = O(U × V), т. е. суперокольцован-
ное пространство (U × V , OM×N|U×V) изоморфно суперобласти U × V.
Следовательно, суперокольцованное пространство (M × N, OM×N) — су-
пермногообразие.

4.1.5. Разбиение единицы. Понятие носителя функции, или, более
общо, носителя сечения пучка OM-модулей F над супермногообра-
зием M, и суперпространства C∞

c (M), Fc (M) определяются естественным
образом.

Теорема. Пусть {Vb} — открытое покрытие супермногообра-

зия M, т. е. M =
⋃b Vb. Тогда существует множество {fa}, где fa ∈

∈ C∞ (M) ¯0̄ при каждом a, такое что
1) suppfa — компакт и принадлежит одному из Vb; существует

окрестность множества suppfa, являющаяся суперобластью;
2) любой компакт K ⊂M пересекается лишь с конечным числом

носителей suppfa;
3) jfa > 0 при всех a;
4)
∑fa = 1.

Заметим, что сумма в п. 4 определена корректно благодаря условию 2.
Набор функций {fa} называется разбиением единицы, вписанным

в покрытие {Vb}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы о разбиении единицы на многооб-
разиях [We] следует, что на подстилающем многообразии {ya} найдется
множество функций {ya}, удовлетворяющих условиям 1–3. Поскольку
suppya ⊂ Va, функция f′a ∈ C∞ (M) ¯0̄, такая что suppf′a = suppya и jf′a =
= ya, существует. Теперь ясно, что функции f′a удовлетворяют услови-
ям 1–3.

Положим f=
∑f′. Тогда jf=

∑ya = 1, т. е. f— обратимая функция.
Функции fa = f−1f′a удовлетворяют условиям теоремы.

4.1.6. Следствие (принцип локализации). Пусть M = (M, OM) —
супермногообразие, F — пучок OM-модулей. Пусть K ⊂M — замкну-
тое подмножество, U — открытое подсупермногообразие в M, со-
держащее K, и f ∈ F(U). Тогда существуют открытое подсупермно-
гообразие V и h∈F(M), такие что K ⊂V⊂U, supp h⊂ supp f, f|V = h|V.

Более того, можно выбрать функцию h так, что если K — компакт, то
и supp h — компакт.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {fa}— разбиение единицы, вписанное
в покрытие {U, M \ K}. Положим

h =
∑faf ∈ F(M). (4.1)

Ясно, что h = f в окрестности множества K. Если K — компакт, то сумма
в формуле (4.1) конечна, а следовательно, и supp h — компакт.

В следующем пункте мы покажем, как работает принцип локализации.

4.1.7. Как определять подпучки с помощью глобальных сечений.

Теорема. Пусть F — пучок OM-модулей.
1) Если G — подпучок пучка F, то выполняется следующее усло-

вие:

если s = t при любых s ∈ F(M) и t ∈ G в некоторой
окрестности Up каждой точки p ∈M, то s ∈ G.

(4.2)

2) Для любого OM-подмодуля I ⊂ F(M), удовлетворяющего усло-
вию (4.2), существует, причем единственный, подпучок OM-модулей
G⊂ F, такой что G(M) = I.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть sp = s|Up
для каждой точки p ∈ M.

Тогда sp = tp|Up
∈ G(Up). Пользуясь второй аксиомой пучка, мы видим,

что s ∈ G(M).
2) Для каждого открытого подмножества U ⊂M положим

H(U) = {s ∈ F(U) | s = t ∈ I для какого-то t
в окрестности каждой точки p ∈ U}.
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Ясно, что набор множеств H(U) для всех U определяет пучок OM-мо-
дулей и H(M) = I в силу условия (4.2). Если I имеет вид I = G(M), то по
принципу локализации G(U) = H(U), другими словами, H = G.

4.1.8. Пучки векторных (ковекторных) полей, (псевдо)диффе-
ренциальных форм и т. д. Определим B-пучок VectB

M над M, положив
VectB

M (U) = Vect(U) для всех U ∈ B. Обозначим через VectM соответству-
ющий пучок над M. Это пучок OM-модулей. Его сечения X ∈ VectM (U)
называются векторными полями на U. Символом Vect(M) мы обозначим
C∞ (M)-модуль векторных полей над M. Из определений следует, что гло-
бальное векторное поле — это согласованный набор векторных полей над
суперобластями U⊂M, где U ⊂B.

Аналогичным образом определяются C∞ (M)-модули Covect(M), Ω(M),
Vol(M) и т. д., задающие пучки C∞ (M)-модулей CovectM, ΩM, VolM и т. д.

Упражнение. Для любой открытой подсуперобласти U ⊂M рассмот-
рим суперобласть Û, описанную в п. 3.5.2. Ясно, что если V ⊂ U, то
V̂ ⊂ Û. Докажите, что суперобласти Û можно склеить в супермногообра-
зие M̂ и существует морфизм супермногообразий pr : M̂→M, такой что
pr−1 (U) = Û для любой суперобласти U. Докажите, что Ω̂(M) := C∞ (M̂) —
супералгебра псевдодифференциальных форм на M, т. е. супералгебра гло-
бальных сечений пучка псевдодифференциальных форм.

4.1.9. Векторные поля и дифференцирование. Для каждой супер-
области U положим Vect(U) = derR (C∞ (U)). Определим естественное
отображение (natural map)

nm: Vect(M) −→ derR (C∞ (M)),

положив X(f)|U = X|U (f|U) для любых U⊆M, f ∈ C∞ (M), X ∈ Vect(M).

Предложение. Для любого супермногообразия M естественное
отображение является изоморфизмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть X ⊂ Vect(M) и X 6= 0. Существуют су-
перобласть U ⊂M, точка p ∈ U и функция f ∈ C∞ (U), такие что X(f) 6= 0
в любой окрестности точки p. Возьмем функцию h ∈ C∞ (M), которая
совпадает с f в некоторой окрестности точки p. Тогда X(h) 6= 0, т. е. nm(X) 6=
6= 0.

2) Пусть D ∈ der(C∞ (M)). Во-первых, докажем, что если функция
f ∈ C∞ (M) равна нулю в некоторой окрестности U′ точки p, то функция
D(f) тоже равна нулю там же. По принципу локализации существует функ-
ция f ∈ C∞ (M) ¯0̄, такая что f= 1 в окрестности точки p и ff = 0.

3) Докажем теперь, что для любой подсуперобласти U⊂M существует
единственное векторное поле XU ∈ Vect(U), такое что D(f)|U = XU (f|U) для
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любой f ∈ C∞ (M). Множество векторных полей XU согласованно благо-
даря доказанному в п. 1 и тем самым задает векторное поле X на M. Ясно,
что nm(X) = D.

Пусть f ∈C∞ (U) и p∈U. Возьмем функцию h∈C∞ (M), которая совпа-
дает с f в некоторой окрестности точки p. Функция XU (f) = D(h) не зависит
от выбора функции h в этой окрестности точки p. Поэтому в выбранной
окрестности точки p функция D(h) определена однозначно. Поскольку эти
функции XU (f) согласованы, мы получаем функцию X(f) ∈ C∞ (U). Итак,
мы построили желаемый оператор XU : C∞ (U) −→C∞ (U). Ясно, что XU —
дифференцирование, т. е. XU ∈ Vect(U), что и требовалось.

4.1.10. Касательное и кокасательное пространства. Касательным
пространством Tm (M) к M в точке m назовем суперпространство Tm (U),
где U — любая открытая подсуперобласть в M, содержащая точку m.
Кокасательное пространство T∗

m (M) к M в точке m определяется как
суперпространство, двойственное к Tm (M). Каждому морфизму супермно-
гообразий f : N→M отвечает его дифференциал — морфизм касательных
пространств Df : Tn (N) −→ Tf(n) (M).

§ 4.2. Подсупермногообразия

4.2.1. Регулярные вложения. Морфизм f : N→M супермногообра-
зий называется регулярным вложением, если выполняются следующие
условия:

а) множество jf(N) ⊂M локально замкнуто, т. е. является пересечени-
ем открытого и замкнутого подмножеств в M, а jf : N −→ jf(N) гомеомор-
физм;

б) для каждой точки n ∈N найдется окрестность U точки jf(n), такая
что и U, и V = f−1 (U) — суперобласти, а f|V : V→ U — вложение замкну-
той подсуперобласти.

Регулярное вложение называется замкнутым регулярным вложе-
нием, если множество jf(N) замкнуто. Ясно, что регулярное вложение
является замкнутым регулярным вложением в открытое подсупермного-
образие M′ ⊂M. Условие б) эквивалентно следующему условию:

б′) морфизм f является иммерсией в каждой точке n ∈N.

Лемма. 1) Пусть f : N→M — регулярное вложение, и пусть зада-
ны два морфизма y1, y2 : L→N, такие что fy1 = fy2. Тогда y1 = y2.

2) Пусть f1 : N → L и f2 : N → L — морфизмы, такие что f =
= f2f1 : N→M — регулярное вложение. Тогда f1 тоже регулярное
вложение. Если f — замкнутое регулярное вложение, то f1 тоже
замкнутое регулярное вложение.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Ясно, что jy1 = jy2. Поэтому достаточно дока-
зать, что y1 и y2 совпадают локально, т. е. мы можем предположить, что
и L, и M — суперобласти, а f : N→M — вложение замкнутой суперобла-
сти. Теперь, выбрав подходящие системы координат на L и M, мы можем
легко восстановить координатную запись морфизма y по координатной
записи морфизма f.

2) Пусть J(x), J1 (x), J2 (x) суть значения в точке x матриц Якоби морфиз-
мов f, f1, f2 соответственно. Тогда J(x) = J2 ( jf(x)) · J1 (x) и srk J(x) 6 sdim N

для любых x ∈ N. Условие б′) для f показывает, что rk J(x) = dim N при
всех x, так что f1 — иммерсия. Поскольку ясно, что морфизм f1 инъекти-
вен, ( jf)−1 ◦ jf2 : jf1 (N)→ N — гомеоморфизм.

4.2.2. Продолжение функции. Покажем, что каждую функцию, за-
данную на замкнутом подсупермногообразии N ⊂M, можно продолжить
до функции, заданной на всем супермногообразии M.

Предложение. Предположим, что f : N→M — замкнутое регу-
лярное вложение. Тогда гомоморфизм f∗ : C∞ (M) −→ C∞ (N) являет-
ся эпиморфизмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покроем f(N) семейством {Va}a∈A открытых
множеств, таких что f|f−1 (Va) — вложение замкнутой подсуперобласти для
каждого индекса a. Рассмотрим разбиение единицы {fb}b∈B на M, впи-
санное в покрытие {Va}a∈A ∪ {M

′}, где M′ — открытое множество, не
пересекающееся с jf(N). Тогда {f(fb)}b∈B является разбиением едини-
цы на N, вписанным в покрытие {f−1 (Va)}, поскольку f∗ (C∞ (M′)) = 0
согласно п. 4.0.3. Если g ∈ C∞ (N), то g =

∑
(f∗fb)g и каждая отличная

от нуля функция (f∗fb)g имеет вид f∗ (hbfb) для подходящей функции hb.
Итак, g = f∗ (

∑
(hbfb)).

Упражнение. Если f : N→M — морфизм супермногообразий и гомо-
морфизм f∗ : C∞ (N) −→ C∞ (M) сюръективен, то f— регулярное замкну-
тое вложение.

4.2.3. Подсупермногообразия. В этом подпункте мы построим по за-
мкнутому регулярному вложению f : N→M пару (супермногообразие K,
его каноническое вложение if в M). Пару (K, if) мы назовем замкнутым
подсупермногообразием в M, построенным по замкнутому регулярному
вложению f. Если f ∈ C∞ (M), то мы обозначим i∗f (f) через f|K и назовем
ограничением функции f на K.

Пусть K = jf(N) с топологией, индуцированной с M. Для любого от-
крытого подмножества U ⊆M положимfU = f|f−1 (U) , P(U) = {f ∈ C∞ (U)|f∗

U (f) = 0} и F(U) = OM (U)/P(U).
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Ясно, что P — пучок идеалов в OM, а F наследует структуру пучка от P:
если W⊇ V, f1, f2 ∈O(M) и f1 ≡ f2 (mod PW), то f1 ≡ f2 (mod PV), так что
канонические проекции pU : OM→ F задают пучок алгебр на M. Множе-
ство P(U) содержит все функции, которые обращаются в нуль в некоторой
окрестности множества U ∩ K (см. п. 4.0.3).

Покажем, что множество P(U) зависит только от U ∩ K. Пусть W , V —
открытые подмножества в M, такие что V ⊆ W и V ∩ K = W ∩ K. Тогда
rW

V — изоморфизм. Действительно, V ∩ K есть замкнутое подмножество W ,
следовательно (см. п. 4.1.6), для любой функции g∈OM (V) найдется функ-
ция h ∈ OM (W), совпадающая с g в окрестности множества K, и любую
функцию f ∈ OM (W) можно разложить в сумму f1 + f2, где supp f1 ⊆ V ,
а f2 обращается в нуль в окрестности множества W ∩ K и, следовательно,
принадлежит множеству P(W).

Теперь для любого открытого в K подмножества U ⊆ K положим
OK (U) := F(V), где V — произвольное открытое подмножество в M, кото-
рое вырезает U из K. Ясно, что OK — пучок супералгебр на K. Определим
также морфизм пучков if = ( lı, p), где lı : K →M — вложение замкнутого
подмножества, а p : OM→ P = OK — каноническая проекция.

Теорема. Пусть f : N→M— замкнутое регулярное вложение. То-
гда

1) построенное выше окольцованное пространство (K, OK) явля-
ется супермногообразием, т. е. if = ( lı, p) есть замкнутое регулярное
вложение и существует однозначно определенный диффеоморфизмfp : N→K, такой что f= i ◦ fp;

2) если y : N′→N диффеоморфизм, то пара (K′, i′f′), определенная
замкнутым регулярным вложением f′ = f ◦ y, совпадает с (K, if),
а f′p = fp ◦ y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть jfp : N→K — ограничение отображения jf

на K. Для любого открытого множества U ⊆ K отображениеf∗p|U : OK (U) = OM (V)/P(V) −→ ON (f−1 (V)) = ON ( jf−1p (U))

уже определено. Более того, мы видим, что f∗p|U инъективно и не зависит
от выбора открытого подмножества V ⊂M, которое вырезает U из K. Со-
гласно предложению 4.2.2 отображение f∗p сюръективно; следовательно,fp является изоморфизмом окольцованных пространств, а K — супермно-
гообразие. Оставшаяся часть доказательства стандартна и оставляется
читателю.

Следствие (из теоремы 4.2.3 и предложения 4.2.2). Если K —
замкнутое подсупермногообразие в M, а h ∈C∞ (K), то существует
продолжение g ∈C∞ (M) функции h с K на все M, такое что g|K = h.
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Предостережение. Никакое замкнутое подсупермногообразие в M

никоим образом не определяется своим множеством точек, за исключением
того случая, когда M — многообразие. Ситуация с открытыми подсупер-
многообразиями, как мы уже видели, полностью противоположна. Они
всегда определяются своим подстилающим многообразием и суперразмер-
ностью.

4.2.4. Как задавать замкнутые подсупермногообразия уравнения-
ми.

Лемма. Пусть N — замкнутое подсупермногообразие в M, а PN =
= Ker i∗ — пучок идеалов в OM, заданный каноническим вложением
i : N→M. Тогда

а) N = {m ∈M | все функции из PN обращаются в нуль в точке m},
и пучок PN удовлетворяет следующему условию:

для каждой точки m ∈M существует локальная систе-
ма координат (U, x) в окрестности точки m, такая что
пучок IN порожден функциями {xi | i ∈ Γ} для некоторого
множества индексов Γ;

(4.3)

б) пусть y : L → M — морфизм супермногообразий, такой чтоy∗ (IN) = 0; тогда существует, причем единственный, морфизмyN : L→N, такой что y— сквозное отображение L→N→M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение а) является немедленным след-
ствием определений.

Докажем утверждение б). Единственность морфизма yN была дока-
зана в гл. 3, так что достаточно проверить существование морфизма yN

локально относительно L. Предположим, что l ∈ L, тогда 0 = ( jy∗f) (l) =

= jf( jy(l)) для каждой функции f ∈ PN; следовательно, jy(l) ∈N для каждой
точки l ∈ L. Пусть V — окрестность точки jy(l), такая что V и y−1 (V) суть
открытые подсуперобласти, а V ∩N — замкнутая подсуперобласть в V. По
теореме о координатной записи морфизмов отображение yV : y−1 (V) −→N

существует. Ограничение y|y−1 (V) разлагается в композицию i ◦ yV.

Предложение. Пусть I — пучок идеалов на OM, удовлетворяю-
щий условию (4.3). Тогда существует, причем единственное, замкну-
тое (возможно, не связное) подсупермногообразие N в M, такое что
I = PN.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

N = {m ∈M | f(m) = 0 при всех f ∈ I}.
Ясно, что N — замкнутое подмножество в M. Мы назовем открытое под-
множество V в N регулярным, если существует подсуперобласть U в M
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с координатами x, такая что V = N ∩ U, а I|U порождается подмноже-
ством координат {xi}i∈Γ. Благодаря условию (4.3) регулярные множества
порождают базу открытых множеств в N.

Над регулярным множеством V структура суперобласти V вводится
естественным образом. Уменьшив при необходимости U, мы можем пред-
положить, что проекция pr : U→ V задается условиями

pr∗ (xi) = xi при i 6= Γ.

Тогда C∞ (V) = C∞ (U)/I(U) согласно п. 4.2.2. Ясно, что, когда мы умень-
шили суперобласть U, это никак не повлияло на C∞ (V). Так что C∞ (U) не
зависит от выбора подсуперобласти U.

Из п. 4.2.2 следует также, что на N определен пучок супералгебр ON,
такой что ON (V) = C∞ (V) для любого регулярного множества V . Этот
пучок определяет супермногообразие N с базой N и каноническое замкну-
тое регулярное вложение N → M. Из конструкции следует, что IN = I.
Единственность супермногообразия N вытекает из п. б) леммы.

Примеры. 1) В M = R2|2 с координатами u, v, x, h зададим подсупер-
многообразие N уравнениями

uv + xh = 1, ux + vh = 0.

Другими словами, мы рассматриваем в OM пучок идеалов IN, порожден-
ный функциями f = uv + xh− 1 и g = ux+ vh. Легко проверить, что пучок
IN удовлетворяет условию (4.3).

Действительно, пусть p = (u0, v0) — точка в R2, такая что f(p) =
= u0v0 − 1 = 0. Тогда u0 6= 0, v0 6= 0. В точке p дифференциалы df и dg
имеют вид df = du · v0 + u0dv и dg = u0dx + v0dh, а следовательно, они
линейно независимы.

2) Для того же самого суперпространства M = R2|2 определим другой
пучок идеалов в OM, порожденный функциями

f1 = uv + xh, g1 = ux + vh.

Тогда в точке p = (0, 0) условие (4.3) не выполняется. Поэтому функции
f1 и g1 задают замкнутое подсупермногообразие только в проколотом су-
перпространстве M1 = M \ {p}.

В следующих двух подпунктах мы дадим два способа построения су-
пермногообразий, основанных на предложении из п. 4.2.4.

4.2.5. Обратный образ трансверсального подсупермногообразия.

Если f : N→M— регулярное вложение, то соответствующий морфизм ка-
сательных пространств Df : Tn (N) −→ Tf(n) (M) является вложением и мы
можем отождествить T (N) с подсуперпространством Df(Tn (N) ⊂ Tn (M).
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Предположим, что N⊆M — замкнутое подсупермногообразие, и пусть
задан морфизм супермногообразий y : L → M. Морфизм y называется
трансверсальным к подсупермногообразию N в точке l ∈ L, если либо
jy(l) 6∈ N, либо Dy(Tl (L)) ⊕ Ty(l) (N) = Ty(l) (M).

Лемма. Предположим, что морфизм y : L→M трансверсален за-
мкнутому подсупермногообразию N во всех точках l ∈ L. Пусть
IN — пучок идеалов в OM, который выделяет подсупермногообра-
зие N, а I — пучок идеалов в OL, порожденный образом y∗ (IN). Тогда
I выделяет замкнутое подсупермногообразие L′ ⊂ L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно проверить, что I удовлетворяет
условию (4.3). Как и в части б) леммы из п. 4.2.4, имеемy−1 (N) = {l ∈ L | jf(l) = 0 для любого f ∈ I}.
Для любой точки n ∈ N рассмотрим карту (U, x), такую что идеал IN|U
порожден функциями {xi}i∈Γ для некоторого непустого множества Γ. Тогда
функции {f∗ (xi)}i∈Γ порождают I|y−1 (U) и могут быть включены в ло-
кальную систему координат в окрестности любой точки l ∈ y−1 (n). Это
возможно благодаря трансверсальности морфизма y.

Мы обозначим подсупермногообразие L′ символом y−1 (N). Легко про-
верить, что подстилающее многообразие этого супермногообразия совпа-
дает с jy−1 (N).

4.2.6. Теорема о морфизмах постоянного ранга. Пусть f : U→V—
морфизм суперобластей. Скажем, что ранг морфизма f постоянен, если
у подмодуля D⊥ := C∞ (U)f∗ (Ω1 (V)) есть дополняемый базис (в терминах
книги [МаКП]: если подмодуль прямой).

4.2.6а. Упражнение. 1) Ранг морфизма f постоянен тогда и только
тогда, когда матрицу частных производных Ixy, соответствующую системам
координат x и y на U и V соответственно, можно представить в виде Ixy =
= AIB, где A и B — обратимые матрицы, а I — матрица с элементами из
основного поля.

2) Ранг произведения матриц постоянного ранга не обязательно посто-
янен.

4.2.6б. Теорема (о морфизмах постоянного ранга). Любой мор-
физм постоянного ранга f : U→ V можно представить в виде ком-
позиции f= i ◦ pr, где pr : U→W — субмерсия, а i : W→ V — иммерсия.

Иначе говоря, на U и V имеются системы координат x и y,
такие что для любого индекса j либо f∗ (yj) = 0, либо f∗ (yj) = x
(j)

для некоторой перестановки индексов 
, причем все индексы 
(j)
различны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что dD⊥ ⊂ Ω(U)D⊥, так что D⊥ опреде-
ляет инволютивное распределение на U. Из теоремы Фробениуса для су-
пермногообразий (см. п. 5.1.3), впервые доказанной В. Шандером в рабо-
те [Sha3] , следует, что на U имеется система координат x и подмножество
индексов Γ, такие что {dxj | j ∈ Γ} порождают D⊥. Рассмотрим замкнутую
подсуперобласть UΓ в U, выделяемую уравнениями {xj = 0 | j ∈ Γ}. Пусть

pr : U−→ UΓ, где pr(xj) = xj при j 6∈ Γ,

— естественная проекция, а i := f|UΓ
→ V.

Положим y= i ◦ pr. Так как формы {dxj | j ∈ Γ} порождают D⊥, полу-
чаем, что i — иммерсия.

Докажем, что f= y = i ◦ pr. Достаточно проверить, что

h := f∗ (f) − y∗ (f) = 0 для любого элемента f ∈ C∞ (V).

По определению h|UΓ
= 0, а поскольку dh ∈D⊥, мы получаем

∂h

∂xr
= 0 при

r ∈ Γ. Проводя индукцию по числу переменных, можно считать, что |Γ|= 1.
Теперь h = 0 благодаря п. 4.2.6.

4.2.7. Прообраз точки.

Лемма. Пусть y : L→M — морфизм супермногообразий и m ∈M.
Пусть для любой точки l ∈L, такой что y(l) = m, морфизм y имеет
постоянный ранг в окрестности точки l. Пусть I — пучок идеалов
в OL, порожденный образом y∗ (Im). Тогда I определяет замкнутое
подсупермногообразие в L.

Это супермногообразие будет обозначаться символом y−1 (m); очевид-
но, что его подстилающее многообразие — действительно прообраз точки
jy−1 (m).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя теорему о морфизмах постоянного
ранга из 4.2.6б, мы можем легко проверить, что пучок идеалов I удовле-
творяет условию (4.3), а следовательно, определяет некоторое подсупер-
многообразие.

§ 4.3. Семейства

4.3.1. В анализе на многообразиях семейства объектов какого-нибудь
фиксированного типа часто играют важную роль. Эти семейства зависят
(обычно гладко) от одного или нескольких параметров. Например, это мо-
жет быть семейство гладких отображений ft : N→M, семейство векторных
полей Xt на M, семейство систем координат {xt}, которые гладко зависят
от t, и т. д.
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В этом параграфе мы дадим несколько примеров, которые показывают,
как определять семейство в суперслучае. Заметим, что семейства могут
зависеть от нечетных параметров точно так же, как и от четных. Символом
pt мы обозначим супермногообразие R0|0, состоящее из одной точки.

4.3.2. Семейства морфизмов. Пусть T — супермногообразие, кото-
рое мы будем называть супермногообразием параметров. Назовем T-се-
мейством морфизмов fT : N→M произвольный морфизм супермного-
образий f : T ×N→M.

Пусть a : S→ T — морфизм супермногообразий. Обозначим через fa

S-семейство морфизмов faS : N→M, определенное формулойfa = f ◦ (a× id) : S×N−→ T ×N−→M.

Мы скажем, что семейство fa получается из семейства f с помощью
замены параметра (или параметризации) a.

Если a : pt→ T — вложение точки, то значением морфизма f в точ-
ке pt называется морфизм fapt : pt×N = N→M.

Замечание. Семейство морфизмов супермногообразий никоим обра-
зом не определяется множеством своих значений в точках.

Мы будем также использовать эквивалентное, но более симметричное
определение T-семейства морфизмов из N в M, в котором вместо морфиз-
ма f : T ×N→M мы рассматриваем морфизмf′ : T ×N−→ T ×M,

согласованный с проекциями на T, т. е. такой, что prT×N
T = prT×M

T ◦f′.
Соответствие f↔ f′, очевидно, взаимно однозначно. Действительно,f′ = prT×N

T ×f, f= prT×M
M ◦f′.

Если a : S→ T морфизм (репараметризация), то морфизм (fa) ′ опре-
деляется как сквозное отображение

(fa) ′ : S×N
(IdS ×a)×IdN−−−−−−−−→ S× T ×N

IdS ×f−−−−→ S× T ×M
IdS × pr−−−−→ S×M.

Пусть fT : N→M и yT : M→ L — семейства морфизмов. Их компо-
зиция

(y ◦ f) ′T : T ×N

f′

−→ T ×M

y′

−→ T × L

определена естественным образом.
T-семейство морфизмов f : N→M называется T-семейством диф-

феоморфизмов, если существует T-семейство морфизмов y : M → N,
такое что fy = idM и yf = idN, т. е. если f′ : T × N −→ T ×M — диф-
феоморфизм.
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Ясно, что (fy)a = fa ◦ ya и морфизм f : N→M можно рассматривать
как pt-семейство морфизмов.

Каждому супермногообразию T отвечает T-семейство морфизмов fvpt,
где vpt : T→ pt — сжатие в точку pt. Другими словами,fvpt

T
= f ◦ prN : T ×N −→M.

Это семейство морфизмов будет называться постоянным семейством.

4.3.3. Семейства точек. T-семейством точек супермногообразия
M назовем T-семейство морфизмов pT : pt→M, т. е. морфизм

p : T × pt∼= T −→M.

Репараметризация в семействе точек определяется формулой pa = p ◦ a.
Мы будем обычно кратко говорить «T-точка супермногообразия M» вме-
сто «T-семейство точек супермногообразия M». Множество T-точек су-
пермногообразия M будет обозначаться символом PM (T).

Мы будем часто обозначать T-точки супермногообразия M теми же
буквами, что и обычные точки, например, если m ∈ M, то постоянное
T-семейство точек mvpt, так же как и семейство морфизмов, которое оно
определяет, мы часто будем обозначать просто символом m. Мы надеемся,
что это не приведет к недоразумениям.

Каждое T-семейство морфизмов fT : M→N, очевидно, задает отобра-
жение точек y : PM (T) −→ PN (T), т. е. композициюy = f ◦mvpt : T −→M−→N.

4.3.4. Семейства функций. Назовем T-семейством функций на су-
пермногообразии M любую функцию f на T ×M. Суперпространство T-се-
мейств функций на M будет обозначаться символом C∞ (M; T). Назовем
T-семейством четных (нечетных) функций на M четный (нечетный)
элемент из C∞ (M; T).

Если a : S→ T — репараметризация, b = a × IdM и f ∈ C∞ (M; T), то
fa = b∗ (f) ∈ C∞ (M; S).

Каждая T-точка m определяет некий морфизм m∗ : C∞ (M, T)−→C∞ (T).
Функция m∗ (f) называется значением функции f в точке m.

Упражнение. 1) Выведите из теоремы о координатной записи мор-
физмов, что T-семейства четных функций на M соответствуют семействам
морфизмов M→ R1|0.

2) Существует ли семейство морфизмов, которое описывает данное
T-семейство нечетных функций на M?

4.3.5. Семейства векторных и ковекторных полей. Определим
T-семейство векторных полей XT на M как векторное поле X на T ×M,
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такое что X(f) = 0 для любой функции f ∈ C∞ (T) ⊂ C∞ (M; T). Говоря
неформально, X направлено вдоль слоев проекции T ×M→ T.

Обозначим C∞ (M, T)-модуль T-семейства векторных полей на M сим-
волом vect(M; T).

Упражнение. Пусть Mp|q — суперобласть с координатами x. Дока-
жите, что векторные поля ∂i := ∂xi образуют базис в C∞ (M; T)-модуле
vect(M; T).

Лемма. Пусть a : S→ T — репараметризация, а X ∈Vect(M, T). Су-
ществует, причем единственное, S-семейство векторных полей Xa,
такое что Xa (a∗ (f)) = a∗ (X(f)) для любой открытой подсуперобласти
N ⊂M и любой функции f ∈ C∞ (N) ⊂ C∞ (T ×N).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Единственность семейства Xa очевидна, по-
скольку значения семейства Xa на C∞ (T) и C∞ (M) зафиксированы. До-
статочно проверить существование семейства Xa в случае, когда M — су-
перобласть. Но для суперобластей оно немедленно следует из упражнения.
Ясно, что Xa (a∗ (f)) = a∗ (X(f)) для любой функции f ∈ C∞ (M, T), т. е. диф-
ференцирование (X, f) −→ X(f) согласовано с репараметризацией a.

Замечание. Легко отождествить T-семейство векторных полей на M

с дифференцированием d : C∞ (M) −→ C∞ (T × M), так что для репа-
раметризации у нас есть только одна возможность. Ее существование
гарантировано леммой.

Суперпространство T-семейства ковекторных полей на M опреде-
ляется как фактормодуль

Covect(M; T) := Covect(M× T) / C∞ (T ×M) (dC∞ (M)).

Морфизм C∞ (T)-модулей d : C∞ (M; T) −→ Covect(M; T) — четный диф-
ференциал — определяется формулой

〈X, df〉= X(f) для любых X ∈ vect(M; T) и f ∈ C∞ (M; T).

Ясно, что морфизм d согласован с репараметризациями.

Предложение. Пусть f : T ×M −→ N есть T-семейство морфиз-
мов. Тогда существует, причем единственный, морфизм C∞ (T)-мо-
дулей f∗ : Covect(N; T) −→ Covect(M; T), такой что

а) f∗ (fa) = f∗ (f)f∗ (a) для любых f ∈ C∞ (N; T) и a ∈ Covect(N; T),
б) f∗ (df) = df∗ (f).
Если морфизм f : T ×M −→ T × N является открытым вложе-

нием, т. е. f — семейство открытых вложений, то существует,
причем единственный, морфизм f∗ : vect(N; T) −→ vect(M; T), такой
что f∗ (Xf) = f∗ (X) (f∗ (f)) для любых f ∈ C∞ (N; T).
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Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно в случае, когда M и N — суперобласти,
а общий случай сводится к этому с помощью клея.

Упражнение. Дайте определение T-семейства (псевдо)дифферен-
циальных Ω

. (M; T) и (псевдо)интегральных форм Σ
. (M; T) на M и опи-

шите структуры C∞ (M; T)-модулей в этих семействах.

4.3.6. Касательные и кокасательные векторы в T-точках супер-
многообразия M. Пусть m : T→M есть T-точка супермногообразия M.
Определим C∞ (T)-модуль Tm (M) векторов, касательных к M в точке m.
Неформально говоря, каждый элемент X ∈ Tm (M) должен сопоставить
каждой точке p ∈ T касательный вектор Xp ∈ Tm(p) (M).

1) Предположим, что M — суперобласть. Рассмотрим C∞ (T) как
C∞ (M)-алгебру со структурой, заданной морфизмом m∗ : C∞ (M)→C∞ (T).
Положим

Tm (M) = C∞ (T) ⊗C∞ (M) Vect(M) и T∗
m (M) = C∞ (T) ⊗C∞ (M) Covect(M).

Ясно, что Tm (M) — свободный C∞ (T)-модуль с тем же самым бази-
сом {∂i}, что и C∞ (M)-модуль vect(M). В частности, если M′ — открытая
подсуперобласть в M, содержащая m(T), то Tm (M) = Tm (M′).

2) Пусть m есть T-точка, такая что m(T) содержится в открытой под-
суперобласти U ⊂M. Положим Tm (M) = Tm (U). Согласно аргументам в
похожих случаях, приведенных выше Tm (M) не зависит от выбора супер-
области U.

3) Пусть m — произвольная T-точка супермногообразия M. На T рас-
смотрим пучок TM, такой что TM (T0) = Tm|T0

(M) для любой открытой
подсуперобласти T0 ⊂ T, образ которой под действием морфизма m со-
держится в суперобласти U ⊂ M. Из п. 4.0.3 следует, что такой пучок
существует и определен однозначно.

Теперь положим Tm (M) = TM (T). Другими словами, любой касательный
вектор X ∈ Tm (M) представляет собой множество касательных векторов
XT0 ∈ Tm|T0

(M), согласованных с пересечениями.
Аналогично определяется C∞ (T)-модуль T∗

m (M).
Канонические морфизмы взятия значения vect(M; T) −→ Tm (M) и

Covect(M; T) −→ T∗
m (M) определяются естественным образом.

Упражнение. Пусть m′ : T −→ T ×M есть морфизм, соответствующий
морфизму m, и пусть Im ⊂ C∞ (T ×M) — соответствующий идеал. Дока-
жите, что

а) сквозной морфизм C∞ (M; T) d−→ Covect(M; T) −→ T∗
m (M) задает

изоморфизм Im/I2
m ≃ T∗

m (M);

б) Tm (M) = {D : C∞ (M; T) −→C∞ (T) |D(f) = 0 для любых f ∈ C∞ (T)};
D(fg) = D(f)m∗ (g) + (−1)p(f)p(D) m∗ (f)D(g) для любых f, g ∈ C∞ (M; T)}.
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Указание. Воспользуйтесь принципом локализации.

Заметим, что C∞ (M)-модуль vect(M) совпадает с TidM
(M), где idM

есть M-точка супермногообразия M, соответствующая тождественному
отображению idM. Другими словами, любое векторное поле на M является
касательным вектором в точке idM, т. е. семейством касательных векторов,
зависящим от самого супермногообразия.

То же самое верно для элементов из Covect(M), Ω(M), Vol(M) и тен-
зорных полей другого типа.

4.3.7. Дифференциал T-семейства морфизмов. Пусть f есть T-се-
мейство морфизмов, n : T→N есть T-точка на N и f(n) — соответствую-
щая T-точка супермногообразия M. Определим C∞ (T)-модули морфизмов
Df : Tn (N) −→ Tf(n)M и D∗f : T∗f(n)M−→ T∗

n (N) формулами

Df(X) (f) = X(f∗ (f)),

где X ∈ Tn (N) рассматривается как оператор X : C∞ (N; T) −→ C∞ (T) и

D∗f(fdg) = f∗ (f)df∗ (g), где g, f ∈ C∞ (M; T).

Отображения Df и D∗f корректно определены, когда N и M —
суперобласти. Общий случай получается с помощью клея. Ясно, что отоб-
ражения Df и D∗f двойственны друг другу, т. е.

〈Df(X), a〉= 〈X, D∗f(a)〉, где X ∈ Tn (N) и a ∈ T∗f(n) (M).

4.3.8. Семейства семейств. Пусть X есть T-семейство каких-то
объектов, тогда S-семейством T-семейства объектов X называется
T × S-семейство объектов X.

Мы можем стараться выбрать интерпретацию суперпространства пара-
метров наиболее удобным для нас образом. Обычно точки проще воспри-
нимать, чем какие бы то ни было другие объекты. Переход к точкам несло-
жен. Например, T-семейство морфизмов N→M является T ×N-семей-
ством точек на M.

Приведем другой пример. Мы можем рассматривать векторное поле на
M как семейство, например как касательный вектор в M-точке idM. Но мы
также можем рассматривать и T-семейство векторных полей на M как ка-
сательный вектор в T ×M-точке prM : T ×M→M супермногообразия M.

4.3.9. Геометрическая интерпретация касательных векторов
и векторных полей. Пусть R — линейное супермногообразие размер-
ности 1 либо e= 0|1 с координатой t, соответственно четной или нечетной.
Пусть r ∈ R — точка, заданная уравнением t = 0, а f : R × T −→ M —
морфизм супермногообразий. Мы будем рассматривать f как R-семейство
T-точек супермногообразия M, т. е. как T-кривую в M. Значение этого
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семейства в точке r будет обозначаться символом m, т. е. m есть сквозное
отображение T ∼= r× T −→ R× T −→M.

Сопоставим R-семейству f касательный вектор Xf ∈ Tm (M). В R × T

рассмотрим T-точку
¯r̄ : T ∼= r× T −→ R× T

и положим Xf = Df( ∂

∂t

)
, где

∂

∂t
∈ T ¯r̄ (R × T) — постоянный касательный

вектор (поскольку f( ¯r̄) = m, наше определение корректно).
А вот эквивалентное определение касательного вектора Xf. Пусть It —

идеал в C∞ (R× T), порожденный t. Тогда морфизмf∗ : C∞ (M) −→ C∞ (R× T)

имеет вид f∗ = (m∗ + tXf) (mod I2
t), где

m∗ : C∞ (M) −→ C∞ (T) ⊂ C∞ (R× T)

есть гомоморфизм, а Xf рассматривается как сквозное отображение
Xf : C∞ (M) −→ C∞ (T) −→ C∞ (R× T).

Пусть f, y : R × T −→M суть две T-кривых в M с той же началь-
ной точкой m. Кривые f и y назовем эквивалентными (и будем писатьf ∼ y), если f∗ (f) ≡ y∗ (f) (mod I2

t) для любой функции f ∈ C∞ (M). Из
определения следует, что f∼ y ⇐⇒ Xf = Xy.

Легко проверить, что каждый вектор X ∈ Tm (M), такой что p(X) = p(t),
имеет вид Xf для некоторой T-кривой f в M.

Следовательно, Tm (M) можно отождествить с пространством классов
эквивалентности T-кривых. Итак, Tm (M) ¯0̄ и Tm (M) ¯1̄ суть пространства
классов эквивалентности T-кривых размерности 1|0 и e = 0|1 соответ-
ственно.

В специальном случае, когда T = M и m = idM, мы получаем следу-
ющую интерпретацию векторных полей из vect(M). Каждому морфизмуf : R×M−→M, т. е. однопараметрическому семейству диффеоморфизмов
супермногообразия M, мы сопоставляем векторное поле Xf. Покажем, как
выглядит скобка векторных полей в этих терминах. Пусть t и s — коорди-
наты в R и R′ соответственно. Пусть f : R×M−→M и y : R′ ×M−→M

суть R- и R′-семейства диффеоморфизмов супермногообразия M, такие
что f(r) = y(r′) = m = idM. Положим X = Xf и Y = Xy.

Рассмотрим R × R′-семейство q = y−1f−1fy диффеоморфизмов су-
пермногообразия M.

Лемма. Если f ∈ C∞ (M), тоq∗ (f) ≡ (f + (−1)p(X)p(Y) [X, Y]f) (mod I2), где I2 = I2
t + I2

s .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f′ : R × R′ ×M −→ R × R′ ×M — мор-
физм, соответствующий морфизму f. Ясно, чтоf′∗f ≡

[
f + t

(
∂

∂t
f + Xf

)]
(mod I2

t),

т. е. f′∗ ≡
[

1 + t
(

∂

∂t
+ X

)]
(mod I2

t).

Аналогично y′∗ ≡
[

1 + s
(

∂

∂s
+ Y

)]
(mod I2

s).

Итак,q′∗ = f′∗y′∗ (f′∗)−1 (y′∗)−1 = 1 + [f′∗, y′∗] (f′∗)−1 (y′∗)−1 ≡

≡
[

1 + t
(

∂

∂t
+ X

)
, s
(

∂

∂s
+ Y

)]
(f′∗)−1 (y′∗)−1 (mod I2).

Поскольку и X, и Y коммутируют с t, s,
∂

∂t
и

∂

∂s
, мы получаемq′∗ ≡ (1 + [tX, sY] (f′∗)−1 (y′∗)−1) (mod I) ≡ (1 + [tX, sY]) (mod I) ≡

≡ (1 + (−1)p(X)p(Y) ts [X, Y]) (mod I).

Если f ∈ C∞ (M), тоq∗ (f) = x′∗ (f) ≡ (f + (−1)p(X)p(Y) ts [X, Y]f) (mod I).

§ 4.4. Язык точек

В анализе на многообразиях много понятий, которые мы сперва опре-
деляем поточечно, а потом проверяем, что они удовлетворяют некоторым
условиям гладкости. Мы уже встречали несколько примеров, когда такой
подход совсем не обязателен: большое число геометрических объектов
можно прямо определить в терминах функций. Однако описание в тер-
минах точек если не более компактно, то по крайней мере его легче себе
представлять, в то время как алгебраический язык функций мало говорит
нашей интуиции.

В этом параграфе мы введем язык точек, который для алгебраи-
ческих многообразий был открыт в начале 50-х годов Андре Вейлем.
Этот язык поможет нам рассмотреть некоторые объекты, касающиеся
супермногообразий, в терминах точек, и, хотя никакое супермногообра-
зие не определяется множеством своих точек, любое супермногообразие

§ 4.4. Язык точек 193

полностью определяется множеством своих T-точек для всех су-
пермногообразий T. Другими словами, множества PM (T) = Mor(T, M)
для всех супермногообразий T полностью определяют M.

Примеры из этого параграфа и глав, где встречаются супергруппы Ли,
показывают, что такой подход очень нагляден. Однако тот, кто встреча-
ется с ним в первый раз, обычно с ужасом и отвращением смотрит на
необходимость рассмотреть все супермногообразия T. Мы покажем, что
эта необходимость — не такая уж страшная задача, как может показаться.

4.4.1. Язык точек в анализе на многообразиях. Каждому многооб-
разию M сопоставим множество его точек PM, рассмотренное без какой
бы то ни было структуры. Каждому морфизму многообразий f : M→N от-
вечает отображение точек fp : PM→ PN. Морфизм f : M→N, собственно,
и определяют обычно как отображение точек fp : PM→ PN, а потом про-
веряют выполнение разных условий гладкости. (Это возможно, поскольку
морфизм f полностью восстанавливается по отображению точек fp.)

Многообразие M часто определяют как некоторое множество PM, на
котором затем вводится гладкая структура. Например, подмногообразие
N⊂M обычно определяют как подмножество PN ⊂ PM, а затем проверяют,
что условия, выделяющие подмножество PN, гладкие. Как и выше, это
возможно, поскольку подмногообразия N полностью восстанавливаются
из множества своих точек PN.

4.4.2. Описание супермногообразий и их морфизмов в терминах

точек. Пусть M — какое-то фиксированное супермногообразие, а T —
другое супермногообразие, которое мы будем варьировать. Положим
PM (T) = Mor(T, M). Элементы m ∈ PM (T) называются T-точками су-
пермногообразия M. Множество T-точек супермногообразия M для
разных супермногообразий M связаны друг с другом: любому морфиз-
му супермногообразий a : S → T отвечает отображение множеств точек
PM (a) : PM (T) −→ PM (S), заданное формулой PM (a) (m) = ma (репара-
метризация).

Каждый морфизм f : M→N переводит T-точки супермногообразия M

в T-точки супермногообразия N, т. е. определяет отображение множествfT : PM (T) −→ PN (T), где fT (m) = f ◦m.

Набор отображений fT для всех супермногообразий T обозначим симво-
лом fPoint = {fT | T ∈Ob SMan}.

Если f— регулярное вложение, то из п. 4.2.2 следует, что отображение
множеств fT является вложением для любого T. Поэтому мы можем
рассматривать PN (T) как подмножество в PM (T). Если y : L→M — мор-
физм супермногообразий, то (fy)Point = fPointyPoint, т. е. (fy)T = fTyT для
всех T.
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Теорема. 1) Пусть f, y : M→ N — морфизмы супермногообразий,
такие что fPoint = yPoint, т. е. fT = yT для каждого T. Тогда f= y.

2) Пусть M и N — супермногообразия,q = {qT : PM (T) −→ PN (T) | T ∈Ob SMan} (4.4)

— множество отображений точек. Множество q отвечает мор-
физму супермногообразий f : M→N, т. е. qT = fT при всех T, тогда
и только тогда, когда

PN (a)qT = qSPMa для любого морфизма a : S→ T. (4.5)

Мы скажем, что набор отображений (4.4), удовлетворяющий усло-
вию (4.5), согласован.

Предположим, что каждому супермногообразию T мы сопоставили
некоторое множество P(T), а каждому морфизму a : S→ T — отображение
множеств P(a) : P(T) −→ P(S). Такой набор морфизмов и отображений
{P(T), P(a) : P(T) −→ P(S) | T, S ∈ Ob SMan} назовем виртуальным су-
пермногообразием.

Скажем, что виртуальное супермногообразие

{P(T), P(a) : P(T) −→ P(S) | T, S ∈Ob SMan}

представимо супермногообразием M, если существует множество вза-
имно однозначных соответствий g = {gT : P(T) −→ PM (T) | T ∈Ob SMan},
такое что gT ◦ P(a) = PM (a) ◦ gS для любого морфизма a.

Следствие. Предположим, что виртуальное супермногообразие
{P(T), P(a) : P(T) −→ P(S) | T, S ∈ Ob SMan} представимо. Тогда все
супермногообразия, представляющие его, диффеоморфны.

Пусть M — супермногообразие. Виртуальным подсупермногообра-
зием в M назовем систему подмножеств {P(T) ⊂ PM (T) | T ∈ Ob SMan},
таких что PM (a) : P(T) −→ P(S) — включение для любого морфизма a : S→
→ T. Мы будем отождествлять подсупермногообразие N ⊂ M с вирту-
альным подсупермногообразием {PN (T) ⊂ PM (T) | T ∈Ob SMan}. Теорема
4.4.2 утверждает, что такое отождествление возможно, поскольку подсу-
пермногообразие N единственным образом восстанавливается по набору
{PN (T) ⊂ PM (T) | T ∈Ob SMan}.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия. Пусть M и N — два супермногообра-
зия, которые представляют виртуальное супермногообразие {P(T), P(a)}.
Пусть

gM = {gT
M : P(T) −→ PM (T)} | T ∈Ob SMan},

gN = {gT
N : P(T) −→ PM (T)} | T ∈Ob SMan}.
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Тогда согласованный набор биекций gNg−1
M задает диффеоморфизмf : M→N.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. 1) Ясно, чтоfN (idN) = f, yN (idN) = y, где idN ∈ PN (N).

Поэтому из равенства fN = yN следует, что f= y.
2) Утверждение «когда выполнено условие (4.5)» довольно очевидно.

Докажем часть «только тогда». Положимf = qN (idN) ∈ PM (N) = Mor(N, M).

Покажем, что qS = fS для любого супермногообразия S. Пусть n ∈ PN (S).
Тогда n = P(a) (idN), где a = n : S→N. Из условия (4.5) следует, чтоqS (n) = qSPN (a) (idN) = PM (a) (qN (idN)) = PM (a) (f) = f ◦ a = fS (n).

4.4.3. Теорема из п. 4.4.2 чисто категорная и совсем не использует спе-
цифику супермногообразий. Учтя эту специфику, мы можем существенно
усилить теорему.

Предложение. 1) Пусть f, y : N → M — морфизмы супермного-
образий, dim N = n|m и T = R0|q, где q > m. Тогда из равенства fT =yT

следует, что f= y.
2) Предположим, что набор q отображений qT : PN (T) −→ PM (T)

задан только на суперобластях T, таких что dim T = dim N. Если
этот набор удовлетворяет условию (4.5), то существует морфизмf : N→M, который соответствует этому множеству.

3) Набор {PM (T), PM (a), где T пробегает линейные супермного-
образия размерности 0|r}, полностью определяет супермногообра-
зие M. Более того, чтобы определить супермногообразие размер-
ности p|q, достаточно рассмотреть одно такое множество PM (T),
где dim T = 0|r и r > q.

Упражнение. 1) Докажите это предложение.
2) Приведите пример обычных многообразий M, N и согласованного

набора морфизмовq = {q(T) : PM (T) −→ PN (T) | T = R0|q, q ∈ N},
которому не отвечает никакой морфизм многообразий N→M.

4.4.4. Примеры. Мы будем постоянно использовать результаты
п. 4.4.2.

А) Линейные супермногообразия. Пусть L — линейное (векторное)
суперпространство. Определим виртуальное супермногообразие sL, поло-
жив

PsL (T) = (C∞ (T) ⊗ L) ¯0̄, PsL (a) = a∗ ⊗ idL .
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Лемма. Виртуальное супермногообразие sL представимо линей-
ным супермногообразием Rsdim L. В частности, если L конечномерно,
то sL∼= (L ¯0̄, OL ¯0̄

⊗ E
. (L ¯1̄)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {li}i∈I — базис в L, а xi — координаты
в Rdim L, такие что p(xi) = p(li). Определим отображение qT : PsL (T) →
→ PRdim L (T), положив (qT (

∑
fi ⊗ li))∗ (xi) = fi. Легко видеть, что qT би-

ективно для всех супермногообразий T.

Очевидно, что отображение q не каноническое: оно зависит от базиса
в L. Выбор этого базиса фиксирует систему координат на sL, представлен-
ную как Rsdim L.

4.4.4а. Упражнение. 1) Существуют ли супермногообразия, пред-
ставляющие следующие виртуальные супермногообразия

1а) P(T) = (C∞ (T) ⊗ L) ¯1̄, P(a) = a∗ ⊗ id;
1б) P(T) = C∞ (T) ⊗ L, P(a) = a∗ ⊗ id?
2) Докажите, что
2а) существуют естественное вложение L −→ vect(sL), такое что его

образ — суперпространство, натянутое на частные производные, и есте-
ственное вложение L∗ −→ C∞ (sL), такое что образ изоморфен суперпро-
странству линейных функций на L;

2б) vect(sL) ∼= C∞ (sL) ⊗ L, т. е. касательное пространство к каждой точ-
ке супермногообразия sL изоморфно суперпространству L.

Б) Супералгебра как супермногообразие. Пусть L — суперколь-
цо, т. е. задан четный морфизм mult : L ⊗ L −→ L. Тогда на C∞ (T) ⊗ L
тоже задана структура суперкольца, поэтому определены отображения
multT : PsL

(T) × PsL
(T) −→ PsL

(T) для любого T. Отождествим PsL×sL (T)
и PsL (T) × PsL

(T). Мы получили согласованное семейство отображений
multT : PsL×sL (T) −→ PsL (T), т. е. морфизм f : sL× sL−→ sL.

Таким образом, мы наделили линейное супермногообразие sL структу-
рой суперкольца в категории супермногообразий.

4.4.4б. Упражнение. Что еще нужно задать, чтобы превратить супер-
кольцо sL в супералгебру?

§ 4.5. Супергруппы Ли, супералгебры Ли и однородные
суперпространства

Этот параграф —подготовительный как для дифференциальной геомет-
рии на супермногообразиях, так и для теории представлений в суперслучае,
и поэтому помещен в этом (элементарном) томе. Доказательства опущен-
ных утверждений повторяют стандартные рассуждения (ср. [OV, Хелг])
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после перехода на уровень точек. Некоторые нетривиальные факты до-
казаны В. Молотковым в гораздо большей общности бесконечномерных
супермногообразий (см. том 2).

Отметим нетривиальные и важные феномены, заслуживающие специ-
ального внимания:

— «новое» (по сравнению с наивным определением из гл. 1) определе-
ние супералгебры Ли как супермногообразия и наборов ее представлений
как супермногообразий (с особенностями);

— орбиты под действием супергрупп не являются, как правило, супер-
многообразиями.

4.5.1. Супергруппы Ли. Супергруппой Ли называется группа в ка-
тегории супермногообразий.

Другими словами, супермногообразие G наделено структурой супер-
группы, если каждое множество PG (T) снабжено структурой группы,
причем все отображения PG (a), индуцированные репараметризациямиa : G→ T, являются морфизмами групп, то этот набор множеств и отобра-
жений задает структуру супергруппы на G.

Начнем с умножения. Умножение в PG (T) определяет семейство отоб-
ражений

PG (T) × PG (T) = PG×G (T) −→ PG (T). (4.6)

Поскольку эти семейства согласованы, по теореме из п. 4.4.2 ему соответ-
ствует морфизм супермногообразий m : G× G−→ G.

Морфизмы u и i определяются аналогично. Достаточно проверить
коммутативность диаграмм (4.7)–(4.9) на T-точках, но там она следует
из аксиом группы для PG (T).

Итак, задать структуру супергруппы Ли на супермногообразии G —
значит задать групповые структуры на множествах PG (T) его T-точек.

Упражнение. 1) Морфизмы u и i для супергруппы Ли G однозначно
определены морфизмом m.

2) Задание морфизма супергрупп Ли f : G→ G′ эквивалентно заданию
согласованного семейства гомоморфизмов групп fT : PG (T) −→ PG′ (T).

3) Супергруппа Ли G коммутативна тогда и только тогда, когда все
группы PG (T) коммутативны. Запишите это условие в терминах морфиз-
ма m.

4) Множество PG (pt) совпадает с подстилающим многообразием G
супермногообразия G. Докажите, что умножение в G задает не просто
структуру группы на G, а структуру группы Ли, которая и называется
подстилающей группой супергруппы Ли G.

5) Пусть H — подсупермногообразие в G, такое что m(H ×H) ⊂ H

и i(H) ⊂H. Докажите, что на H индуцирована структура супергруппы Ли.
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Эта супергруппа Ли называется подсупергруппой Ли в G. Докажите, что
подсупергруппа Ли всегда закмнута.

Указание. Воспользуйтесь аналогичными утверждениями для групп Ли
(см. [OV]).

4.5.2. Действия супергрупп Ли. Пусть G — супергруппа Ли, а M —
супермногообразие. Левым G-действием на M называется морфизм су-
пермногообразий a : G×M→M, такой что следующие диаграммы комму-
тативны:

G× G×M
id ×a //

m×id
��

G×M

a

��
G×M

a // M

pt×M

≃

""F
FFFFFFFn×id

��
G×M

a // M

(4.7)

Действие называется тривиальным, если a = prM.
Пусть a и a′ — два левых G-действия на M и M′. Морфизмом G-дей-

ствий a 7→ a′ называется морфизм супермногообразий y : M→M′, такой
что диаграмма

G×M
a //

id ×f

��

Mf

��
G×M′ a′

// M′

(4.8)

коммутативна. Мы скажем в этом случае, что морфизм f согласован
с G-действиями или G-инвариантен.

Чтобы задать левое G-действие на M, достаточно для всех T задать
левое действие группы PG (T) на множестве PM (T) так, чтобы эти действия
были согласованы с отображениями PG (a) для любого морфизма a : G→ T.

Чтобы определить морфизм f : M→M′, согласованный с G-действием,
достаточно для всех T определить отображения fT : PM (T) −→ PM′ (T),
согласованные как с PG (T)-действием, так и с отображениями PG (a).

Если действие a : G×M −→M задано, то каждой T-точке g из PG (T)
отвечает T-семейство морфизмов a(g) : M→M, заданное формулой

a(g) := a(g × idM) : T ×M−→ G×M−→M. (4.9)

Ясно, что действие этого семейства на T-множестве T-точек супермно-
гообразия M совпадает с действием aT элемента g ∈ PG (T) на PM (T).
Семейство a(g) называется семейством диффеоморфизмов. Обратное
к нему семейство – это семейство a(g−1).
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Аналогично любой T-точке f ∈Mor(T, M) из M отвечает T-семейство
морфизмов G× T −→M — левое действие, — заданное формулой

al : G× T
id ×f−−−→ G×M

a−→M. (4.10)

Правое действие ar определяется аналогично.
Пример. Зададим левое и правое действия супергруппы Ли G на себе,

положив
Lg (h) = gh, Rg (h) = hg−1, (4.11)

где g, h суть T-точки супергруппы G. Любой T-точке g ∈ PG (T) отвечают
два T-семейства диффеоморфизмов, а именно T-семейство L(g) левых
сдвигов и T-семейство R(g) правых сдвигов.

4.5.3. Примеры супергрупп Ли и их действий. 1) Пусть L — конеч-
номерное линейное суперпространство, sL — соответствующее линейное
супермногообразие. На каждом множестве PL (T) = (C∞ (T) ⊗ L) ¯0̄ имеется
естественная групповая структура по отношению к сложению. Она индуци-
рует структуру коммутативной супергруппы Ли на L. Если xi — координаты
на sL, а yi, zi — соответствующие координаты на sL × sL, то умножение
m : sL× sL−→ sL задается формулой

m∗ (xi) = yi + zi. (4.12)

2) Определим супергруппу Ли GL(p|q), положив

PGL(p|q) (T) = GL(p|q; C∞ (T)). (4.13)

Каждое множество PGL(p|q) (T) имеет естественную структуру группы, и со-
вокупность этих структур задает на GL(p|q) структуру супергруппы Ли.

Нам надо только проверить, что это виртуальное супермногообразие —
набор множеств PGL(p|q) (T) при всех T и их отображений, индуцированных
репараметризациями, — является настоящим супермногообразием. Под-
стилающее многообразие — это набор геометрических точек, когда T = ∗,
а расслоение над ним, дающее нечетные координаты, — это множество
T-точек, где T = Spec Λ(1).

Итак, пусть M— супермногообразие, отвечающее линейному суперпро-
странству Mat(p|q; R). Его подстилающее многообразие — Mat(p|q; R) ¯0̄.
Обозначим символом GL(p|q) открытую подсуперобласть в M, подстила-
ющая которой — это открытое множество GL(p|q; R) ⊂Mat(p|q; R) ¯0̄.

Упражнение. Пусть tij — координаты в G = GL(p|q), соответствующие
матричным единицам в некотором фиксированном формате суперматриц
размера p|q, а yij, zij — соответствующие координаты в G× G. Докажите,
что умножение m в G определено формулой

m∗ (tij) =
∑

r

yirzrj. (4.14)
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3) Пусть L — конечномерное суперпространство, а L — соответствую-
щее линейное супермногообразие.

Как и в примере 2, определим супергруппу G = GL(L), положив

PG (T) = GLC∞ (T) ((C∞ (T) ⊗ L) ¯0̄). (4.15)

Группа PG (T) естественным образом действует на множестве PL (T) =
= (C∞ (T) ⊗ L) ¯0̄. Таким образом возникает левое G-действие на L. Мор-
физм супергрупп f : H−→ GL(L) часто (хотя это совершенно неправильно)
называют представлением супергруппы H в суперпространстве L.
Правильно говорить об этом морфизме как о представлении в линейном
супермногообразии L или о H-действии на L. Поскольку между L и L

есть взаимно однозначное соответствие, часто говорят также, что L есть
H-модуль, хотя, конечно, это неверно, а верно, что L есть H-модуль.

4) Пусть A — конечномерная ассоциативная супералгебра с единицей.
Определим (по аналогии с виртуальными супермногообразиями) виртуаль-
ную супергруппу Ли A× обратимых элементов из A, положив (для любого
супермногообразия T)

PA× (T) = группа четных обратимых элементов из C∞ (T) ⊗ A. (4.16)

Упражнение. а) Докажите, что A× — супергруппа Ли. Пример: если
A = End L, то A× = GL(L).

б) Является ли супергруппой Ли виртуальная супергруппа Ли Ã×,
заданная функтором

P
Ã× (T) = группа всех обратимых элементов из C∞ (T) ⊗ A? (4.17)

5) Пример морфизма супергрупп. Определим морфизм супергрупп
Ber : GL(p|q) −→ GL(1|0), положив

g 7−→ Ber g, где g ∈ GL(p|q; C∞ (T)) = PGL(p|q) (T). (4.18)

Очевидно, что Ber g ∈ (C∞ (T))×¯0̄ = PGL(1|0) (T). В координатах tij на GL(p|q)
(отвечающих матричным единицам в стандартном формате суперматриц)
и t на GL(1|0) соответственно морфизм Ber — березиниан — определен
формулой

Ber∗ (t) = Ber(tij)
p+q
ij=1. (4.19)

4.5.4. Центр супергруппы Ли. Пусть G — супергруппа Ли. Опре-
делим виртуальную подсупергруппу Ли Z(G), которую назовем центром
супергруппы G, положив

PZ(G) (T)={g∈PG (T) |T-семейства морфизмов Lg и Rg совпадают}. (4.20)

Утверждение. Виртуальная подсупергруппа Ли Z(G) — настоя-
щая (а не виртуальная) подсупергруппа Ли в G.
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Искушение определить центр группы Ли G по-другому, а именно поло-
жив

Pcntr(G) (T) = Z(PG (T)), (4.21)

трудно преодолеть. Однако так определять центр ошибочно, как показы-
вает следующий пример.

Пример. Пусть G— подсупергруппа Ли в GL(1|1), такая что ее T-точки
суть матрицы вида

g =
(

a b
0 1

)
, где a ∈ (C∞ (T))×¯0̄ и b ∈ (C∞ (T)) ¯1̄. (4.22)

Легко проверить, что (пока виртуальная) супергруппа Ли Z(G) тривиальна,
т. е. совпадает с единичным элементом. Пусть T = R0,2, а x1, x2 — коорди-
наты на T. Тогда легко видеть, что T-точка

g =
(

1 + x1x2 0
0 1

)
(4.23)

принадлежит центру группы PG (T).
Ниже мы установим аналог теоремы Ли о соответствии между под-

супергруппами Ли в данной супергруппе Ли G и подсупералгебрами Ли
в g = Lie(G), точнее подсупермногообразиями, отвечающими подсуперал-
гебрам, в супермногообразии, отвечающем суперпространству g. Поэтому,
поскольку центр супералгебры Ли g, отвечающий супергруппе Ли G, три-
виален, центр супергруппы Ли G тоже должен быть тривиален (или по
крайней мере иметь размерность 0).

Упражнение. Виртуальная супергруппа cntr(G) не является супер-
группой Ли.

4.5.5. Представления супергруппы Ли. Пусть G — супергруппа Ли,
а L — конечномерное суперпространство. Представлением r супергруп-
пы Ли G в суперпространстве L называется морфизм супергрупп Лиr : G−→ GL(L).

Чтобы задать r, нам надо каждому супермногообразию T сопоставить
гомоморфизм групп rT : PG (T) −→GLC∞ (T) ((C∞ (T) ⊗ L) ¯0̄), согласованный
с репараметризациями a : G→ T. Каждый гомоморфизм rT является пред-
ставлением группы PG (T) в (C∞ (T)) ¯0̄-модуле (C∞ (T) ⊗ L) ¯0̄.

Пусть теперь r1 и r2 — представления супергруппы Ли G в суперпро-
странствах L1 и L2. Представления

Π(ri), r∗i , r1 ⊗ r2, HomK (r1, r2), Sj (ri), Vol(ri) (4.24)

и т. д. в соответствующих суперпространствах

Π(Li), L∗
i , L1 ⊗ L2, HomK (L1, L2), Sj (Li), Vol(Li) (4.25)

и т. д. определяются естественным образом.
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Морфизмом представлений f : r1→ r2 или морфизмом соответству-
ющих G-модулей называется четное линейное отображение a : L1 → L2,
такое что ar1 (g) = r2 (g)a для любой T-точки g ∈ PG (T).

4.5.6. Супералгебра Ли супергруппы Ли. Пусть G — супергруппа
Ли, а g = Te (G) — касательное пространство в единице. Определим на g

линейную операцию
(X, Y) 7−→ [X, Y] (4.26)

и докажем, что g — супералгебра Ли относительно этой скобки. Часто
пишут g = Lie(G).

Каждый однородный вектор X ∈ g можно рассмотреть как касательный
вектор к кривой f : R→ G, где R — одномерная суперобласть с коорди-
натой t той же четности, что и X, а It — главный идеал, порожденный
элементом t. Другими словами,f∗ (f) = f(e) + t X(f) (mod I2

t) при f ∈ C∞ (G). (4.27)

Пусть Y ∈ g, а y : R′→ G — кривая с параметром s на ней, такая что Y —
касательный вектор к этой кривой, а Is — главный идеал, порожденный
элементом s.

Лемма. Рассмотрим f и y как R× R′-точки супергруппы G и по-
ложим Φ = fyf−1y−1. Существует единственный вектор Z ∈ g,
такой что

Φ∗ (f) = f(e) + (−1)p(X)p(Y) ts Z(f) (mod I),

где I = I2
t + I2

s , для любой функции f ∈ C∞ (G).
(4.28)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим разложение функции Φ∗ (f) в ряд
Тейлора:

Φ∗ (f) = f0 + tft + sfs + (−1)p(X)p(Y) ts fts (mod I). (4.29)

Пусть Ut — подсуперобласть в R × R′, заданная уравнением t = 0. Тогдаf(Ut) ⊃ e, откуда следует, что Φ(Ut) ⊃ e, т. е. Φ∗ (f) = f(e) (mod t). Поэтому
f0 = f(e) и fs = 0. Мы аналогичным образом доказываем, что ft = 0, так что

Φ∗ (f) = (f(e) + (−1)p(X)p(Y) ts fts) (mod I). (4.30)

Поскольку Φ∗ — морфизм супералгебр, оператор f 7→ fts удовлетворяет
правилу Лейбница, т. е. fts = Z(f) для некоторого Z ∈ g.

Итак, каждой паре однородных векторов X, Y ∈ g мы сопоставили век-
тор Z, который обозначим символом [X, Y] .

Упражнение. 1) Вектор [X, Y] корректно определен, т. е. не зависит от
выбора кривых f и y.
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2) Пусть Da : h = Te (H) −→ g = Te (G) — дифференциал морфизма су-
пергрупп Ли a : H→ G. Тогда

Da( [X, Y]
)

= [Da(X), Da(Y)] , (4.31)

что оправдывает обозначение вектора Z : = [X, Y] . Указание: см. доказа-
тельство леммы из п. 4.5.7.

4.5.7. Касательное действие супералгебры Ли. Пусть g — су-
пералгебра Ли супергруппы Ли G. Сопоставим правому G-действию
a : M× G→M дифференциал этого действия, т. е. четный линейный опера-
тор Da : g−→Vect(M). А именно, пусть je есть M-точка супермногообразия
M× G, заданная формулой

M = M× pt id ×u−−−→M× G. (4.32)

Рассмотрим любой элемент X ∈ g как вектор hX ∈ T je (M× G) и положим

Da(X) = Da(hX) ⊂ Ta( je) (M) = TidM
(M) = Vect(M). (4.33)

Другими словами, если f ∈ C∞ (M), то Da(X) (f)| je = hX
(
a∗ (f)

)
.

Если a : a 7→ a′ — морфизм, индуцированный морфизмом a : M→M′,
то Da отображает Da(X) в Da′ (X), т. е.

Da(X)a∗ (f) = a∗
(
Da′ (X) (f)

)
при любых f ∈ C∞ (M′). (4.34)

Лемма. Справедливо равенство Da
(

[X, Y]
)

= [Da(X), Da(Y)] .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f : R→ G и y : R′→ G — кривые, которые
определяют векторы X и Y. Тогда R-точка f в G определяет R-семейство
jf диффеоморфизмов супермногообразия M, т. е.

jf : M× R
id ×f−−−→M× G

a−→M. (4.35)

Из определения следует, что Da(X) — векторное поле, касательное к этому
семейству диффеоморфизмов.

Возьмем морфизмы f и y и рассмотрим Φ =fyf−1y−1 как R×R′-точ-
ку супергруппы G. Обозначим через jf, jy и hΦ соответствующие семейства
диффеоморфизмов супермногообразия M. Поскольку a является правым
G-действием, hΦ = jy−1 jf−1 jy jf. Итак, мы получили, что

hΦ∗ (f) = Φ∗
(
a∗ (f)

)
= a∗ (f)|M×e + (−1)p(X)p(Y) ts Z

(
a∗ (f)

)
=

= (f + (−1)p(X)p(Y) Da(Z) (f) +

+ (−1)p(X)p(Y) ts [Da(X), Da(Y)]) (mod I), (4.36)

где f ∈ C∞ (M) и I = I2
t + I2

s .
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С другой стороны, если Z = [X, Y] ∈ g, то

hΦ∗ (f) = Φ∗ (a∗ (f)) = a∗ (f)|M×e + (−1)p(X)p(Y) ts Z(a∗ (f)) =

= (f + (−1)p(X)p(Y) Da(Z) (f) + (−1)p(X)p(Y) tsDa(Z) (f)) (mod I). (4.37)

Итак, Da([X, Y]) = [Da(X), Da(Y)] , что и требовалось.

Следствие. Скобка [· , ·] задает на g структуру супералгебры Ли.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть R — правое G-действие на себе. Тогда
значение векторного поля DR(X) в точке e равно X и, следовательно, мор-
физм DR : g −→ Vect(G) является вложением. Из формулы DR([X, Y]) =
= [DR(X), DR(Y)] следует, что g — супералгебра Ли, а DR — морфизм
супералгебр Ли.

Пусть a : G ×M→ M – левое G-действие. Определим морфизм су-
пералгебр Ли Da : g −→ vect(M) формулой Da(X) = Dar (X), где ar —
правое действие, соответствующее действию a. Ясно, что

Da(X) (f) =−X
(
a∗ (f)

)
для любой функции f ∈ C∞ (M). (4.38)

4.5.8. Левоинвариантные векторные поля на супергруппе Ли.
Векторное поле X на супергруппе Ли G называется левоинвариантным,
если для любой T-точки g ∈ PG (T) соответствующее семейство левых
сдвигов L(g) сохраняет поле X.

Если X ∈ g, то поле DR(X) ∈ vect(G) левоинвариантно. Действительно,
рассмотрим диффеоморфизм L(g) : T × G −→ T × G. Согласно аксиомам
супергруппы Ли морфизмы L(g) G-инвариантны относительно правого
G-действия на T × G, а значит, сохраняют поле DR(X).

В дальнейшем мы отождествляем алгебру Ли g с ее образом в vect(G)
относительно морфизма DR : g −→ vect(G). Как мы видели, композиция
g→ Te (G) этого морфизма с взятием значения поля в единице является
изоморфизмом. Благодаря левоинвариантности полей для любой T-точки
g ∈ PG (T) мы получаем, что Tg (G) = C∞ (T) ⊗ g. В частности, для G-точки
idG мы получаем, что Vect(G) = Tid (G) = C∞ (G) ⊗ g.

Упражнение. Любому левоинвариантному векторному полю на G от-
вечает ровно один элемент из супералгебры Ли g.

4.5.9. Супералгебра Ли супергруппы Ли. Пусть A — конечномер-
ная ассоциативная супералгебра с единицей 1, а A — линейное супер-
многообразие, соответствующее суперпространству A. Пусть G = A× —
супергруппа Ли обратимых элементов из A, а g — ее супералгебра Ли.
Поскольку G — открытое подсупермногообразие в A, такое что единицу
e ∈ G можно отождествить с 1 ∈ A, мы заключаем, что

g := Te (G) ∼= Te (A) ∼= A. (4.39)
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Пусть [· , ·]g — скобка в g. Докажем, что [X, Y]g = [X, Y] для любых
X, Y ∈A. Пусть R и R′ суть 1-или e-мерные суперобласти с координатами
t и s той же четности, что X и Y соответственно. Определим R-точку
g ∈ PA (R) формулой

g = 1 + tX. (4.40)

Мы видим, что g ∈ PG (R) в окрестности начала координат в R. Ана-
логично определим R′-точку h = 1 + s Y. Рассмотрим R × R′-точку Φ =
= ghg−1h−1, определенную формулой

Φ = (1 + tX) (1 + sY) (1 + tX)−1 (1 + sY)−1 = 1 + [tX, sY] (mod I) =

= 1 + (−1)p(X)p(Y) ts [X, Y] (mod I), (4.41)

где I — идеал в C∞ (R × R′), порожденный t2 и s2, а Φ рассматривается
как элемент из C∞ (R× R′) ⊗ A. Следовательно, [X, Y]g = [X, Y] .

Пример. Супералгебра Ли супергруппы Ли GL(L) естественно изо-
морфна супералгебре Ли gl(L). В частности, супералгебра Ли супергруппы
Ли GL(p|q) изоморфна gl(p|q; R).

Упражнение. Пусть al — стандартное (левое) GL(p|q)-действие на
Rp,q. Если Eij ∈Mat(p|q; R) — матричная единица, то

Dal (Eij) = xj∂i ∈ vect(Rp,q).

4.5.10. Соотношение между представлениями супергрупп Ли и су-
пералгебр Ли. Пусть r— представление супергруппы Ли G в суперпро-
странстве L, т. е. морфизм супергрупп Ли r : G −→ GL(L). Дифференциал
Dr задает морфизм супералгебр Ли Dr : g −→ gl(L), т. е. представление
супералгебры Ли g в суперпространстве L.

Упражнение. Пусть r, r1 и r2 — представления супергруппы Ли G.
Тогда

D(rΠ) (X) = (Dr)Π (X),

(Dr∗) (X) =−
(

(Dr) (X)
)∗

,

D(r1 ⊗ r2) (X) = (Dr1) (X) ⊗ 1 + 1⊗ (Dr2) (X),

D(Vol(r)) (X) = str
(

(Dr) (X)
)

.

(4.42)

4.5.11. Присоединенное действие супергруппы Ли. Пусть p ∈M,
а a : G×M→M — левое G-действие. Предположим, что точка p является
G-инвариантной, т. е. a(G× p) ⊂ p, или, что то же самое, a∗ (Ip) ⊂ pr∗M (Ip).
Тогда корректно определено представление ra супергруппы G в касатель-
ном пространстве Tr (M).
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Пусть T — супермногообразие, а pT : T→ p→M есть T-точка супер-
многообразия M. Тогда

TpT (M) = C∞ (T) ⊗ Tp (M). (4.43)

Каждая T-точка g ∈ PG (T) задает T-семейство a(g) диффеоморфизмов
супермногообразия M, такое что a(g) (pT) = pT . В GL(C∞ (T) ⊗ Tp (M)) =
= GL(TpT (M)) рассмотрим операторra (g) = Da(g), (4.44)

где Da(g) — дифференциал T-семейства диффеоморфизмов a(g) в точ-
ке pT. Семейство операторов ra (g) задает требуемое представление ra.

Пример. Символом Ad обозначим присоединенное действие супер-
группы Ли G на себе, определенное в T-точках формулой

Ad g(h) = ghg−1. (4.45)

Точка e ∈ G инвариантна относительно этого действия, а значит, зада-
но представление супергруппы Ли G в Te (G) = g. Это представление
называется присоединенным представлением и обозначается тем же
символом Ad.

Упражнение. Явный вид дифференциала ad = D Ad: g −→ gl(g) при-
соединенного представления таков: adX (Y) = [X, Y] .

4.5.12. Теория Ли. Пусть G и H — суть супергруппы Ли, а g и h — их
супералгебры Ли. Каждому морфизму супергрупп Ли f : H→ G соответ-
ствует касательное отображение их супералгебр Ли Df : h→ g.

Теорема. 1) Пусть супергруппа H связна. Тогда для любого мор-
физма супералгебр Ли a : h→ g существует не более одного морфиз-
ма супергрупп Ли f : H→ G, такого что Df = a. Если супергруппа
H односвязна, то f точно существует.

2) Для любой конечномерной супералгебры Ли h найдется связная
и односвязная супергруппа Ли H, такая что ее супералгебра Ли
изоморфна h. Если супералгебра h коммутативна, то супергруппа H

тоже коммутативна.

Условием 1 связная и односвязная супергруппа Ли H с супералгеброй
Ли h определяется однозначно с точностью до изоморфизма.

4.5.13. Линейные супергруппы Ли (ср. [OV]).

Утверждение. Пусть h — конечномерная супералгебра Ли. Суще-
ствуют конечномерное суперпространство L и подсупергруппа Ли
H⊂ GL(L), такие что супералгебра Ли супергруппы H изоморфна h.
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4.5.14. Экспоненциальный морфизм. Пусть G — супергруппа Ли,
g — ее супералгебра Ли, а L = sg — супермногообразие, отвечающее су-
перпространству g, так что T0 (L) = g. Как показано в примере 1 из п. 4.5.3,
на L существует естественная структура коммутативной супергруппы Ли.
Для обозначения умножения в L мы будем использовать аддитивную за-
пись.

Утверждение. 1) Существует и единствен морфизм супермного-
образий exp: sg→ G, такой что exp(0) = e, D exp(0) = idg и exp(kg) =
= (exp(g))k для любых g ∈ PL (T) и k ∈ Z.

2) Пусть f : H → G — морфизм супергрупп Ли, а Df : h → g —
касательный морфизм и ˆf : sh→ sg — соответствующий морфизм
супермногообразий. Тогда exp · ˆf = f · exp.

Морфизм exp определяет диффеоморфизм некоторой окрестности
L0 ⊂ sg = L начала координат 0 на окрестность G0 ⊂ G точки e ∈ G.

Обратный диффеоморфизм обозначается символом log: G0→ L0.

Пример. Пусть A — конечномерная ассоциативная супералгебра с еди-
ницей 1, а A — соответствующее супермногообразие. Пусть A× ⊂ A —
супергруппа Ли обратимых элементов из A, точнее сказать, супергруппа
Ли, отвечающая обратимым элементам из A. Тогда морфизм exp: A→A×

задан на множестве T-точек формулой

exp(a) = 1 + a + . . . +
an

n!
+ . . . , (4.46)

где степенной ряд рассматривается в алгебре (C∞ (T) ⊗ A) ¯0̄.
Аналогично

log(a) =
∑ (1 − a)k

k!
, где a ∈ PA (T) = (C∞ (T) ⊗ A) ¯0̄. (4.47)

Рассмотрим морфизм f : L′
0 × L′

0 −→ L′
0, заданный формулой

f(a, b) = log
(
exp(a) · exp(b)

)
, (4.48)

где L′
0 — некоторая окрестность начала координат 0, а a и b суть T-точки

супермногообразия L′
0. Из предыдущего примера и теоремы о линейных

группах легко следует, что на T-точках морфизм f задан обычной формулой
Кэмпбела—Хаусдорфа. Эта формула корректно определена, поскольку
T-точки супермногообразия sg суть элементы алгебры Ли (C∞ (T) ⊗ g) ¯0̄,
а стало быть, ничего нечетного в них не осталось.

4.5.15. Существование подсупергрупп изотропии. В теории групп
Ли иногда используется теорема, которая утверждает, что замкнутая под-
группа группы Ли является группой Ли. Поскольку аналогичное утвер-
ждение для супергрупп трудно сформулировать, мы нуждаемся в другом
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способе построения линейных подсупергрупп Ли. Один из них — это кон-
струкция подгрупп изотропии, ср. [OV].

Пусть N ⊂ M — замкнутое подсупермногообразие. Мы скажем, что
T-семейство f : T ×M −→ M диффеоморфизмов супермногообразия M

сохраняет Nq, если f(T × N) ⊂ N, т. е. f∗ (IN) ⊂ IT×N, где IN есть пу-
чок идеалов в OM, который задает супермногообразие N. Скажем, что
векторное поле X ∈ Vect(M) касательно супермногообразию N, если
X(IN) ⊂ IN.

Утверждение. Пусть a : G×M −→M есть G-действие, а N — за-
мкнутое подсупермногообразие в M. Существует подсупергруппа
Ли H в G, такая что

PH (T) = {g ∈ PG (T) | a(g) сохраняет N}, (4.49)

где a(g) есть T-семейство диффеоморфизмов супермногообразия M,
отвечающее T-точке g. Супералгебра Ли супергруппы Ли H имеет
вид

h = {X ∈ g | (Da) (X) сохраняет N}. (4.50)

Построенная подсупергруппа Ли H называется стабилизатором су-
пермногообразия N (или подсупергруппой изотропии) и обозначается
символом H = StG (N).

4.5.16. Примеры стабилизаторов. 1) Пусть a1 и a2 суть левые
G-действия на M1 и M2 соответственно, а f : M1 →M2 — произвольный
морфизм супермногообразий.

Упражнение. Подсупергруппа Ли H = StG (f) в G, такая что

PH (T) = {g ∈ PG (T) | fa1 (g) = a2 (g)f}, (4.51)

определена корректно, а ее супералгеброй Ли является

h={X∈g |Da1 (X)
(f∗ (f)

)
=f∗

(
Da2 (X) (f)

)
для любых f∈C∞ (M2)}. (4.52)

Указание. Рассмотрите график N морфизма f и положите H = StG (N).

2) Пусть r— представление супергруппы Ли G в суперпространстве L,
а l ∈ L ¯0̄.

Упражнение. Существует подсупергруппа Ли H = StG (l) в G, такая
что

PH (T) = {g ∈ PG (T) | r(g)l = l}; (4.53)

ее супералгеброй Ли является h = {X ∈ g | r(X) (l) = 0}.
Указание. Пусть L— супермногообразие, отвечающее суперпростран-

ству L, а ar есть G-действие на L, ассоциированное с r. Положим H =
= StG (l), где l рассматривается как одноточечное подсупермногообразие
в L.
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3) Пусть r1, r2 и r3 суть представления супергруппы G в супер-
пространствах L1, L2 и L3. Пусть l : L1 ⊗ L2 −→ L3 — четное линейное
отображение.

Упражнение. Стабилизатор H отображения l определяется формулой

PH (T) = {a ∈ PG (T) | l ◦ (r1 (a) ⊗ r2 (a)) = r3 (a) ◦ l}. (4.54)

Указание. Возьмите представление r= Hom(r1 ⊗ r2, r3) и рассмотри-
те l как элемент суперпространства Hom(L1 ⊗ L2, L3).

Этот пример доказывает, в частности, существование супергруппы Ли
Aut(A) автоморфизмов конечномерной супералгебры A.

4.5.17. Фактор супермногообразия по действию супергруппы Ли.
Пусть a : G ×M −→M есть G-действие. Графиком действия a называ-
ется морфизм ga = a× idM : G×M−→M×M. (4.55)

Действие a называется свободным, если ga — замкнутое регулярное вло-
жение. Действие a называется транзитивным, если морфизм ga эпи-
морфен в точках и субмерсивен всюду.

Упражнение. 1) Пусть f : M → M′ — морфизм действия a в дей-
ствие a′. Если a′ свободно, то и a свободно.

2) Пусть p ∈M, а ap : G = G × p −→ G ×M −→M. Действие a одно-
родно, если морфизм ap эпиморфен во всех точках и субмерсивен в точке
e ∈ G.

3) Пусть a : G×M→M— свободное левое действие. Тогда существуют
супермногообразие N и морфизм y : M→N, такие что

а) морфизм y инвариантен относительно G-действия на M, т. е.y ◦ prM = y ◦ a : G×M−→N; (4.56)

б) для любого морфизма f : M → N′ инвариантного относительно
G-действия на M, существует, причем единственный, морфизм f′ : N→N′,
такой что f′ ◦ y = f.

Супермногообразие N удовлетворяет следующему условию локальной
тривиальности:

в) для любой точки q ∈ N найдутся окрестность U и диффеоморфизмfU : G× U−→ y−1 (U), согласованный с G-действием и с проекцией на U,
где G-действие L на G× U задано на T-точках формулой

L(g) (h, u) = (gh, u) для любых g, h ∈ PT (G) и u ∈ PT (U). (4.57)

Из п. 3 следует, что и супермногообразие N, и проекция y определены
однозначно с точностью до изоморфизма.



210 Гл. 4. Супермногообразия

Пара (N, y) называется фактором супермногообразия M относи-
тельно левого G-действия и обозначается G\M. Фактор супермного-
образия M/G относительно правого G-действия определяется аналогично.

Заметим, что морфизм y : M→N = G\M не сюръективен на T-точках;
следовательно, невозможно определить N формулой

PN (T) = PG (T)\PM (T). (4.58)

Пункт 2 упражнения означает, что морфизм y локально сюръективен.
Другими словами, если r∈ PN (T), то у каждой точки q∈ T есть окрестность
U⊂ T, такая что U-точки r|U ∈ PN (U) принадлежат y(PM (T)).

4.5.18. Однородные суперпространства.

Теорема. Пусть H — подсупергруппа Ли в G. Тогда существуют
супермногообразие N, точка q ∈N и левое G-действие L на N, такие
что

1) точка q является H-инвариантной;
2) если a — это левое G-действие на M, а p ∈ PM (T) есть H-инва-

риантная точка, то существует единственное T-семейство мор-
физмов f : M→N, согласованное с G-действием и такое, что f( ¯q̄) =
= p, где ¯q̄ : T→ q→N — постоянная T-точка супермногообразия N.

Тройка (N, q, L), где L является G-действием левыми сдвигами,
а q — это образ единицы e под действием проекции pr : G −→ G/H,
определена однозначно с точностью до изоморфизма, а N ≃ G/H
относительно правого H-действия.

Это факторсупермногообразие N ≃ G/H будет называться однород-
ным суперпространством супергруппы G.

Упражнение. 1) Докажите, что G-действие на G/H однородно.
2) Пусть a — транзитивное левое G-действие на N. Пусть q ∈N и H =

= StG (q). Тогда a изоморфно G-действию L на G/H.

Следствие. Для любых подсупергрупп Ли H1 и H2 в G существует
подсупергруппа Ли H = H1 ∩H2 в G, заданная формулой

PH (T) = PH1 (T) ∩ PH2 (T). (4.59)

Указание. Рассмотрите действие H1-супергруппы L на N = G/H2 и по-
ложите H = StH1 (q), где q — это образ единицы e под действием проекции
pr : G−→ G/H.

Подсупергруппа Ли H ⊂ G называется нормальной, если она инвари-
антна относительно присоединенного действия супергруппы G.

Упражнение. Если подсупергруппа H нормальна, то G/H ∼= H\G и
существует структура супергруппы Ли на G/H, такая что естественный
морфизм G→ G/H является морфизмом супергрупп Ли.

Литература 211

Литература

[ВО] Винберг Э. Б. , Онищик А. Л. Семинар по группам группам Ли и алгебраическим
группам. М.: Наука, 1988.
Винберг Э. Б. , Горбацевич В. В. , Онищик А. Л. Основы теории групп Ли. Группы
Ли преобразований // Итоги науки и техники. М.: ВИНИТИ, 1988. (Современные
проблемы математики. Фундаментальные направления. Т. 20.)

[МаКП] Манин Ю. И. Калибровочные поля и комплексная геометрия. М.: Наука, 1984.
[Хелг] Хелгасон С. Дифференциальная геометрия, группы Ли и симметрические простран-

ства. М.: Факториал, 2005.
[Sha3] Shander V . Analogues of the Frobenius and Darboux theorems for supermanifolds //

C. R. Acad. Bulgare Sci. 1983. V. 36, № 3. P. 309–312.
[We] Weil A. Théorie des points proches sur les variétés différentiables // Géométrie

différentielle (Colloques Internationaux du Centre National de la Recherche Scientifique,
Strasbourg, 1953). P. 111–117. Paris: CNRS, 1953.



Глава 5

Векторные поля и дифференциальные

уравнения

В этой главе мы собрали основные конструкции, понятия и утвержде-
ния, касающиеся векторных полей и дифференциальных уравнений. Вот,
вкратце, основное содержание главы.

В § 5.1 мы изучаем локальные нормальные формы векторных полей.
Мы рассматриваем два варианта понятия невырожденности векторных
полей. Векторное поле X называется слабо невырожденным в точке m,
если не все его коэффициенты обращаются в точке m в нуль в некото-
рой координатной записи поля X, и невырожденным, если существует
окрестность V точки X, такая что X|V : C∞ (V) −→ C∞ (V) эпиморфизм.

Для четных полей эти понятия совпадают, и невырожденное поле мож-
но выпрямить обычным образом, как и на многообразиях.

С н е ч е т н ы м и полями ситуация совершенно другая. Проблема ло-
кальной классификации слабоневырожденных векторных полей Rn|m со-
держит в качестве подзадачи локальную классификацию всех четных
векторных полей на Rn|m−1 (и стало быть, необозрима), в то время как
невырожденность эквивалентна возможности привести векторное поле

к каноническому виду
∂

∂x1
+ x1

∂

∂f1
, где f — четные, а x — нечетные ко-

ординаты.
Имеются, очевидно, невырожденные векторные поля, неоднородные

относительно четности, например
∂

∂u1
+

∂

∂x1
или (1 + x1)

∂

∂u1
. В этой гла-

ве мы не рассматриваем неоднородные векторные поля, и установить их
канонические виды — открытая Проблема, хотя, возможно, это Вопрос.

Хотя получить разумную каноническую форму каждого слабо невы-
рожденного векторного поля нет никакой надежды, понятие слабой невы-
рожденности все-таки находит применение в нашем хозяйстве. В част-
ности, именно слабая невырожденность используется в формулировке
в теореме Фробениуса о критериях интегрируемости линейных систем диф-
ференциальных уравнений в частных производных (теорема из п. 5.1.3),

в то время как нечетные векторные поля вида
∂

∂x можно характеризовать

инвариантным образом тем их свойством, что, вдобавок к слабой невы-
рожденности, они удовлетворяют условию [X, X] = 2X2 = 0 (теорема из
п. 5.1.2).
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Нечетные векторные поля X, такие что X2 = 0, называются гомоло-
гическими. Некоторые гомологические поля исключительно важны, на-
пример внешний дифференциал в пространстве дифференциальных форм,
дифференциал и кодифференциал в гомологиях и когомологиях каких бы
то ни было комплексов. Отметим, что в BRST-квантовании важную роль
играет нечетный лапласиан, который является Фурье-образом внешнего
дифференциала. Вопрос о том, как характеризовать «нужные» гомологи-
ческие поля, тоже открытая Проблема, частично решенная Вайнтробом;
см. [Va] .

Параграф 5.2 посвящен построению теории дифференциальных урав-
нений. Результаты § 5.1 указывают на то, что четным векторным полям на
супермногообразии мы должны сопоставить семейство диффеоморфизмов,
зависящее от одного четного параметра, а нечетным векторным полям —
семейство, которое зависит от одного четного и одного нечетного пара-
метра. Другими словами, для четных векторных полей роль времени T

играет R1|0, в то время как для нечетных полей время параметризовано
супермногообразием R1|1, а роль производной по времени исполняется

векторным полем
∂

∂T
на T, которое равно ∂t или

∂

∂t + t ∂

∂t
соответственно.

По аналогии с классическим случаем мы строим теорию дифференциаль-
ных уравнений так, чтобы обеспечить взаимно однозначное соответствие
между T-семействами векторных полей на M (той же четности, что и ∂T)
и T-семействами диффеоморфизмов супермногообразия M.

В § 5.3 мы обсудим, как решать дифференциальные уравнения на
супермногообразиях. Мы увидим (теорема 5.3.1), что разрешимость диф-
ференциального уравнения на супермногообразии M сводится к разреши-
мости следующей пары: а) подстилающего дифференциального уравнения
на подстилающем многообразии M и б) системы линейных дифференци-
альных уравнений, зависящих от параметров, пробегающих M.

В том же параграфе мы получим инфинитезимальную форму для ре-
шений дифференциальных уравненийf∗ ≡ 1 +

{
tX (mod t2), если X четно,tX + t(X2 + [∂t, X]) (mod t2, tt), если X нечетно.

Для решений, не зависящих от времени, композиция сдвигов вдоль
интегральных траекторий снабжает супермногообразия R1|1 структурой
супергруппы, а именно, супермногообразия времени T становятся неком-
мутативной супергруппой (теорема из п. 5.3.2).

Системы линейных дифференциальных уравнений появляются на пе-
ресечении анализа и линейной алгебры, и имеется два типа выражений
вида ∂T ( ¯f̄) = K ¯f̄, поскольку элементы матрицы K и координаты вектора
¯f̄ могут быть как согласованными с четностью векторного поля ∂T , так
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и произвольными в общем случае неоднородными элементами супералгеб-
ры функций.

Для обеих возможностей возникает свой собственный аналог теоремы
о существовании фундаментальной матрицы и ее детерминанта 1) . В первом
случае фундаментальная матрица принадлежит супергруппе GL, а ее де-
терминант — это березиниан. Во втором случае фундаментальную матрицу
можно рассматривать как элемент из супергруппы GQ, а роль детерми-
нанта играет qet. Как следствие, мы получаем явную формулу для решений
уравнения ∂Tf = kf с неоднородной относительно четности функцией k.

В конце § 5.4 в общую мелодию вплетаются две дополнительные темы:
в п. 5.4.1 мы покажем, как определить производную Ли вдоль векторного
поля для довольно широкого класса тензорных полей, а в п. 5.4.2 введем
понятие первообразной для функции g как решение уравнения ∂Tf = g
на R1|0 или R1|1. Для R1|0 наши определения соответствуют классической
формуле Ньютона—Лейбница, а для R1|1 мы получаем специфический
вариант теории интегрирования, связанный с контактной геометрией в раз-
мерности 1|1.

Несколько технических замечаний и обозначений, которые бу-
дут использоваться на протяжении главы. Если X ∈ Vect(U), а x1, . . .
. . . , xn+m — координаты на U, то X можно представить в виде X =

=
∑

X(xk)
∂

∂xk
. В частности, если f ∈ C∞ (U) — однородная относительно

четности функция, такая что X(f)|pt 6= 0, то ее можно включить в локальную
систему координат в окрестности точки pt вместо координаты xk, такой что
∂

∂xk

∣∣∣
pt
6= 0.

Если X ∈ Vect(U) ¯0̄, то hX ∈ Vect(U) однозначно восстанавливается из
условия

hX(cem∗ f) = cem∗ (Xf),

где cem: U→ U каноническое вложение. Если (u, x) — координаты на U,

а X =
∑

ai
∂

∂ui
+
∑

bj
∂

∂xj
, то ju = cem∗ u — координаты на подстилающей

области U и hX =
∑

cem∗ (ai)
∂

∂ jui
.

Пусть J — идеал в C∞ (M). Для любых X1, X2 ∈ Vect(M) мы пишем
X1 ≡ X2 (mod J), если (X1 − X2) (f) ∈ J для любой функции f ∈ C∞ (M).

Всюду в этой главе мы обозначаем символом I идеал в C∞ (M), по-
рожденный множеством C∞ (M) ¯1̄, или идеал в C∞ (M × S), порожденный
множеством C∞ (M× S) ¯1̄, где S — супермногообразие параметров.

1) Напомним, что если K ∈ Mat(r|s; F)e, где e = p(∂T), то матрица M ∈ GL(r|s; F), такая
что ∂T M = KM, называется фундаментальной для K.
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Любое векторное поле X ∈Vect(M) можно однозначно поднять до век-
торного поля ◦X на M×N, такого что

◦X ◦ p∗M = p∗M ◦ X и ◦X ◦ p∗N = 0.

Аналогично любое поле Y ∈ Vect(N) можно однозначно поднять до
векторного поля Y◦) на M×N, такого что

Y◦ ◦ p∗N = p∗N ◦ Y и Y◦ ◦ p∗M = 0.

В тех случаях, когда это не должно привести к недоразумению, мы
пишем просто X вместо ◦X и Y вместо Y◦.

Замечание. Результаты главы основаны в основном на работах [Ша1],
[Sha2] , [Sha3] , [RSha] , хотя некоторые фрагменты публикуются впервые.
Первый супераналог теоремы Фробениуса был дан в 1971 году Г. И. Кацем
и А. И. Коронкевичем (см. [KK]) в терминах дифференциальных форм
и систем Пфаффа. Ниже мы докажем теорему Фробениуса в терминах
векторных полей.
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5.1.1. Невырожденные векторные поля. В этом пункте мы рассмот-
рим локальные вопросы, и поэтому всюду ниже мы ведем речь о векторных
полях на суперобласти U с координатами x = (u, x).

На области с координатами (u1, . . . , un) любое векторное поле, которое

не обращается в нуль в данной точке, можно привести к виду
∂

∂u1
. Давай-

те посмотрим, что происходит на суперобластях. Рассмотрим следующие
примеры векторных полей на U:

X1 =
∂

∂u1
, X4 =

∂

∂x1
+ x1u1

∂

∂u1
,

X2 =
∂

∂x1
, X5 =

∂

∂x1
+

∂

∂u1
,

X3 =
∂

∂x1
+ x1

∂

∂u1
, X6 =

∂

∂x1
+ x1u1

∂

∂x2
.

(5.1)

Здесь X1 — четное векторное поле, X2, X3, X4 — нечетные векторные поля,
а X5, X6 — неоднородные векторные поля. Из соотношений

[X2, X2] = 0, [X3, X3] = 2
∂

∂u1
, [X4, X4] = 2u1

∂

∂u1
,

[X5, X5] = 0, [X6, X6] = 2u1
∂

∂x2

(5.2)



216 Гл. 5. Векторные поля и дифференциальные уравнения

ясно, что все эти векторные поля попарно неэквивалентны. Таким обра-
зом, в отличие от чисто четного случая, невозможно утверждать, что два
не обращающихся в нуль ростка векторных полей можно перевести друг
в друга ростком диффеоморфизма.

Другое важное свойство канонического поля
∂

∂u1
— это существование

неопределенного интеграла, т. е. локальная разрешимость относительно f
уравнения

∂

∂u
f(u) = g(u).

Эта разрешимость часто используется в теории дифференциальных
уравнений.

Начав с этих замечаний, давайте рассмотрим два типа понятия невы-
рожденности. Из простой невырожденности поля X в точке pt следует
его слабую невырожденность в точке pt. Обратная импликация, вообще
говоря, неверна.

Теорема (о выпрямлении векторного поля). Пусть X ∈Vect(U) —
однородное векторное поле, невырожденное в точке pt ∈ U. Тогда

1) если X — четное поле, то в окрестности точки pt существует

система координат x = (u, x), в которой X имеет вид
∂

∂u1
;

2) если X — нечетное поле, то в окрестности точки m существу-
ет система координат x = (u, x), в которой X имеет вид

X =
∂

∂x1
+ x1

∂

∂u1
.

Замечание. 1) Теорема дает характеризацию поля
∂

∂x1
+ x1

∂

∂u1
, ко-

торая впервые появилась в физических работах: «Квадратный корень из
оператора сдвига, канонический в некотором смысле», — а именно в вы-
шеуказанном.

2) На R0|q невырожденных полей нет, поскольку пространство C∞ (R0|q)
конечномерно над R.

Предложение. Пусть X ∈Vect(U) — слабо невырожденное в точке
m поле. Тогда

1) если X четно, то X невырожденно в точке pt;
2) если X нечетно, то в некоторой окрестности V точки pt

существуют системы координат x = (u, x), в которых X имеет вид
∂

∂x1
+ x1Y, где Y — некоторое четное векторное поле на V.

Следствие. Нечетное слабо невырожденное в точке pt векторное
поле X невырожденно в точке pt тогда и только тогда, когда X2 =

=
1
2

[X, X] слабо невырожденно в точке pt.
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Итак, для четных векторных полей понятие невырожденности и сла-
бой невырожденности эквивалентны, а для нечетных — нет. Более того,
проблема локальной классификации всех слабо невырожденных нечетных
полей на суперобласти U размерности r|s, где s > 0, включает в себя
в качестве подзадачи классификацию всех четных векторных полей на
подсуперобласти U′ размерности r|(s − 1), а это так называемая «дикая»
задача, т. е. задача, которую невозможно описать в обозримых терминах
при r > 0.

Для того чтобы описать, как одна из задач сводится к другой, доста-
точно сопоставить полю X ∈ Vect(U′) ¯0̄ поле

YX =
∂

∂t + tX ∈Vect(U′ × R0|1) ¯1̄,

где t— координата на R0|1. Действительно, тогда [YX, YX] = 2X.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы и предложения. Пусть X — четное и сла-
бо невырожденное в точке pt векторное поле, а x = (u, x) — локальные
координаты. Тогда

X ≡
∑

fi
∂

∂ui
(mod I), где X|pt =

∑
fi (pt)

∂

∂ui
.

Поэтому подстилающее поле pX на U, выраженное в координатах ju1, . . .

. . . , jur в виде
∑ jfi

∂

∂ jui
, невырожденно. Из теоремы о выпрямлении вектор-

ного поля на многообразиях (см. [Ar1]) следует, что мы можем предполо-

жить, что X ≡ ∂

∂u1
mod I. Всюду ниже, если в процессе доказательства

нам потребуется уменьшить суперобласть U, мы будем рассматривать
меньшую суперобласть, не оговаривая этого явно.

Докажем по индукции, что при любом k > 0 существует локальная

система координат, такая что X ≡ ∂

∂u1
(mod I2k−1). Для k = 1 это уста-

новлено. Пусть k > 1 и X≡ ∂

∂u1
(mod I2k−1), т. е. X =

∂

∂u1
+

s∑
i=1

hi
∂

∂xi
+ X′,

где X′ ≡ 0 (mod I2k) и h ∈ I2k−1.
Любую нечетную функцию z можно представить в виде

∑
p(a)= ¯1̄

fa (u)xa,

где a= (a1, . . . , as) есть мультииндекс, такой что ai ∈ {0, 1}, p(a) ≡ a1 + . . .
. . . + as (mod 2), а xa = xa1 · . . . · xas . Тогда

(X − X′)z =
∑

p(a)= ¯1̄

(
∂fa

∂u1

xa +
s∑

i=1

faha ∂xa

∂xi

)
=
∑

p(a)= ¯1̄

(
∂fa

∂u1
+ La ( ¯f̄)

)xa,

где ¯f̄ = {fa | p(a) = ¯1̄}, а La — какие-то линейные операторы.
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Поэтому условие (X − X′)z = 0 эквивалентно линейной системе обык-
новенных дифференциальных уравнений с временем u1 и параметрами
u2, . . . , ur. Таким образом, существует решение z1, . . . , zs этой системы
с начальными условиями zi (0, u2, . . . , ur) = xi, гладкое относительно всех
параметров. По теореме об обратной функции набор (u, z) может служить
локальной системой координат.

В координатах (u, z) имеем X− X′ =
∂

∂u1
, т. е. X≡ ∂

∂u1
(mod I2k), откуда

получаем, что

X ≡ ∂

∂u1
+

r∑

i=1

gi
∂

∂ui
(mod I2k+1), где gi ∈ I2k.

Положим

u′
i = ui −

u1]

0

gi (t, u2, . . . , ur, z1, . . . , zs)dt, i = s, . . . , r.

Набор (u′, z) тоже локальная система координат, в которой X ≡ ∂

∂u′
1(mod I2k+1), что можно проверить непосредственно, вычислив X(u′

i).
Поскольку Is+1 = 0, после конечного числа шагов мы построим ко-

ординатную систему в окрестности точки m, в которой X =
∂

∂u1
. Отсюда

следуют первые утверждения как теоремы, так и предложения.
Пусть теперь X ∈Vect(U) ¯1̄ — слабо невырожденное в точке m поле. Мы

можем предположить, что X(x1)|m 6= 0, поскольку X(ui) ∈C∞ (U) ¯1̄, а значит,
обратная функция g = (X(x1))−1 ∈C∞ (V) ¯0̄ существует в окрестности V∋m.

Положим yi = xi − x1X(xi)g при i 6= n + 1 и yn+1 = h1 = x1g. Тогда
X(yn+1) − 1 ∈ x1C∞ (V) и X(yi) ∈ x1C∞ (V) при i 6= n + 1, и поэтому X =

=
∂

∂h1
+ h1X′, где X′ ∈ Vect(V) ¯0̄. Предложение доказано.

Если поле X ∈ Vect(U) ¯1̄ невырожденно, то поле X2 ∈ Vect(U) ¯0̄ тоже
невырожденно, а значит, существует локальная система координат y =

= (v, h), в которой X2 =
∂

∂y1
. Положим z = X(y1). Поскольку X(z) = 1,

функцию z можно использовать в качестве нечетной координаты вместо
одного из hj и X2 (z) = 0. Можно предположить, что z — это просто h1,

а тогда X =
∂

∂h1
+ h1

∂

∂y1
+ X′, где X′ (y1) = X′ (h1) = 0.

Пусть x1 = y1, xn+1 = h1 и xi = yi − h1X(yi) при i 6= 1, n + 1. Тогда X

принимает требуемый вид
∂

∂x1
+ x1

∂

∂u1
.

Из доказательства теоремы и предложения легко вывести следующие
слегка более сильные утверждения, которые нам потребуются в § 5.2.

Лемма. Пусть X — векторное поле на Ur|s, однородное относи-
тельно четности.
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1) Если система координат x такова, что X(xj) = 0 при всех
j ∈ Γ⊆ {1, . . . , r + s}, а X невырожденно в точке m, то в некоторой
окрестности W ∋m найдется система координат y = (y1, . . . , yr+s),

в которой X имеет канонический вид
(

∂

∂y1
или

∂

∂yr+1
+ yr+1

∂

∂y1
в за-

висимости от четности поля X
)

, а xj|W = yk(j) при всех j ∈ Γ.

2) Если X — четное поле, а f — четная функция, такая что X(f) =
= 1, то для любой точки m ∈ U существует локальная система

координат f в окрестности W ∋m, такая что X =
∂

∂y1
и y1 = f|W.

3) Если X — нечетное поле, а f — четная функция, такая что
X2 (f) = 1, то для любой точки m ∈U существует локальная система

координат в окрестности W ∋ m, такая что X =
∂

∂yr+1
+ yr+1

∂

∂y1
и y1 = f|W, yr+1 = X(f)|W.

Упражнение. Сформулируйте и докажите аналоги теоремы и предло-
жения для семейств векторных полей.

5.1.2. Гомологические векторные поля. Нечетное векторное поле X
на супермногообразии M назовем гомологическим, если оно суперком-
мутирует с собой, т. е. если [X, X] = 0.

Термин происходит из того факта, что X2 =
1
2

[X, X] = 0, а стало быть,
с помощью производной Ли вдоль векторного поля X на пространстве
T (V) тензорных полей любого типа V , где V — gl(dim M)-модуль, можно
определить гомологии HX (V) := Ker LX/ Im LX: например, если V = Rl —
это 1-мерный gl(dim M)-модуль, заданный суперследом, умноженным на l,
то T (V) — это пространство l-плотностей (функций при l = 0), или
T (id) ≃ Covect(M), T (id∗) ≃Vect(M).

Примеры гомологических векторных полей:

∂

∂x ; x ∂

∂u
; u

∂

∂x ; xu
∂

∂u
; . . .

Наиболее важным примером представляется внешний дифференциал
на супермногообразии M, рассматриваемый как векторное поле на супер-
многообразии M̂.

Теорема. Пусть X — гомологическое векторное поле на (одно-
связной) суперобласти U. Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:

1) X слабо невырожденно в каждой точке суперобласти U;
2) HX (R0) = {0};
3) существует система координат (u, x) на U, в которой X =

∂

∂x1
.
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Лемма. Пусть X — гомологическое векторное поле на супероб-
ласти Ur|s, а x — система координат на U, такая что X(xr+1) = 1.

Тогда X =
∂

∂yr+1
в некоторой системе координат y на U, такой что

yr+1 = xr+1 и yk = xk − xr+1X(xk) при k 6= r + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы следует из того, что X(yk) = 0 при k 6=
6= r + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Импликации 3 =⇒ 2 =⇒ 1 очевидны,
поэтому достаточно доказать, что 1 =⇒ 3.

В произвольной системе координат x = (u, x) на U представим X в виде

X ≡∑ ki (u)
∂

∂xi
(mod I). Поскольку X слабо невырожденно во всех точ-

ках суперобласти U, вектор-функция ¯l̄(u) := (k1 (u), . . . , ks (u)) на U не
обращается в нуль. Любое векторное расслоение на U тривиализуемо,
а следовательно, функцию h1 =

∑
ki (u)xi можно дополнить до (глобаль-

ной) координатной системы на U, так что X(h1) =
∑

(ki (u))2 (mod I) не
обращается в нуль на U. Положим x1 = h1 (X(h1))−1. Поскольку

0 = X
(
X(h1) · (X(h1))−1)= X(h1) · X

(
(X(h1))−1) ,

мы получаем X(x1) = 1, и осталось применить лемму.

Вопрос. Как охарактеризовать гомологические векторные поля?
(А. Вайнтроб в работах [Va, Va1, Va2] описал одно из разумных огра-
ничений: в терминах сингулярностей гомологического векторного поля.
В частности, ему удалось охарактеризовать внешний дифференциал.)

5.1.3. Теорема Фробениуса. Основную часть теоремы Фробениуса
о критериях интегрируемости системы линейных дифференциальных урав-
нений в частных производных составляет утверждение о локальной нор-
мальной форме дифференциальной k|l-системы, замкнутой относительно
скобки Ли. Напомним, что подпучок D пучка OM-модулей VectM на су-
пермногообразии M называется дифференциальной k|l-системой или
распределением, если в каждой точке m ∈ M существуют окрестность
U ∋m и набор из k четных и l нечетных слабо невырожденных векторных
полей на U, который составляет базис C∞ (U)-модуля D.

Дифференциальная k|l-система D называется интегрируемой, если
для любой точки m существует карта (U, x = (u, x)), содержащая m

и такая, что система D(U) натянута на векторные поля
∂

∂uk
, . . . ,

∂

∂uk
,

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xl
.
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Теорема Фробениуса. Дифференциальная k|l-система D на су-
пермногообразии M интегрируема тогда и только тогда, когда
D(M) — подсупералгебра Ли в Vect(M).

Лемма. Если у OM-модуля D(M) есть базис {Xa}a∈Γ, состоящий
из суперкоммутирующих векторных полей, то дифференциальная
k|l-система D интегрируема.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. По предположению все векторные поля
Xa слабо невырожденны. Фиксируем одно из них, скажем Xg. Тогда суще-

ствует локальная система координат x, в которой Xg =
∂

∂xg , где xg — одна
из координатных функций.

Действительно, если Xg — четное поле, то такая возможность следует
из теоремы и предложения, доказанных в п. 5.1.1; если же Xg — нечетное
поле, то оно слабоневырожденное и гомологическое, а значит, по теореме

из п. 5.1.2 приводится к виду
∂

∂x1
.

Поскольку [Xg, Xa] = 0 при всех a ∈ Γ, коэффициенты c
(a)
i коор-

динатной записи Xa =
∑

c
(a)
i

∂

∂xi
не зависят от xj. При a 6= g положим

Ya = Xa − Xa (xg)Xg.
В координатную запись поля Ya координата xg и частная производная

∂

∂xg не входят. Достаточно проверить тождество [Ya, Yb] = 0 для любыхa, b ∈ Γ \ {g} с координатными функциями x1, . . . , xr+s в качестве проб-
ных функций. Это очевидно.

Мы завершим доказательство леммы индукцией по k + l и по раз-
мерности супермногообразия M, поскольку {Ya}a∈Γ\{g} — базис новой
k′|l′-системы, удовлетворяющей условию леммы и такой, что k′ + l′ =
= k + l− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Во-первых, давайте докажем аналогич-
но тому, как сделано в книге [God] , что если дифференциальная система
D интегрируема, то D(M) — супералгебра Ли.

Действительно, покроем каждую точку m ∈ M картой Um ⊆ M, та-
кой что D(Um) — супералгебра Ли. Пусть {fa}a∈I — разбиение единицы,
вписанное в покрытие {Um, m ∈ M}. Тогда для любых X1, X2 ∈ D(M)
имеем [X1, X2] =

∑a,b∈I

[faX1, fbX2] , где сумма локально конечна, а каждое

слагаемое принадлежит модулю D(M).
Пусть D(M) — дифференциальная k|l-система на M, а D(M) —

подсупералгебра Ли в Vect(M). Тогда D(U) тоже подсупералгебра Ли
в Vect(U) для любой открытой подсуперобласти U ⊆M. Действительно,
если Yi = fiX

′
i, где fi ∈ C∞ (U), то Xi = Xi|U, где Xi ∈ D(M) при i = 1, 2;
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причем

[Y1, Y2] = f1X′
1 (f2)X′

2 + (−1)p(f2)p(X1) f1f2 [X′
1, X′

2] +

+ (−1)1+p(f1X1)p(f2X2) f2X′
2 (f1)X′

1 ∈D(U),

поскольку [X′
1, X′

2] = [X1, X2] |U ∈D(U).
В окрестности U произвольной точки m ∈ M выберем координаты

x, а у C∞ (U)-модуля D(U) выберем базис {Xa | a ∈ Γ}, где Γ = {1, . . .
. . . , k, n + 1, . . . , n + l} и p(Xa) = p(xa). Рассмотрим выражение для полей
Xa в координатах:

Xa =
∑

16i6r+s

c
(a)
i

∂

∂xi
.

Из определения k|l-системы следует, что матрица (c(a)
i ) в точке m имеет

максимальный ранг r|s.
Уменьшая при необходимости окрестность U точки m, производя

C∞ (U)-линейную замену базиса и перенумеровывая координатные функ-
ции, мы видим, что Xa приобретает следующий вид:

Xa =
∂

∂xa +
∑

i6∈Γ

c′
(a)
i

∂

∂xi
.

Поскольку D(U) — подсупералгебра Ли в Vect(U), при любых a, b ∈ Γ
имеем

[Xa, Xb] =
∑e∈Γ

geabXa, где geab ∈ C∞ (U).

Поскольку 0 = [Xa, Xb]xe = geab при любых a, b, e ∈ Γ, мы получаем
[Xa, Xb] = 0, и осталось применить лемму.

§ 5.2. Обыкновенные дифференциальные уравнения

5.2.1. Мотивировки и определения. Для того чтобы построить тео-
рию обыкновенных дифференциальных уравнений (для простоты в даль-
нейшем мы будем опускать прилагательное «обыкновенные») на супермно-
гообразиях, давайте вспомним, как описывать дифференциальные урав-
нения на многообразиях в терминах векторных полей. А именно, диф-
ференциальным уравнением на многообразии M называется векторное
поле X(t) на M, зависящее от времени t — параметра. Этот параметр
пробегает одномерное многообразие T, на котором фиксировано векторное

поле ∂T =
d

dt
. Решением такого уравнения называется T-семейство диф-

феоморфизмов многообразия M, а именно сдвиги вдоль M со скоростью,
которая определена полем X(t).
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Существование решения и гладкая зависимость решения от началь-
ных данных обоснованы теоремой о выпрямлении векторного поля. Един-
ственность же решения имеет место благодаря тому, что для любых двух
функций f1 (t) и f2 (t) из условия ∂Tf1 = ∂Tf2 следует, что разность f1 − f2 —
константа.

Из результатов § 5.1 следует, что только
∂

∂t
и

∂

∂t + t ∂

∂t
могут претен-

довать на роль канонического векторного поля, которое служит заменой

поля ∂T =
d

dt
на многообразии.

Другими словами, а н а л о г О Д У н а с у п е р м н о г о о б р а з и и —
э т о у р а в н е н и е в ч а с т н ы х п р о и з в о д н ы х о т н о с и т е л ь н о
к в а д р а т н о г о к о р н я и з п р о и з в о д н о й 1) п о t.

Рассмотрим проблему под другим углом зрения. Пусть T — супермно-
гообразие-время, а ∂T — векторное поле на T (дифференцирование по
времени). Рассмотрим наивную постановку задачи: найдем векторнознач-
ную функцию ¯f̄(t, l) с r четными и s нечетными компонентами-векторами,
удовлетворяющую следующему соотношению (задача Коши):

∂T
¯f̄ = ¯F̄ (t, f; l), ¯f̄|0 = ¯f̄0 (l), (5.3)

где l— параметр, пробегающий супермногообразие Λ.
Более геометрически задачу Коши можно сформулировать следующим

образом: функция ¯f̄(t, l) определяет морфизм y : T × Λ −→ Rr|s, а функ-

ция ¯F̄ (t, f, l) определяет T × Λ-семейство X =
∑

Fi
∂

∂xi
векторных полей

на Rr|s. Уравнение (5.3), таким образом, записывается как условиеy∗ ◦ X = ∂T ◦ y∗ в суперпространстве C∞ (Rr|s)

или какy∗ ◦ (X + ∂T) = ∂T ◦ y∗ в суперпространстве C∞ (Rr|s × T).

Вышеприведенные аргументы обосновывают следующее определение.
Пусть T — открытая подсуперобласть в T0, а xT и ∂T — координаты
и векторное поле на T0 соответственно. Пусть (T ⊆ T0, xT , ∂T) — одно

из семейств
(
I ⊆ R1|1, (t, t),

∂

∂t + t ∂

∂t

)
или

(
I ⊆ R1|0, t,

d

dt

)
, а I и Ird —

какие-то интервалы, содержащие начало координат. Назовем супермного-
образие T временем, а ∂T — дифференцированием по времени.

Упражнение. Докажите лемму.

1) Иногда можно и нужно рассматривать несколько таких корней одновременно с разны-
ми нечетными параметрами. Этим возможностям соответствуют простые супералгебры Ли
струнных теорий, см. [GLS1] и [Бер] .
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Лемма. Если T — время, а U — суперобласть, то условие ◦∂T (f) =
= 0 для какой-то функции f ∈ C∞ (U × T) означает, что функция f
является U-семейством констант на T, т. е. f ∈ pU (C∞ (U)), гдеpU : U× T→ U — проекция на первый сомножитель.

В частности, если ∂T (f) = 0, где f ∈ C∞ (T), то f — константа.

Д о к а з а т е л ь с т в о оставляется читателю.

Пусть M — супермногообразие, а T — время. Произведение U × T,
где U — открытая подсуперобласть в M, а T′ ⊆ T — подсупермногообра-
зие, назовем столбом над M. Открытое подсупермногообразие в M× T,
содержащее M × {0}, будет называться (супер)областью над M, а об-
ласть над M, представимая в виде объединения столбов, будет называться
столбчатой областью над M. Другими словами, столбчатая область
над M есть окрестность множества M× {0} в M× T, содержащая вместе
с любой точкой (m, t) все точки вида (m, lt), где l ∈ [0, 1] .

Если M — компакт, то всюду ниже мы ограничимся рассмотрением
столбчатых областей вида M× T.

Обозначим проекции супермногообразия M × T на M и T символамиpM и pT соответственно. Для любой точки s∈ T обозначим через is : pt→ T

вложение точки s, а символом i
(s)
M = idM×is — отвечающее ей вложение

супермногообразия M в M× T.
Дифференциальным уравнением на M с временем T назовем век-

торное поле D четности p(∂T) на суперобласти W над M, такое что

D ◦ p∗T = p∗T ◦ ◦
∂T .

Итак, мы можем теперь интерпретировать сумму D = ◦∂T + X, где X есть T

семейство векторных полей на M, а p(X) = p(∂T), как дифференциальное
уравнение.

Назовем T-семейством диффеоморфизмов супермногообразия M

диффеоморфизм f суперобластей над M, такой что pT ◦ f= pT .
Решением дифференциального уравнения D, заданного на столбча-

той суперобласти W над M, называется T-семейство диффеоморфизмовf : V→ V′, где V ′ ⊆W , такое что (напомним, что i
(s)
M = idM×is при всех s,

в частности при s = 0)
◦
∂T ◦ f∗ = f∗ ◦ hD; (5.4)f ◦ i

(0)
M = i

(0)
M , (5.5)

а hD — поле на M× T, определенное условиямиpT ◦ ∂T = hD ◦ p∗T ; hD ◦ p∗M = 0. (5.6)

На многообразиях приведенное выше определение дифференциально-
го уравнения эквивалентно обычному (см. [Ar1]), а приведенное выше
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определение решения дифференциального уравнения превращается в при-
вычных терминах в определение (5.3) всех решений данного уравнения,
откуда условие (5.5) выделяет то решение, которое удовлетворяет стан-
дартным начальным условиям f(m, 0) = m.

Оказывается, каждое дифференциальное уравнение D на M с време-
нем T можно рассмотреть как суперизацию некоторого вполне канонически
определенного дифференциального уравнения pr D на M. А именно, для
дифференциального уравнения D с временем T, заданного на суперобласти
W над M, скажем, что

pr D =

{
hD := pW (D), если D четно,

D̃2 := pW (D2), если D нечетно,

— дифференциальное уравнение с временем T, заданное на области W
над M. Назовем pr D подстилающим дифференциальным уравнением
уравнения D.

Проверка того, что pr D действительно дифференциальное уравнение,

сводится к проверке тождества
(

∂

∂t + t ∂

∂t

)2
=

∂

∂t
, которое очевидно.

Предложение. Если f : V → V′ — решение дифференциального
уравнения D, то jf : V → V ′ — решение дифференциального уравне-
ния pr D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие (5.5) следует из очевидного тождества

ĩ
(s)
M = i

(s)
M . Если D четно, то для любой функции f ∈ C∞ (V′) имеем

jf∗ ◦ (pr D) ( jf) = jf∗ ◦ D̃(f) = ˜f∗ ◦D(f) = ˜◦
∂T ◦ f∗ (f) =

◦
∂

∂t
◦ jf∗ ( jf).

Если же D нечетно, то

jf∗ ◦ pr D( jf) = ˜f∗ ◦D2 (f) = ˜∂2
T ◦ f∗ (f) =

◦
∂

∂t
◦ jf∗ ( jf).

5.2.2. Теорема о существовании и единственности решений обык-
новенных дифференциальных уравнений.

Теорема. Пусть D — дифференциальное уравнение с временем T

на супермногообразии W, заданное в суперобласти над M. Тогда
1) существует решение f : V→ V′ уравнения D для некоторой

столбчатой суперобласти над M;
2) если fi : Vi → V′

i, i = 1, 2, — два решения уравнения D, а Vi —
соответствующие столбчатые суперобласти, то f1|V = f2|V, где
V = V1 ∩ V2;

3) решение уравнения D, заданное в столбчатой суперобласти V,
существует тогда и только тогда, когда существует решение под-
стилающего уравнения pr D, заданного в V .
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Следствие. Если дифференциальное уравнение D с временем T

на компактном супермногообразии M задано на всем произведе-
нии M × T, то у этого уравнения существует глобальное решениеf : M× T −→M× T.

Замечания. 1) Любая суперобласть над M содержит столбчатую су-
перобласть над M.

2) Если область определения решения не является столбчатой, то ре-
шение необязательно единственно даже и в чисто четном случае.

3) Даже если f : V→ V′ — решение, определенное в столбчатой супер-
области V, то суперобласть V′ не обязательно столбчатая.

Лемма. Пусть M и N — супермногообразия, S — открытое связ-
ное подсупермногообразие в T, а f : N × S −→ M × S — какое-то
S-семейство морфизмов, удовлетворяющее условию

◦
∂T ◦ f∗ = f∗ ◦ ◦

∂T . (5.7)

Тогда f= y× idS, где y = pM ◦ f ◦ i
(s)
M для любой точки s ∈ S.

Другими словами, если выполнено условие (5.7), то f есть постоянное
S-семейство морфизмов N→M.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Поскольку равенство ◦
∂T ◦ f∗ ◦ p∗M = 0

очевидно, f∗ (p∗M (C∞ (M))) ⊆ p∗N (C∞ (N)),

т. е. f = y × idS. Это позволяет нам единственным образом восстано-
вить y.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Чтобы доказать единственность, по-
кроем V столбами вида Ua × Ta. Аналогично предложению из п. 5.2.1
имеем f∗

i ◦ pr D =
◦
∂

∂t
◦ jf∗

i .

Благодаря единственности решения дифференциального уравнения в чет-
ном случае получаем jf1 = jf2, а следовательно, f1 (Ua × Ta) = f2 (Ua × Ta).
Поэтому композиция f = f−1

2 f1 : Ua × Ta −→ Ua × Ta корректно опре-
делена. Приняв во внимание начальное условие (5.5), мы видим, что из
леммы следует, что f— тождественный морфизм. Теперь положим

V = {(m, t) ∈M× T | решение jfm (s) подстилающего дифференциального
уравнения pr D на M с начальными условиямиfm (0) = m может быть продолжено на время t}.

Ясно, что V — открытое множество, и оно определяет столбчатую супер-
область V ⊆M × T (более того, V — максимальная столбчатая область
над M, для которой решение уравнения pr D определено).
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Для каждой точки (m, t) из V множество точек вида jf(m, lt), гдеl ∈ [0, 1] , является компактом в W . Покроем каждую точку этого мно-
жества областью, в которой (по лемме из п. 5.2.1) поле D может быть
приведено к каноническому виду без необходимости в замене координат
на T.

Выбрав подходящее подпокрытие и уменьшив при необходимости его
элементы, мы можем считать, что покрытие состоит из суперобластей Vi,
таких что (Vi) = jf [(U × Ti)] , где i = 0, . . . , k, а U — карта в M, в то время
как Ti — открытые подсуперобласти в T, а T0 содержит начало координат 0.

Пусть y(i) = (y(i)
1 , . . . , y

(i)
r+s), где i = 0, . . . , k, есть T-семейство систем

координат на Vi, такое что D(y(i)
j ) = 0. Тогда z(0) = (i(0)

U )∗y(0) суть координа-

ты на U, поскольку jf(m, 0) = (m, 0). Полагая f∗
0 (y(0)

i ) = z
(0)
i , мы получаем

T-семейство диффеоморфизмов f0 : U× T0→ V0, такое чтоf0 ◦ i
(0)
U = i

(0)
U , f∗

0 ◦D = ∂T ◦ f∗
0 .

Пусть T1 и T0 пересекаются. Положим y′ (1) = y(1) |V0∩V1 . Набор y′ (1) яв-
ляется T-семейством систем координат на V0 ∩ V1, а значит, f∗

0 (y′ (1)) есть
T-семейство систем координат на U× (T0 × T1). Поскольку

◦
∂T ◦ f∗

0 (y′ (1)
i ) = f∗

0 ◦D(y′ (1)
i ) = 0,

по лемме из п. 5.2.1 мы получаем f∗
0 (y′ (1)

i ) = p∗U (z(1)
i ), где z(1) = (z(1)

1 , . . .
. . . , z

(1)
r+s) — набор функций из C∞ (U), который, очевидно, может выпол-

нять роль координат на U.
Положив f∗

1 (y(1)
i ) = z

(1)
i , мы получаем T-семейство диффеоморфизмовf1 : U× T1 −→ V1, такое что f∗

1 ◦D = ◦
∂T ◦ f∗

1 ,

которое совпадает с f0 на U× (T0 ∩ T1).
Далее, мы должны выбрать Tl так, чтобы пересечение Tl ∩ (T0 ∪ T1)

было непусто. Повторим с Tl процедуру, произведенную над T1, и будем
продолжать таким образом до тех пор, пока мы не получим объединен-
ного семейства T-диффеоморфизмов fm,t : U × Jm → Vm, где Vm =

⋃
j

Vj

и Jm =
⋃
j

Jj, такого чтоfm ◦ i
(0)
U = i

(0)
U и f∗

m ◦D = ◦
∂T ◦ f∗

m.

Пусть y1 и y2 — два отображения вида fm, построенные для разных точек
m, и U1 ∩U2 6=∅. Тогда y1 и y2 совпадают на пересечении U1 ∩U2 благода-
ря лемме. Поэтому T-семейства морфизмов f : Um→W, построенные для
разных точек из V , можно склеить в объединенное T-семейство морфизмовf : V→W.
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Благодаря теореме об обратной функции f является диффеоморфиз-
мом.

5.2.3. Задача Коши. Пусть дифференциальное уравнение D с време-
нем T на супермногообразии M задано в области W ⊆M × T. Задачей
Коши для дифференциального уравнения D назовем пару (N, yin), где N

является супермногообразием, а yin : N→M — морфизмом супермного-
образий. Решением задачи Коши (N, yin) для D называется T-семейство
морфизмов y : N+ −→M× T, заданное в суперобласти N+ над N и такое,
что

1) ◦
∂T ◦ y∗ = y∗ ◦D;

2) y ◦ i
(0)
N = i

(0)
M ◦ yin;

3) y(N+) ⊂W.

Теорема. Пусть (N, yin) — задача Коши для уравнения D. Тогда
1) существует решение y задачи Коши, определенное в столбча-

той суперобласти N+ над N;
2) если два решения задачи Коши определены в столбчатой су-

перобласти, то они в ней совпадают;
3) если X— замкнутое подсупермногообразие в N, а X+ ⊆X× T —

столбчатая (над X) суперобласть, такая что существует решениеq : X+ →W задачи Коши (X, yin|X), то существует некоторое ре-
шение f : N+→W задачи Коши (N, yin), определенное в столбчатой
суперобласти N+, которая содержит X+, и такое, что f|X+ = q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть f : V→W — максимальное 1) решение
дифференциального уравнения D, определенное в столбчатой области V

над M. Положим

N+ = (yin × idT)−1V, y= f ◦ (yin × idT).

Тогда y — решение задачи Коши (N, yin), а N+ — столбчатая область
над N, поскольку область V столбчатая.

2) Пусть y— решение задачи Коши, определенной в столбчатой супер-
области N+ над N. Тогда jy(N+) ⊆ jf(V) (вспомним, что f : V→W является
решением дифференциального уравнения D с максимальной областью)
и морфизм y′ = f−1 ◦ y : N+ −→ V⊆M× T

определен. Ограничение морфизма y′ на любой столб Na × Ta ⊆N+ сов-
падает (по теореме 4.2.3) с yin|Na × idT , а значит, морфизм y′ определен
однозначно. Следовательно, однозначно определен и морфизм y = f ◦ y′.

1) Т. е. решение с максимальной областью определения.
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3) Аналогично предложению из п. 5.2.1 если y : N+ →W — решение
задачи Коши (N, yin) для уравнения D, то jy : N→W — решение задачи
Коши (N, jyin) для уравнения pD. Если N+ — столбчатая суперобласть
и (n, s) ∈ N, то существует решение g(t) уравнения pD, удовлетворяющее
начальным условиям g(0) = jyin (n), которое можно продолжить на время s,
и поэтому ( jyin × idT)N+ ⊆ V . Поскольку X+ ⊆ (yin × idT)−1V, все дока-
зано.

Замечание. Решение дифференциального уравнения D является одно-
временно решением универсальной задачи Коши (M, idM) для D. Лемма
из п. 5.2.2 утверждает, что единственное решение задачи Коши для триви-
ального уравнения D = ∂T — это константа.

5.2.4. Соответствия между векторными полями и семействами
диффеоморфизмов. Теория (обыкновенных) дифференциальных уравне-
ний, построенная выше, устанавливает соответствие между T-семействами
диффеоморфизмов супермногообразия M и T-семействами векторных по-
лей на M (т. е. неавтономных векторных полей на M) той же четности, что
и ∂T). Действительно, сопоставим T-семейству векторных полей X на M

уравнение ◦
∂T + X.

Итак, мы описали 1|1-мерные и 1|0-мерные семейства диффеоморфиз-
мов супермногообразия M. Опишем теперь 0|1-мерные семейства диффео-
морфизмов.

Всюду ниже t означает координату на R0|1, а iM — вложение,

idM× pt : M = M× pt−→M× R0|1.

Лемма. Пусть f : M × R0|1 −→M× R0|1 есть R0|1-семейство диф-
феоморфизмов супермногообразия M, такое что f ◦ iM = iM. Тогда
существует единственное нечетное векторное поле X на M, такое
что f∗ = exp(tX) = 1 + tX.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку f ◦ iM = iM, мы получаем f∗ (f) =
= f + tX(f), где f ∈C∞ (M), а X : C∞ (M) −→C∞ (M) — нечетный оператор.
Для любых f, g ∈ C∞ (M) имеем

X(fg) =
∂

∂tf∗ (fg) =
∂

∂t (fg + tX(f)g + ftX(g)) = X(f)g + (−1)p(f) fX(g),

т. е. X ∈ Vect(M) ¯1̄ и f∗ = exp(tX).

Итак, мы установили соответствие между R0|1-семействами диффео-
морфизмов и автономными нечетными векторными полями на M. Покажем,
что это соответствие можно установить также с помощью очень специ-
фической теории обыкновенных дифференциальных уравнений с време-
нем R0|1, подобно тому как мы это сделали в предыдущих пунктах.
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Дифференциальным уравнением с временем R0|1 на супермного-
образии M назовем нечетное векторное поле D на M× R0|1, такое что

D ◦ p∗
R0|1 = p∗

R0|1 ◦ ∂

∂t .

Решением дифференциального уравнения D с временем R0|1 назовем
R0|1-семейство f : M × R0|1 −→M × R0|1 диффеоморфизмов супермного-
образия M, такое чтоf ◦ iM = iM, f∗ ◦D =

∂

∂t ◦ f∗.

Ясно, что дифференциальное уравнение D с временем R0|1 можно един-
ственным образом записать в виде

∂

∂t + X ¯1̄ + tX ¯0̄, где Xi ∈ Vecti (M).

Теорема. Дифференциальное уравнение D с временем R0|1 на M

имеет решение тогда и только тогда, когда D2 = 0. В этом случае
X0 = −X2

1; решение f : M× R0|1 −→M× R0|1 единственно и задается
формулой f∗ = exp(tX ¯1̄) = 1 + tX1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если f— решение уравнения D, тоf∗ ◦D =
∂

∂t ◦ f∗, (5.8)

откуда следует, что f∗ ◦D2 =
(

∂

∂t)2
◦ f∗ = 0. Поскольку

(
∂

∂t + X1 + tX0

)2
= X0 + X2

1 + t [X0, X1] ,

условие D2 = 0 эквивалентно условию X0 = −X2
1. Пусть теперь f —

решение уравнения
∂

∂t + X1 − tX2
1. Тогда по лемме f∗ = 1 + tX, где X ∈

∈ Vect(M) ¯1̄. Условие (5.8) эквивалентно тождеству

D = (f∗)−1 ◦ ∂

∂t ◦ f∗ =
∂

∂t + X − tX2.

Следовательно, теория дифференциальных уравнений с временем R0|1

позволяет интегрировать нечетные векторные поля только на M. Произ-
вольная зависимость уравнения D от t не разрешена. Другими словами,
аналогия с неавтономными уравнениями неполна. Таким образом, по-
строенную выше теорию дифференциальных уравнений с временем R0|1

нельзя рассматривать как альтернативу теории дифференциальных уравне-
ний с временем T, где sdim T = 1|1. Более того, как можно было предвидеть,
первую из этих теорий можно вложить во вторую.
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Опишем условия, при которых 1|1-мерное семейство диффеоморфиз-
мов супермногообразия M можно редуцировать к 1|0-или 0|1-мерному
семейству. Пусть (t, t) — координаты на T. Скажем, что T-семейство
морфизмов f : V−→W⊆M× T не зависит от t (соответственно от t),
если

∂

∂t ◦ f∗ ◦ p∗M (C∞ (M)) = 0
(

соответственно
∂

∂t
◦ f∗ ◦ p∗M (C∞ (M)

)
= 0).

Предложение. Пусть f : V → W — решение дифференциального
уравнения D с временем T, sdim T = 1|1, на супермногообразии M.

1) Морфизм f не зависит от t тогда и только тогда, когда D =
= ∂T + tX, где Y есть четное T-семейство векторных полей на M.

В этом случае D =
∂

∂t + tD′, где D′ — дифференциальное уравнение

на M с временем T, а f= y× idR0|1 |V, где y— максимальное решение.
2) Морфизм f не зависит от t тогда и только тогда, когда

D = ∂T + X − tX2.

В этом случае f∗ = 1 + tX.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Явная форма решений уравнений ∂T + tY
и ∂T + X − tX2 содержится в формулировке теоремы, поэтому нам оста-
лось только проверить, что уравнение, решения которого не зависят от t
(или t), имеет указанную специфическую форму.

Если f : V → W — решение уравнения D = ∂t + Z, то T-семейство
векторных полей Z можно восстановить из условия

Z(f) = (f∗)−1
∂Tf∗ (f) при f ∈ p∗M (C∞ (M)).

Поэтому если f не зависит от t, то

Z(f) = (f∗)−1t ∂

∂t

f∗ (f) = t(f∗)−1 ∂

∂t

f∗ (f),

а если f не зависит от t, то f∗ (f) = f + tX(f),

где X — векторное поле на M, а Z(f) = (f∗)−1 ∂

∂tf∗ (f) = (X − tX2)f.

5.2.5. Семейства дифференциальных уравнений и репараметри-
зации. Обобщение результатов предыдущих подпунктов на семейства —
самое прямолинейное. В дальнейшем любое открытое подсупермного-
образие W ⊆ S ×M будет рассматриваться как S-семейство открытых
подсупермногообразий M. Мы будем также предполагать, что pM (W) =
= M.
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Назовем S-семейством дифференциальных уравнений на M обык-
новенное дифференциальное уравнение D на открытом супермногообразии
W ⊆ S ×M, такое что D ◦ p∗S = 0. Другими словами, D должно быть
S-семейством векторных полей на M× T.

Назовем S-семейством задач Коши для S-семейства дифферен-
циальных уравнений D на M пару (N, yin : V→W), где yin является
S-семейством морфизмов N→M. Итак, S-семейство задач Коши — это
задача Коши (V, yin : V→W) для уравнения D на W, причем pS = pS ◦ yin.

Решением S-семейства задач Коши (N, yin : V→W) для S-семей-
ства дифференциальных уравнений назовем решение y : V+ → W+

задач Коши (V, yin : V→W) для D, такое что pS = pS ◦ y.

5.2.5а. Упражнение. Дайте определение семейства решений для се-
мейства дифференциальных уравнений и докажите соответствующее
утверждение о существовании, единственности и области определения ре-
шения.

Отметим только, что для решения y : V+→W+ задач Коши выполня-
ются соотношения

∂t ◦ y∗ ◦ p∗S = y∗ ◦D ◦ p∗S = 0,

а следовательно, локально функции из y∗ ◦ p∗S (C∞ (S)) не зависят от вре-
мени. Поэтому если V+ — столбчатая суперобласть на V, то y— решение
S-семейства задач Коши, в то время как в общем случае оно таковым
решением не является.

Напомним, как производить замену параметров в семействах открытых
подсупермногообразий, морфизмов и векторных полей. Пусть q : S1→ S2 —
морфизм супермногообразий. Если V ⊆ S2 × M — семейство открытых
подсупермногообразий, то Vq определяется своим подстилающим много-
образием Vq = (hx× idM)−1V .

Семейство морфизмов y : V→W, где V⊆ S2 ×N и W⊆ S2 ×M, мож-
но восстановить по морфизму pM ◦ y : V→M, поскольку pS2 ◦ y = pS2 .
Положим pM ◦ yq := pM ◦ y ◦ (q× idM) : Vq −→M.

Семейство векторных полей D⊆ Vect(V) можно восстановить по данному
дифференцированию D ◦ p∗M : C∞ (M) −→ C∞ (V), положив

Dq ◦ p∗M := (q× idM)∗ ◦D ◦ p∗M : C∞ (M) −→ C∞ (Vq).

Предложение. Пусть y есть S2-семейство решений S2-семейства
задач Коши (N, yin) для S2-семейства дифференциальных уравнений
D, а q : S1 → S2 — репараметризация. Тогда yq есть S1-семейство
решений S1-семейства задач Коши (N, yqin) для S1-семейства диффе-
ренциальных уравнений Dq.
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Следствие. Пусть f есть S2-семейство решений S2-семейства
дифференциальных уравнений D, а q : S1→ S2 — репараметризация.
Тогда fq есть S1-семейство решений S1-семейства дифференциаль-
ных уравнений Dq.

5.2.5б. Упражнение. Докажите предложение и следствие.

Отметим, что время не является параметром, и мы сейчас не обсуж-
даем, как сделать замену переменных по времени в уравнениях. Тем не
менее, мы можем перейти от времени T, где sdim T = 1|1, к времени T, где
sdim T = 1, следующим образом. Пусть D — дифференциальное уравнение
на M с временем T. Тогда можно рассмотривать D2 как R0|1-семейство
дифференциальных уравнений на M с временем T. В самом деле,

(
∂

∂t + t ∂

∂t
+ tX0 + X1

)2
=

∂

∂t
+ X2

1 + X0 + t( [X0, X1] +
[

∂

∂t
, X1

])
.

Если f : V→W — решение уравнения D, то f∗ ◦ D2 =
∂

∂t
◦ f∗, и поэтомуf является решением R0|1-семейства задач Коши (M, fin) для D, гдеfin = pM×R0|1 ◦ f ◦ i

(0)
M×R0|1 : M× R0|1 −→M× R0|1.

Для репараметризации q : pt → R0|1, где q∗ (t) = 0, имеем (D2)q =

=
∂

∂t ◦ t ◦ D2. Тогда fqin : M → M является тождественным морфизмом

(поскольку f ◦ i
(0)
M = i

(0)
M) и fq есть решение уравнения

∂

∂t ◦ t ◦D2.

5.2.5в. Упражнение. Пусть D =
∂

∂t + t ∂

∂t
+

∂

∂x — векторное поле на

супермногообразии M = R0|1 с координатой x. Тогда f∗ (x) = x+ t, причем

D2 =
∂

∂t
, а f(q) есть тождественный морфизм. Хотя D2 не зависит от t, тем

не менее f не дает решения уравнения D2 как семейства дифференциаль-
ных уравнений, а является решением R0|1-семейства задач Коши для D2

с начальным условием f∗
in (x) = x + t.

В то же время f(q) является решением уравнения
∂

∂t ◦ t ◦D2 на M.

В следующем параграфе мы воспользуемся уравнением
∂

∂t ◦ t ◦ D2

как «аппроксимацией» для D. Ясно, что уравнение
∂

∂t ◦ t ◦ D2, будучи
определенным на M, несет больше информации о поле D, чем подстила-
ющее уравнение pr D, определенное на M (уравнение pr D служит также

подстилающим уравнением для уравнения
∂

∂t ◦ t ◦D2).
Наиболее осмысленными и продуманными суперизациями классиче-

ских уравнений математической физики являются работа [MaRa] (кото-
рую — это открытая задача — нужно обязательно обобщить на случай
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нескольких квадратных корней из производной по времени с помощью
разных нечетных параметров, см. работу [GLS1]) и работы Е. Иванова
и С. Кривоноса (с соавторами) по супергравитации и «супермеханике».

§ 5.3. Как решать дифференциальные уравнения

5.3.1. Интегрируемость обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Существует два естественных подхода к решению супераналогов
разных классических задач:

1) построить супераналог(и) классических методов для решения этих
задач;

2) сопоставить «суперной» задаче классическую и рассмотреть реше-
ние классической задачи как первое приближение к решению суперной
задачи.

Ниже мы будем следовать второму пути и разовьем процедуру аппрок-
симации, которая сходится за конечное число шагов благодаря нильпо-
тентности исходной ошибки.

В анализе на супермногообразиях давно разработаны оба эти подхода.
Они также применимы, как мы увидим, и к дифференциальным уравнени-
ям. Пример первого подхода дается супераналогами теорем Фробениуса
и Лиувилля о полной интегрируемости гамильтоновых систем при наличии
половинного набора первых интегралов инволюции.

Второй подход позволяет нам свести проблему интегрируемости диф-
ференциальных уравнений, т. е. возможность получить решение в достаточ-
ном явном виде, к аналогичной проблеме для подстилающего уравнения.
А именно, в дальнейшем мы покажем, что для того, чтобы построить
решение дифференциального уравнения на r|s-мерном супермногообразии,
достаточно решить подстилающее уравнение и систему из s линейных
дифференциальных уравнений. Аппроксимативная процедура, которую мы
используем ниже, не является, впрочем, оптимальной: для конкретных
классов уравнений можно иногда построить более эффективные специ-
альные алгоритмы.

Пусть D1, D2 — два дифференциальных уравнения с временем T на
супермногообразии M, заданные в столбчатой окрестности M+ ⊆M × T,
и dim T = 1|0.

Предложение. Если D1
∼= D2 (mod I2), то по решению f1 урав-

нения D1 можно построить решение f2 уравнения D2, выполнив
конечное число алгебраических операций, замен переменных, инте-
грирований и взятия частных производных.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Можно предположить, что решение f1 урав-
нения D1 определено в столбчатой суперобласти V ⊆ M × T. Пусть
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существует единственное решение f2 : V→W, такое что jf1 = jf2. Про-
цесс восстановления решения f2 по f1 сводится к построению морфизмаy = f−1

1 f2 : V→ V. По уравнению D2 мы строим уравнение

∂T ◦ y∗ = y∗ ◦ f∗
1 ◦D2 (f∗

1)−1 = y∗ ◦ (∂T + f∗
1 (D2 −D1) (f∗

1)−1).

Заметим, что jy= jf−1
1 jf2 — тождественный морфизм, а следовательно, мор-

физм y может быть построен локально. Пусть U× T′ ⊆ V, где U — карта
на M с координатами x = (x1, . . . , xr+s) = (u, x), а T′ — время, T′ ⊆ T.

Назовем R-линейное отображение A : C∞ (U× T′) −→C∞ (U× T′) под-
нятием степени (нильпотентности) на l > 0, если A(Ik) ⊆ Ik+l для
любого k ∈ Z+. В частности, X = f∗

1 (D2 −D1) (f∗
1)−1 поднимает степень на

единицу, поскольку

X(Ik) ⊆ X(I) · Ik−1 ⊆ I2 · Ik−1 = Ik+1.

Здесь, как всегда, выражение вида L ·M означает линейное пространство,
натянутое на всевозможные произведения вида l ·m, где l ∈ L и m ∈M.

Достаточно доказать, что задачу с полем X, которая поднимает степень
на l > 0, можно свести к задаче с полем X′, которая поднимает степень
на 2l.

5.3.1а. Лемма. Если X∈Vect(U; T′) поднимает степень на l > 0, то
с помощью конечного числа алгебраических операций, замены пара-
метров, интегрирований и взятия частных производных мы можем
построить T′-семейство морфизмов yX : U× T′ −→U× T′, такое чтоy∗

X − 1 является отображением, которое поднимает степень на l,
а [◦∂T , y∗

X] − X поднимает степень на 2l.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку X =
∑

gi
∂

∂xi
, где gi = X(xi), мы за-

ключаем, что g1, . . . , gr ∈ Il, а gr+1, . . . , gr+s ∈ Il+1. Положим

Y =
∑( t]

0

gidt

)
∂

∂xi
,

где gi = gi (x1, . . . , xr+s, t). Тогда Y ∈ Vect(U, T′) ¯0̄ и [∂T , Y] = X, где Y

поднимает степень на l > 0. Поэтому ряд y∗
X = exp(Y) =

∑ 1
i!

Y i содержит

лишь конечное число членов и определяет морфизм yX : U× T′ −→U× T′.
Посколькуy∗

X (t) = t, y∗
X (ui) ≡ ui (mod Il) и y∗

X (xj) ≡ xj (mod Il+1),
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морфизм yX сохраняет точки, морфизм y∗
X − 1 =

∑
i>1

1
i!

Y i поднимает степень
на l, а отображение

[∂T , y∗
X] = [∂T , Y] +

∑

i>2

1
i!

[∂T , Y i] = X +
∑

i>2

1
i!

[∂T , Y i]

отличается от X на отображение, которое поднимает степень на 2l.

В соответствии с леммой 5.3.1а построим морфизм yX и положим

X′ = y∗
X ◦ (∂T + X) ◦ (y∗

X)−1 − ∂T = {(X − [∂T , y∗
X]) + (y∗ − 1)X}(y∗

X)−1.

Тогда замена y = yX ◦ y′ превращает уравнениеy∗ ◦ (∂T + X) = ∂T ◦ y∗

в уравнение вида
(y′)∗ ◦ (∂T + X′) = ∂T ◦ (y′)∗,

где X′ ∈Vect(U, T′) поднимает степень на 2l.

Скажем, что интегрирование дифференциального уравнения D1 на M

с временем T1 можно свести к интегрированию дифференциального урав-
нения D2 с временем T2 (тоже на M), если по решению уравнения D2

мы можем построить решение уравнения D1 с помощью конечного числа
алгебраических операций, замен переменных, взятия частных производных
и интегрирований.

5.3.1б. Теорема. Интегрирование дифференциального уравнения
D с временем T на супермногообразии M размерности r|s сводится
к интегрированию подстилающего уравнения pr D на подстилаю-
щем многообразии M и системе линейных (вообще говоря, неавто-
номных) дифференциальных уравнений на Rs.

Следствие. Решение любого дифференциального уравнения на
R0|s сводится к решению системы линейных дифференциальных
уравнений на Rs.

5.3.1в. Лемма. Решение нечетного дифференциального уравне-
ния D с временем T на супермногообразии M можно построить с по-
мощью конечного числа замен переменных, алгебраических операций

и взятия частных производных по решению уравнения
∂

∂t ◦ t ◦D2

(см. п. 5.2.5) с временем T на M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим D′ :=
∂

∂t ◦ t ◦D2. Оба уравнения D

и D′ имеют одно и то же подстилающее уравнение, а именно D̃2 на M× T,
и, следовательно, если максимальное решение уравнения D′ определено
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в столбчатой суперобласти V′ ⊆M × T, то максимальное решение урав-
нения D определено на V := V′ × R0|1 ⊆M × T. Представим уравнение D
в виде

∂

∂t + t ∂

∂t
+ tD ¯0̄ + D ¯1̄, где Di ∈ Vect(M, T) i.

Тогда D′ =
∂

∂t
+ D ¯0̄ + D2

¯1̄
.

Пусть y : V′→W′ решение уравнения D′. Положимf∗ = y∗
0 ◦ (1 + tD ¯1̄), где y0 = y× idR0|1 : V−→W = W′ × R0|1.

Упражнение. Проверьте, что f∗ задает решение уравнения D.

Чтобы получить выражение для f в координатах, мы должны не только
сделать замены переменных, но и несколько раз продифференцировать.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 5.3.1. Мы можем предположить, что
поле D четно, а M = U — суперобласть. Фиксировав координаты x = (u, x)
на U и диффеоморфизм U∼= U ×R0|s, который они задают, поднимем поле
pr D на U× T. Тогда

D≡ pr D +
∑

16i,j6s

ai
j (u, t)xi

∂

∂xj
(mod I2).

Пусть jf : U+→ V — решение уравнения pr D, а K = (ki
j (u, t)) — фундамен-

тальная матрица для (зависящей от параметра u ∈U) линейной системы

d

dt
¯z̄ = B(u, t) ¯z̄, где bi

j = jf∗ (ai
j (u, t)).

Положивy∗ (ui) = jf∗ (ui), i = 1, . . . , r, и y∗ (xj) =
∑

ki
j (u, x)xi,

мы получаем решение уравнения

pr D =
∑

ai
j (u, t)xi

∂

∂xj
.

Предложение из п. 5.3.1 позволяет нам восстановить решение уравнения
D по морфизмам y.

5.3.2. Основные свойства решений дифференциальных уравне-
ний.

Предложение. Пусть X ∈ Vect(M; T), а f— решение дифференци-
ального уравнения ∂T + X. Тогдаf∗ =

{
1 + tX (mod t2), если p(X) = ¯0̄,

1 + tX + t(X2 + [
∂

∂t , X]) (mod t2, tt), если p(X) = ¯1̄.
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Если X ∈Vect(M), т. е. уравнение ∂t + X не зависит от времени, то

f∗ =





exp(tX) =
∑

06k6n

tkXk

k!
(mod tn+1), если p(X) = ¯0̄,

exp(1 + tX + tX2) =

= (1 + tX)
∑

06k6n

tkX2k

k!
(mod tn+1, tnt), если p(X) = ¯1̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о предоставляется читателю в качестве упражне-
ния.

Замечание. Представим нечетное векторное поле X в виде X1 + tX0.
Тогда

1 + tX + t
(

X2 +
[

∂

∂t , X
])
≡ 1 + tX1 + t(X2

1 + X0) (mod t2, tt).

В частности, если X = Y − tY2, то из предложения 5.2.1 следует, чтоf∗ ≡ 1 + tY (mod t2, tt).

В действительности, благодаря предложению из п. 5.2.4 мы имеем на самом
деле не сравнение, а точное равенство f∗ = 1 + tY.

Всюду ниже мы будем предполагать, что решения дифференциальных
уравнений определены на всем M × T, и оставлять читателю в качестве
упражнения необходимые уточнения формулировок утверждений.

Лемма. Если f — решение дифференциального уравнения D на
супермногообразии M, то векторное поле X ∈ Vect(M) суперкомму-
тирует с D тогда и только тогда, когдаf∗ ◦ ◦X = ◦X ◦ f∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если [D, ◦X] = 0, то

[∂T , f∗◦X(f∗)−1] = f∗ [D, ◦X] (f∗)−1 = 0;

следовательно, f∗◦X(f∗)−1 есть постоянное T-семейство векторных полей
на M, и, поскольку f ◦ i

(0)
M = i

(0)
M , это семейство совпадает с ◦X.

Обратное утверждение достаточно очевидно.

Замечание. Из доказательства следует, что непостоянные векторные
поля X ∈Vect(M; T), суперкоммутирующие с D, превращаются в постоян-
ные поля f∗X(f∗)−1, равные ◦Y, где Y ∈Vect(M) есть начальное значение
поля X. В частности, четное поле X ∈ Vect(M; T) суперкоммутирует с ре-
шением уравнения ∂t + X тогда и только тогда, когда X не зависит от
времени (т. е. поднято с Vect(M)), а нечетные поля X суперкоммутируют

тогда и только тогда, когда X не зависит от времени, а X2 =
1
2

[X, X] = 0.
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Следствие. Если fi — решения дифференциальных уравнений
∂Ti

+ Xi с временами Ti, i = 1, 2, на супермногообразии M и [X1, X2] = 0,
то

(f1 × idT2) ◦ (f2 × idT1) = (f2 × idT1) ◦ (f1 × idT2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, X2 не зависит от времени T1, и,
следовательно,

(f1 × idT2)
−1 (f2 × idT1) (f1 × idT2)

есть решение T1 семейства дифференциальных уравнений ◦D2 с временем
T2 и совпадает с f2 × idT1 .

Перейдем теперь к свойствам уравнений, не зависящих от времени.
Определим ∂

−
T ∈ Vect(T) и ∆ : T × T→ T, положив

∂
−
T =− ∂

∂t
=−∂T и ∆∗ (t) = t1 + t2 при T = R1|0,

∂
−
T =− ∂

∂t + t ∂

∂t
и ∆∗ (t) = t1 + t2,

∆∗ (t) = t1 + t2 + t1t2 при T = R1|1;

∂
−
T отличается от ∂T изменением ориентации времени, и ∆ задает структуру

супергруппы Ли на T. Когда T = R1|1, мы получаем некоммутативную
супергруппу GQ(1).

Теорема. Если D = ∂T + ◦X — решение, не зависящее от времени,f : M× T −→M× T — его решение и y= pM ◦ f : M× T −→M, то

1) (f−1)∗ ◦ (∂−
T + ◦X) = ∂

−
T ◦ (f−1)∗;

2) y ◦ (y ◦ idT2) = y ◦ (idM×∆) : M× T1 × T2 −→M, где T1 = T2 = T.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть T = R1|0. Тогда ◦X коммутирует
с ∂T + ◦X и с f∗ (по лемме). Поэтому первое утверждение теоремы эк-
вивалентно тому, что равенствоf∗ ◦ (∂T + ◦X) = ∂T ◦ f∗

можно представить в виде

(f∗)−1 (∂T − ◦X) = ∂T ◦ (f∗)−1.

Поскольку T = R1|0, мы заключаем, что T-семейство морфизмов M→M

можно восстановить по его значениям в точках многообразия T, т. е. по
морфизму fs := pM ◦ f ◦ i

(s)
M : M−→M, где s ∈ T0.
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Таким образом, мы получаем
∂

∂s
(f∗

s) = f∗
s ◦ X, и поэтому

∂

∂s
(f∗

t−s ◦ f∗
s) =−f∗

t−s ◦ X ◦ f∗
s + f∗

t−s ◦ X ◦ f∗
s = 0,f∗

t−s ◦ f∗
s = f∗

t .

Итак, для T = R1|0 теорема доказана.
2) Для R1|1 воспользуемся формулой из предложения 5.3.2:f∗ = y∗

0 ◦ (1 + t◦X),

где y — решение уравнения
∂

∂t
+ X2, а y0 = y × idR0|1 . В частности,y∗

0 ◦ ◦X = ◦X ◦ y∗
0 , поскольку [◦X, ◦X2] = 0. Получаем

(f∗)−1 = (1− t◦X) (y∗
0)−1,

(
− ∂

∂t + t ∂

∂t

)
◦ (1− t◦X) ◦ (y∗

0)−1 =

=
(

∂

∂t ◦ t) ◦ ◦X ◦ (y∗
0)−1 + (y∗

0)−1
(
− ∂

∂t + t ∂

∂t
− t◦X2

)
=

= (y∗
0)−1 (1− t◦X)

(
− ∂

∂t + t ∂

∂t
+ ◦X

)

и

(f(t, t) ◦ f(s, 
))∗ = f∗ (s, 
) ◦ f∗ (t, t) =

= y∗
0 (t + s) (1 + 
X) (1 + tX) =

= y∗
0 (t + s) (1 + (t + 
)X + t
X2) =

= f∗ (t + s + t
, t + 
).

5.3.3. Системы линейных дифференциальных уравнений. Поло-
жим: N — супермногообразие параметров, T — время, A := C∞ (N), F :=
= C∞ (N × T), pr :=

(
i

(0)
N

)∗
: F → A, p(T) := p(∂T). Займемся следующей

системой уравнений:

∂Tfi =
∑

j

kijfj, i = 1, . . . , m, (5.9)

где fi ∈ F — неизвестные функции, а kij ∈ F — известные коэффициенты,
а также задачей Коши, заданной начальным условиемp(fi) = f0

i , где f0
i ∈ A при i = 1, . . . , m.

Никаких априорных ограничений на четности функций fi мы не наклады-
ваем.

Если же мы будем искать такие решения, что все функции fi однородны
относительно четности, т. е. p(fi) = pi, то естественно потребовать, чтобы
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выполнялись условия

p(f0
i ) = pi и p(kij) = pi + pj + p(T). (5.10)

Пусть r функций fi четны, а s функций нечетны. Тогда систему (5.9) можно
записать в матричном виде как

( ¯ ¯ ¯ ¯∂T) ¯f̄ = K ¯f̄, (5.11)

где ¯f̄ — (четный) вектор-столбец, ¯f̄i = (−1)pi fi, K ∈Mat(r|s, F)p(T) , где

Kij = kij (−1)pi+pj+pip(T) , а ( ¯ ¯ ¯ ¯∂T) = diag((−1)p1 ∂T , . . . , (−1)pr+s ∂T). (5.12)

Если ¯f̄ — вектор стандартного формата, то ( ¯ ¯ ¯ ¯∂T) = scalarr|s (∂T) и мат-

ричные коэффициенты kij образуют блочную суперматрицу
(

K00 K01

K10 K11

)
, где

элементы в блоках K00 и K11 имеют ту же четность, что и ∂T , а уравнение
(5.11) приобретает вид

(
∂T 1r 0

0 (−1)p(T)
∂T 1s

)




f1

...
fr

−fr+1

...
−fr+s




=

(
K00 −K01

−(−1)p(T) K10 (−1)p(T)K11

)




f1

...
fr

−fr+1

...
−fr+s




(5.13)

Используя условия (5.10), мы переписали систему (5.9) в матричном
виде, где обе части уравнения (5.11) однородны относительно четности. Это
позволит нам в дальнейшем выразить свойства решений на языке линейной
супералгебры.

Начальное условие pr(fi) = f0
i принимает вид

pr( ¯f̄) = ¯f̄0, где ¯f̄0
i = (−1)pi f0

i .

Перейдем теперь к общему случаю. Перевести систему (5.9) на язык
линейной супералгебры можно двумя способами:

1) вычленить в каждом из уравнений его однородные компоненты;
2) интерпретировать f1, . . . , fn как координаты четного элемента на

n|n-мерном F-модуле Fn с Π-симметрией, а матрицу K = (kij) — как мат-
рицу оператора из Q(n; F)p(T) .

Ниже мы увидим, что эти методы согласованы друг с другом и допол-
няют друг друга. Положим

fi = xi + xi, K = C + g, где xi, cij ∈ F ¯0̄ и xi, gij ∈ F ¯1̄.
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Тогда каждое уравнение системы (5.9) эквивалентно паре уравнений




∂Txi =
∑

j

(cijxj + gijxj),

∂Txi =
∑

j

(gijxj + cijxj),
если p(∂T) = ¯0̄,

и 



∂Txi =
∑

j

(gijxj + cijxj),

∂Txi =
∑

j

(cijxj + gijxj),
если p(∂T) = ¯1̄.

Полученной системе уравнений на n четных и n нечетных функций соот-
ветствует матричное уравнение вида (5.11):

¯ ¯ ¯ ¯∂T
¯f̄q = Kq,e ¯f̄, (5.14)

где

e= p(T), fq =




x1

...
xn

−xn

...
−xn




, Kq, ¯0̄ =
(

C −g

−g C

)
, Kq, ¯1̄ =

(g −C
C −g).

Напомним, что Q(n; F) ¯0̄ и Q(n; F) ¯1̄ изоморфны, как F0-модули, про-
странству Mat(n; F), рассматриваемому без какой бы то ни было су-
перструктуры. Напомним также, что существует много способов вло-
жить Q(n; F) в Mat(n|n; F). Один из таких способов посылает элемент
Ke ∈Q(n; F)e, где e ∈ Z/2, заданный матрицей K ∈Mat(n; F), в супермат-
рицу Kq,e ∈Mat(n|n; F)e.

Поэтому второй подход — интерпретация соотношений (5.9) как урав-
нения в Q(n; F)-модуле, после того как пространство Q(n; F) вложено
в Mat(n|n; F) по формулам (5.14), — задает то же самое уравнение (5.14),
которое мы уже получили выше.

5.3.3а. Теорема. Для любой матрицы K ∈Mat(r|s; F)e, где e= p(∂T),
выполняются следующие утверждения.

1) Существует матрица M ∈ GL(r|s; F), такая что ∂TM = KM.
Фундаментальная матрица единственна с точностью до умноже-
ния справа на элемент из GL(r|s; A), и

∂T (Ber M) = (str K) · Ber M.

2) Множество решений уравнения (5.11) составляет свобод-
ный A-модуль ранга r|s. Решение задачи Коши для уравнения (5.11)
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с начальным значением ¯f̄0 дается формулой

¯f̄ = M · (pr(M))−1 ¯f̄0,

где p(M) ∈GL(r|s; A) — начальное значение для M, а M — произволь-
ная фундаментальная для K матрица.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Системе (5.9) мы сопоставим N-семейство диф-
ференциальных уравнений на Rr|s, заданное семейством векторных полей

X =
∑
i,j

kijzj
∂

∂zi
. Пусть f— решение этой системы уравнений; отделим от f

линейную (в Rr|s) часть f∗ (zi) =
∑

j

cijzj + ∆i,

где cij ∈ F, а ∆i принадлежит идеалу, порожденному множеством
{zkzl | 1 6 k, l 6 r + s}. Приравнивая линейные части выражений ∂Tf∗ (zi)
и f∗ (X(zi)), получаем

∂T (cij) =
∑

l

kilclj,

т. е. матрица C = ((−1)pi+pj cij) является фундаментальной для K (она об-
ратима, поскольку f— диффеоморфизм).

5.3.3б. Для того чтобы избежать недоразумений, подчеркнем, что
в формулировке приведенной ниже теоремы мы встретим, наряду с «супер-
ными» понятиями, понятия, которые относятся к общей ассоциативной ал-
гебре со стертой суперструктурой на A и F, а именно Mat(n; F), GL(n; A),
GL(n; F) и свободные правые A-модули ранга (не суперранга) n.

Теорема. Для любой матрицы K ∈Mat(n; F) выполняются следу-
ющие утверждения.

1) Существует фундаментальная для K матрица M ∈ GL(n; F),
такая что ∂TM = KM. Фундаментальная матрица единственна
с точностью до умножения справа на элемент из GL(n; A). Если

M — фундаментальная матрица для K, то Mq, ¯0̄ ∈GL(n|n; F) является
фундаментальной матрицей для Kq,e ∈Mat(n|n; F)e, где e = p(∂T) и

∂T (qet(Mq, ¯0̄)) = qtr(Kq,e).

2) Множество решений системы (5.9) составляет свободный пра-
вый A-модуль ранга n. Решение задачи Коши для уравнения (5.9)
с начальным условием pr( ¯f̄) = ¯f̄0

i задается формулой

¯f̄ = M · (pr(M))−1 ¯f̄0,

где M — произвольная фундаментальная матрица для K.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Mq — фундаментальная матрица для Kq,e.

Тогда Mq имеет следующий блочный вид: Mq =

(
M00 M01

M10 M11

)
, и из равенства

( ¯ ¯ ¯ ¯∂T)Mq = Kq,e ·Mq

немедленно следует, что M00 −M10 и M11 −M01 суть фундаментальные
матрицы для K.

После того как существование фундаментальных матриц доказано,
оставшаяся часть доказательства теоремы чисто алгебраическая. Соот-
ветствующие утверждения верны в случае, когда F — произвольная су-
перкоммутативная супералгебра, ∂T — дифференцирование четности p(T)
супералгебры F, а A = Ker(∂T) — подалгебра констант в F. Равенства

∂T (Ber(M)) = (str K) · Ber M

и
∂T (qet(Mq,0)) = qtr(Kq,e)

немедленно следуют из тождеств, доказанных в гл. 1, а именно

D(Ber(G)) = str((scalarr|s (D)G)G−1) Ber G

и
D(qet(Gq)) = qtr(scalar(D)G−1

q ),

где G ∈ GL(r|s; F), Gq ∈ GQ(n; F), а D — произвольное супердифферен-
цирование супералгебры F.

Замена переменных с помощью произвольной матрицы G ∈GL(r|s; F)
соответствует отображению K 7→ G−1 (KG − ( ¯ ¯ ¯ ¯∂T)G), и поэтому, подставив
G = M, мы приходим к уравнению с K = 0, для которого все оставшиеся
пока недоказанными утверждения теоремы очевидны.

Упражнение. Пусть p(∂T) = ¯1̄, K = K1 + scalarr,s (t)K0 ∈Mat(r|s; F) ¯1̄,
а G — фундаментальная матрица для K0 −K2

1 . Тогда (1 + scalarr|s (t)K1)G —
фундаментальная матрица для K.

Если K = K′ + tK′′ ∈ Mat(n; F) и K′ = K′
¯0̄
+ K′

¯1̄
, K′

i ∈ Mat(n; Fi), то
матрица (1 + tK′′)G, где G — фундаментальная матрица для

∂

∂T
(K′tK′) = (K′

¯0̄ − K′
¯1̄) (K′

¯0̄ + K′
¯1̄) = (K′

0)2 + [K′
0, K′′

1 ] − (K′
1)2,

является фундаментальной для K.

5.3.4. Пример. Решим уравнение (5.9) для случая, когда m = 1
и p(∂T) = ¯0̄, т. е. решим уравнение

∂

∂t
f = kf, где k = k ¯0̄ + k ¯1̄, а ki ∈ Fi. (5.15)
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Обозначим через g решение уравнения (5.15), удовлетворяющее на-
чальному условию pr(g) = 1. Ясно, что g является в то же время фунда-
ментальной матрицей для уравнения (5.15) и, следовательно, g = (1 + k)h,
где h ∈ F ¯0̄, а k ∈ F ¯1̄, причем матрица h обратима, а

− d

dt

k = qtr kq, ¯0̄ =−k ¯1̄.

Отсюда следует, что k = g +
t]

0

k ¯1̄ (t)dt, где g ∈ A ¯1̄.

Мы можем предположить, что g = 0, поскольку

(1 + k) = (1 + kg)
(

1 +
t]

0

k ¯1̄ (t)dt

)
(1 + g),

где 1 + g∈GL(1; A), а первый сомножитель в правой части можно отнести
к h. Подставив значение k, мы получаем

∂

∂t
h =

(
k0 + k ¯1̄

t]

0

k1 (s)ds

)
h,

откуда следует, что

g =

(
1 +

t]

0

k ¯1̄ (s)ds

)
exp

( t]

0

k ¯0̄ (s)ds−
]

06s16s26t

k ¯1̄ (s1)k1 (s2)ds1ds2

)
.

Упражнения. 1) Докажите, что если k1g = gk1, то

g =

(
1 +

t]

0

k ¯1̄ (s)ds

)
exp

( t]

0

k ¯0̄ (s)ds

)

вне зависимости от того, что в общем случае
]

06s16s26t

k ¯1̄ (s)k ¯1̄ (s2)ds1ds2 6= 0.

2) Найдите общее решение уравнения
(

∂

∂t + t ∂

∂t

)
f = k(t, t)f.

Чтобы завершить эту тему, отметим, что по аналогии с классическим
случаем можно построить теорию линейных уравнений n-го порядка

P(∂T) · f = 0,

где P — многочлен со старшим коэффициентом 1.

5.3.5. Примеры. Чтобы проиллюстрировать приведенные выше ме-
тоды, рассмотрим несколько примеров дифференциальных уравнений на
супермногообразии, которые можно встретить в литературе по матема-
тической физике. Все примеры, данные ниже, являются стационарными
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уравнениями на R0|q. Из предложения следует, что решение такого урав-
нения сводится к линейной системе обыкновенных дифференциальных
уравнений на Rq с постоянной матрицей, а ее решение уже не представляет
сложности.

1) Ф. А. Березин и М. С. Маринов (см. [Бер]) рассмотрели гамильто-
нову систему на R0|3 как модель волчка со спином. В этом случае четный
гамильтониан автоматически квадратичный (поскольку в C∞ (R0|3) нет ни-
каких элементов степени больше 3: ни четного, ни нечетного), и уравнения
движений получились, естественно, линейными.

Задача. Обобщить уравнения Березина—Маринова, учтя 1|1-мерность
времени.

2) В статье [El] в качестве классического предела двух взаимодейству-
ющих фермионных осцилляторов рассматривается система для нечетных
комплексных функций jj, hj, где j = 1, 2, 3:

1
i

˙jj = w1jj + gh∗j ∑ jlhl,

1
i

˙hj = w2hj + gj∗j ∑ jlhl;

здесь и ниже ∗— комплексное сопряжение, а w1, w2, g — известные ве-
щественные константы. После разложения неизвестных на вещественную
и мнимую части мы получаем дифференциальное уравнение на R0|12 с очень
простой сопутствующей системой линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений на R12.

Системы такого же типа, что и рассмотренные выше, получаются также
из массивной модели Тирринга, представляющей собой систему дифферен-
циальных уравнений в частных производных





i
∂

∂x
Φ1 = mΦ2 + gΦ∗

2Φ2Φ1,

i
∂

∂s
Φ2 = mΦ1 + gΦ∗

1Φ1Φ2,

в которой мы ищем только решения, зависящие от t = lx− l−1s, где l∈R.
Здесь Φ1, Φ2 являются нечетными комплексными функциями, зависящими
от вещественных переменных x, s, а m и g суть вещественные константы.

§ 5.4. Производная Ли. Первообразная функции

5.4.1. Естественные расслоения и производная Ли. В анализе на
многообразиях широкий класс объектов можно описать в терминах пучков
локальных свободных OX-модулей конечного ранга, на которых группа
диффеоморфизмов многообразия X действует так, что это действие зависит
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только от струй конечного порядка этих диффеоморфизмов. Такие объекты
называются геометрическими объектами, см. [KMS].

Основные примеры геометрических объектов: функции, векторные
и ковекторные поля, дифференциальные формы, метрики, связности.
Естественное расслоение — это расслоение геометрических объектов.

Для любого геометрического объекта фиксированного типа произ-
водная Ли LX вдоль векторного поля X ∈ Vect(U) от данного объекта
определена естественным образом как дифференцирование C∞ (U)-модуля
сечений соответствующего пучка. На супермногообразиях M мы совер-
шенно естественным образом приходим к необходимости рассматривать
пучки OM-модулей бесконечного ранга, например модулей псевдодиф-
ференциальных форм, см. [GLS2]. Ниже мы построим производную Ли
для достаточно широкого класса геометрических объектов на супермно-
гообразиях. Этот класс содержит все, что мы встретим в этой книге
и что соответствует нашему интуитивному представлению о геометриче-
ском объекте.

Наша ближайшая цель — определить понятие естественного пучка. Мы
скажем, что задано естественное соответствие A, если для каждого
супермногообразия M задан пучок OM-модулей AM и каждому откры-
тому вложению f : M→ N отвечает морфизм линейных суперпространствf∗

A : A(M)→A(M), такой что

1) для любого открытого подсупермногообразия U ⊆M выполняется
равенство AM (U) = AU (U), а следовательно, всюду ниже мы будем писать
просто A(U);

2) если f : M→N — открытое вложение, то f∗
A (fm) = f∗ (f)f∗

A (m) для
любых f ∈ C∞ (N) и m ∈A(N), а если y : L→M — открытое вложение, то

(f ◦ y)∗A = y∗
A ◦ f∗

A;

3) если M — открытое подсупермногообразие в N, а i : M→ N — ка-
ноническое вложение, то i∗A : A(N) −→ A(M) — это ограничение сечений
пучка на соответствующее открытое подмножество;

4) если M = Rm|n и x1, . . . , xm+n — координаты на M, то для любой
открытой суперобласти U⊆M выполняется равенство

A(U) =
⊕a∈Λ

Lpa|qa (U, Wa),

где |Λ|<∞, Lp|q (U, V) — свободный C∞ (U×W)-модуль ранга p|q, а Wa —
открытое подсупермногообразие в Rra|sa ;

5) существует N ∈ N, такое что преобразования f∗
A зависят только от

N-струи открытого вложения f.
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Пусть |Λ|= 1, т. е. A(U) = Lp|q (U, W), где W⊆Rr|s, а Lp|q (U, W) — сво-
бодный C∞ (U ×W)-модуль с базисом e1, . . . , ep+q. Дадим в этом случае
более явное описание множества A(U).

Пусть V — открытое подсупермногообразие в Rn|m с координата-
ми y1, . . . , yn+m, а f : V → U — открытое вложение. Набор функций{

∂
kf∗ (xi)

∂yl1 . . . ∂ylk

∣∣∣ 0 6 k 6 N
}

задает морфизм f [N] : V−→ Rd(N) , где суперраз-

мерность d(N) пространства струй для нас не существенна.
Пусть e′1, . . . , e′p+q — базис в модуле Lp|q (V, W). Под зависимостью

отображения f∗
A от N-струи морфизма f мы имеем в виду наличие

Rd(N) -семейства y : Rd(N) ×W −→ Rd(N) ×W диффеоморфизмов супероб-
ласти W и суперматрицы g ∈ GL(p|q; C∞ (Rd(N))), таких что репарамет-
ризация f [N] определяет V-семейство морфизмов y(f) : V ×W −→ V ×W

и суперматрицу g(f) ∈GL(p|q; C∞ (V)), которые и задают отображение f∗
A

по формуле f∗
A

(∑
ckek

)
=
∑

(yf ◦ (f× idW))∗ (ck)g
(f)
kl l′′l . (5.16)

Как легко видеть, условия 1–3 означают, что естественное соответствие
является функтором из категорий супермногообразий с открытыми вло-
жениями в качестве морфизмов в категорию пар (супермногообразие M,
пучок OM-модулей на M) с естественным образом определенными мор-
физмами.

Если A — естественное соответствие, то AM будет называться есте-
ственным пучком.

Представление в виде A(U) =
⊕a Lpa|qa (U×Wa), которое входит в опре-

деление естественного соответствия, будет называться локальной моде-
лью соответствия A. Любое естественное соответствие однозначно вос-
станавливается по своей локальной модели и набору данных y, g, который
задает отображения f∗

A для открытых вложений карт. Для того чтобы
можно было построить естественное соответствие A по данной локаль-
ной модели и отображениям, заданным с помощью y, g, необходимо и
достаточно, чтобы для любых диффеоморфизмов карт f′, f′′ выполнялось
равенство

(f′′)∗A ◦ (f′)∗A = (f′ ◦ f′′)∗A.

Наше определение таково, что если dim U 6= dim U′, то между A(U) и A(U′)
нет абсолютно никакой связи, а локальная модель соответствия A может
зависеть от суперразмерности суперобласти U.

Примеры естественных соответствий: O, Vect, Vol, Covect, Ωi, Ω̂i,
Σi, Σ̂i, см. [GLS2].
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Упражнение. Дайте определение (прямой) суммы и тензорного произ-
ведения (над O) естественных соответствий.

Сравнение пар Vect–Covect и Ω̂–Σ̂ показывает, что в рамках нашего
определения сформулировать, что такое естественное соответствие, двой-
ственное данному, непросто. Мы дадим более адекватное определение,
когда будем изучать представления супералгебр Ли векторных полей.

Покажем, что естественное соответствие позволяет вводить параметры.
Пусть S — супермногообразие параметров, а A — естественное соответ-
ствие с локальной моделью A(U) =

⊕a Lpa|qa (U ×Wa). Тогда положим

A(U; S) := ⊕a Lpa|qa (U × Wa × S) и для любого S-семейства открытых

вложений f : V→ U определим f∗
A той же формулой (5.16), которая вос-

станавливает f∗
A по данным y, g, где f [N] , yf и gf суть S-семейства.

Лемма. Если A является естественным соответствием, а {Ua}—
атлас на супермногообразии M, то модель A(U; S) вместе с отоб-
ражениями fA определяет некоторый пучок OM-модулей на M.

Определим производную Ли естественного соответствия вдоль вектор-
ного поля следующим образом. Однородное относительно четности век-
торное поле X задает T-семейство диффеоморфизмов f : T ×M−→ T ×M,
и, следовательно, f∗

A является T-семейством автоморфизмов модуля AM.
Для любого r ∈A(M) положим

LA
X (r) = (∂T (f∗

A (r)))|0 ,

где |0 означает репараметризацию с помощью морфизма i(0) : pt → T,
lı(0) (pt) = {0}.

Теорема. Производная Ли отображает модуль A(M) в себя и об-
ладает следующими свойствами:

1) LA
X является дифференцированием C∞ (M)-модуля A(M) в себя

и p(LA
X ) = p(X), т. е.

LA
X (fr) = X(f)r + (−1)p(X)p(f) fLA

X (r),

а если A(M) — супералгебра над C∞ (M), то LX является супердиф-
ференцированием этой супералгебры;

2) LA
cX = cLA

X для любого семейства констант c, а также LA
[X1,X2] =

= [LA
X1

, LA
X2

] для любых X1 и X2; а если p(X1) = p(X2), то LA
X1+X2

=

= LA
X1

+ LA
X2

;

3) LA
X (f)|U = LX|U (f|U) для любого открытого подсупермногообра-

зия U⊆M.
Отметим, что эта теорема позволяет нам определить производную Ли

для любого, необязательно однородного относительно четности векторного
поля и получить представление супералгебры Ли vect(M).
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Д о к а з а т е л ь с т в о (набросок). Пользуясь формулами из предложе-
ния из п. 5.3.2, мы видим, что вне зависимости от четности однородного
поля X всегда можно предположить, что f∗ = 1 + tX, где t2 = 0. В частно-
сти, для нечетного поля мы получаем

LA
X =

∂

∂tf∗
A, где f∗ = 1 + tX.

Благодаря тому что f∗
A зависит только от конечной струи диффеомор-

физма f, мы можем производить вычисления в формальных рядах по
параметру t или (t, t) и принимать во внимание, что мы сначала применя-
ем ∂t, а потом подставляем t = 0 или t = t= 0, т. е. в ответе мы сохраняем
только константный член.

Записав явные формулы для данных y, g, мы получаем выражение видаf∗
A = 1 +

∑
(tXi)∆i +

∑ ∂

∂xj
(tXi)∆ij + . . . ,

в которое tXi входит всегда только в первой степени, поскольку t2 = 0. Это
доказывает линейность производной LA

X по X. Теперь пусть f, y и q —
семейства диффеоморфизмов супермногообразия M с параметрами t1, t2

и t3 соответственно, отвечающее векторным полям X, Y и [X, Y] . Тогдаf∗ ≡ 1 + t1X (mod t2
1), y∗ ≡ 1 + t2Y (mod t2

2),q∗ ≡ 1 + t3 [X, Y] (mod t2
3).

Непосредственные вычисления показывают, что

(f∗)−1 (y∗)−1f∗y∗ ≡ 1 + t2t1 [X, Y] ≡ q∗ (t2t1) (mod t2
1, t2

2).

Этим T1 × T2-семействам соответствуют отображенияq∗
A (t2t1) = 1 + t2t1LA

[X,Y] (mod t2
1, t2

2)

и
(f∗

A)−1 (y∗
A)−1f∗

Ay∗
A ≡ (1 + t2t1 [LA

X , LA
Y ]) (mod t2

1, t2
2),

откуда следует, что LA
[X,Y] = [LA

X , LA
Y ] . Оставшаяся часть доказательства

предоставляется читателю.

Вопрос. Если X — гомологическое векторное поле, то тождество
(LA

X )2 = 0 выполняется для любого A. Как связаны гомологии, отвечающие
одному и тому же полю X в пространствах сечений разных естественных
расслоений?

Замечание. Как мы уже отметили выше, среди разумных геометри-
ческих объектов мы встречаем такие, что их сечения заполняют не все
пространство сечений естественного расслоения A(M), а только некоторое
подпространство B(M). Если B(M) является C∞ (M)-подмодулем в A(M),
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тогда, конечно, LX (B(M)) ⊆ B(M), но в общем случае производная Ли от
элементов из B(M) лежит в большем множестве A(M).

5.4.2. Первообразная функция. Пусть T — время. Первообразной
для f ∈ C∞ (T) назовем функцию g ∈ C∞ (T), такую что

∂Tg = f.

Мы будем обозначать первообразную для f символом неопределенного
интеграла

]
f vol(∂T). Как и для многообразий, нетрудно доказать, что

первообразная существует для любой гладкой функции f ∈C∞ (T) и любые
две первообразные одной и той же функции отличаются на константу.

Предложение. Если суперобласть U и поле D ∈ Vect(U)e, гдеe∈ Z/2, таковы, что для любой функции f ∈C∞ (U) множество реше-
ний уравнения D(g) = f непусто, а любые два решения отличаются
на константу, то существует глобальная система координат на U,
такая что супермногообразие U можно интерпретировать как
время, а D — как производную по времени.

Решения уравнения D(g) = f мы будем называть первообразными
для f.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку D ∈ Vect(U)e, для любой функ-
ции f ∈ C∞ (U)l существует первообразная четности l + e. Из существо-
вания первообразных следует также, что векторное поле D невырожденно
во всех точках суперобласти U. Пусть сначала e = ¯0̄, а t ∈ C∞ (U) ¯0̄ —
первообразная для функции, тождественно равной 1. Тогда в окрестности
любой точки m ∈ U найдется система координат, в которой x1 = t и D =

=
∂

∂x1
. Если точка t0 ∈R такова, что {m ∈U | t(m) = t0} 6=∅, то уравнение

t = t0 задает в U замкнутое подсупермногообразие Z и любая функция на Z

может быть поднята до функции на U, удовлетворяющей уравнению Dh =
= 0 (нетрудно видеть, что U является открытым подсупермногообразием
в R × Z). Но такие функции — это только константы. Поэтому dim Z =
= 0|0, а U — интервал в R и t — координата на U.

Если e= ¯1̄, то обозначим через t произвольную нечетную первообраз-
ную для 1, а символом t — произвольную четную первообразную для t.
Все остальное доказывается так же, как в случае e = ¯0̄.

Упражнение. Обобщите предложение на семейства. Для любого
N-семейства времен нужно брать открытое подсупермногообразие W ⊂
⊂ N × T, такое что для любых (n, s) ∈W множество (n × R) ∩W связно:
в частности, подойдет W = N × T.

С каждой системой координат x на T мы ассоциируем векторное поле
∂

(x)
T , которое в координатах x имеет стандартную форму. Пусть x и y — две
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системы координат на T. Дифференциальный оператор D
(

y

x

)
единствен-

ным образом восстанавливается из условия

D
(

y

x

)
◦ ∂

(x)
T = ∂

(y)
T (5.17)

и называется обобщенным якобианом, ассоциированным с заменой ко-

ординат. Если p(∂T) = ¯0̄, то порядок оператора D
(

y

x

)
равен нулю и он

совпадает с обычным якобианом, а если p(∂T) = ¯1̄, то

D
(

y

x

)
= ∂

(y)
T (t1),

где x = (t, t) и y = (t1, t1). Действительно, в первой системе координат
задано векторное поле X = ∂t + t∂t и аннулирующая его 1-форма a =
= dt − tdt. Аналогичные поле и форма заданы и во второй системе
координат: X1 = ∂t1 + t1∂t1 и a1 = dt1 − t1dt1.

Пусть F — диффеоморфизм, действующий из пространства с коорди-
натами x = (t, t) в пространство с координатами y = (t1, t1) по формулам:

{
t1 = f(t, t),t1 = g(t, t).

Тогда

F∗ (a1) = F∗ (dt1 − t1dt1) = ∂fftdt + ∂fftdt− g(∂fgtdt + ∂fgtdt) =

= (∂fft− g∂fgt)dt + (∂fft− g∂fgt)dt.

Значит, F∗ (a1) = f · a (т. е. F — контакоморфизм) тогда и только тогда,
когда

∂fft− g∂fgt =−t(∂fft− g∂fgt)⇐⇒ (∂fft + t∂fft) =

= g(∂fgt + t∂fgt)⇐⇒ X(f) = gX(g), (5.18)

причем f = ∂fft− g∂fgt.

Теперь посмотрим, как контактоморфизм F действует на векторные поля:

∂t = ∂fft∂t1 + ∂fgt∂t1 ; ∂t = ∂fft∂t1 + ∂fgt∂t1 .

Конечно, в этих формулах нужно еще сделать обратную замену, так как
коэффициенты являются функциями от (t, t), а не от (t1, t1), но нас это
пока не заботит. Мы получаем:

F∗ (X) = (∂fft + t∂fft)∂t1 + (∂fgt + t∂fgt)∂t1 = X(f)∂t1 + X(g)∂t1 .
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С учетом условий (5.18) получаем (в последнем переходе мы учли, чтоt1 = g):

F∗ (X) = gX(g)∂t1 + X(g)∂t1 = X(f) (∂t1 + g∂t1) = X(g)X1.

5.4.2а. Упражнение. Каков явный вид оператора D
(

y

x

)
, если p(∂T) =

= ¯1̄?

5.4.3. Теорема. Пусть x и y — две системы координат на T. Тогда
для любой функции f ∈ C∞ (T) выполняются следующие тождества
(формулы замены координат):

]
f(x) vol(∂ (x)

T ) =
]

D
(

x

y

)
f(x(y))) · vol

(
∂

(y)
T

)
. (5.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку ∂
(y)
T = D

(
y

x

)
◦ ∂

(x)
T , мы получаем

∂
(y)
T ·

( ]
f vol(∂ (x)

T )
)

= D
(

y

x

)(
∂

(x)
T

]
f vol

(
∂

(x)
T

))
= D

(
y

x

)
f.

Определим интеграл вдоль отрезка классической формулой
b]

a

fdt = g(b) − g(a), где g — первообразная для f.

Гораздо более удобно работать с нашим определением семейств с самого
начала. Напомним, что N-семейством точек времен T называется мор-
физм N = N× pt→ T. Упорядоченную пару [fl, fr] N-семейств точек в T

мы назовем N-семейством отрезков в супермногообразии T.

5.4.3а. Упражнение. Пусть f : N→R1|k — морфизм супермногообра-
зий. Каждому N-семейству координат x = (u, x1, . . . , xk) на R1|k сопо-
ставим N-семейство Wx, состоящее из 0|k-мерных подсупермногообразий
в R1|k, заданных уравнением u− f∗ (u) = 0.

Докажите, что Wx не зависит от системы координат x тогда и только
тогда, когда либо k = 1, либо N = N (т. е. N является многообразием).

Определенным интегралом N-семейства функций f в системе ко-
ординат x вдоль N-семейства отрезков [fl, fr] назовем

]

[fl;fr]

f vol(∂ (x)
T ) := (f∗

r − f∗
l )
( ]

vol(∂ (x)
T )f

)
. (5.20)

Ясно, что определенный интеграл не зависит от выбора первообразной
функции.

Сравним приведенное выше определение определенного интеграла
с интегралом Березина. В координатах нетрудно проверить, что если fr,fl и f таковы, что jfl < jfr и

(supp f) ∩ ({m} × T) ⊆ {m} × [ jfl (m), jfr (m)] ,
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то ]

[fl,fr ]

vol(∂ (x)
T )f =

]
volx f,

где слева стоит интеграл по N-семейству форм объема с компактным
носителем.

Перейдем на более инвариантный язык: определим T-формы как клас-
сы эквивалентности выражений vol(∂ (x)

T )f по модулю замен координат вида
(5.19). Тогда ясно, что если dim T = 1|0, то T-формы совпадают с элемен-
тами модуля Vol(T).

Если же dim T = 1|1, то отождествить T-формы с элементами из
Vol(T) невозможно. Их законы преобразований совершенно разные. Более
того, при dim T = 1|1 на пространстве T-форм нет никакой естественной

структуры C∞ (T) -модуля, поскольку операторы D
(

y

x

)
являются диффе-

ренциальными операторами порядка 1.
Заметим, что если бы нам все-таки удалось зафиксировать класс коор-

динатных систем на R1|1 так, чтобы можно было рассматривать операторы

D
(

y

x

)
как скалярные, то это бы означало, что мы в модуле векторных

полей выделили подмодуль D ∈ Vect(T) ранга 1, такой что D ⊕ [D, D] =
= Vect(T). Выделить такой подмодуль — это то же самое, что задать
контактную структуру.

Итак, на R1|1 мы построили специфическую теорию интегрирования,
которая хотя и выражается через интеграл Березина, но представляет
собой совсем другое интегрирование, существующее наряду с березинским,
см. разъяснения в п. 5.4.4а.

В настоящий момент на этой конструкции (см. [Lev]) основана теория
Левина эллиптических функций на супермногообразиях и ее изложение
в [MaT].

5.4.4. Комментарии редактора.

5.4.4а. Пояснения. Пусть на R1|1 с координатами t, t задана контактная формаa := dt + tdt; пусть k(1|1) — супералгебра Ли контактных векторных полей, сохраняющая
распределение, заданное формой a. Все тензорные расслоения, на пространстве сечений
которых действует k(1|1), склеены из простейших — линейных (с 1-мерным или 0|1-мерным
слоем), различающихся (конформным, как выражаются физики) «весом» — собственным
значением под действием поля 2t∂t − t∂t на образующий элемент (тот, при котором ко-
эффициент — константа). В частности, вес элемента объема vol(t, t) равен 2 − 1 = 1.

Посмотрим теперь на суперпространство 1-форм. У него нет k(1|1)-инвариантного базиса
над F := C∞ (R1|1), а есть лишь инвариантное подпространство, натянутое на форму a,
и фактор по нему. В качестве представителя фактора можно взять форму dt, вес которой
равен 1, а значит, с точки зрения супералгебры k(1|1) между dt и элементом объема vol =

= [dt∂t] нет никакой разницы.
Поэтому мы можем интегрировать не только (финитные, т. е. с компактным носителем)

элементы объема, но и (финитные) 1-формы (профакторизовав их по F-подмодулю, натяну-
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тому на a): ]
(fdt + gdt) :=

]
(g − ft)dt=

]
(g − ft) vol(t, t). (5.21)

5.4.4б. Вопросы. 1) Обобщение вышеописанной конструкции кон-
тактного интегрирования на произведение n суперокружностей S1,1 оче-
видно: надо по частям интегрировать дифференциальную n-форму сперва
по модулю дифференциального идеала a1 := dt1 + t1dt1 и т. д. и, нако-
нец, по модулю дифференциального идеала an := dtn + tndtn, где ti, ti —
координаты на i-й суперокружности. (Нетрудно видеть, что от порядка
интегрирования ответ не зависит, так что определение корректно.)

Возможно ли обобщение такого интегрирования на n|n-мерные супер-
многообразия, отличные от произведения суперокружностей?

2) Можно ли описать аналог теории интегрирования на суперокруж-
ности SM1,1, ассоциированной с внешней алгеброй расслоения М биуса?
В этом случае с точки зрения супералгебры Ли 1) , сохраняющей распреде-
ление, заданное поднятием aM := dt + ttdt формы a на SM1,1, форма aM

не отличается от элемента объема.

5.4.4в. Задача. В книге [НСУ] дана внятная классификация важного
в приложениях класса обыкновенных дифференциальных уравнений 2-го
порядка. Суперизации этих уравнений описывают, вероятно, те же процес-
сы, что и подстилающие их ОДУ, но с внутренними степенями свободы.
На эту тему имеется несколько невразумительных текстов в физических
журналах, ни в одном из которых не понятно даже, как правильно по-
ставить в супер ситуации аналог классификационной задачи, изложенной
в [НСУ]. Например, сколько нечетных переменных можно (или нужно)
добавить, чтобы «извлечь квадратный корень» из производной по четной
переменной (надо рассматривать лишь «выделенные» случаи контактных
структур, см. [GLS1], или можно не ограничивать себя числом нечетных
переменных)?

Возможно, при решении этой задачи окажутся полезными идеи статьи
[ЛеС], результаты которой для этого необходимо сперва суперизовать хотя
бы на случай одного «квадратного корня» из производной по четной пере-
менной. По крайней мере, при таком подходе необходимость рассматривать
семейства «заметается под ковер», и можно (как мне сейчас кажется)
оставаться в рамках линейной алгебры.
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Глава 6

Интегрирование (В. Н. Шандер)

Введение

Что требуется для того, чтобы теорию интегрирования можно было бы
назвать разумной и достаточно полной? Прежде всего мы должны иметь
запас объектов, которые собственно и будем интегрировать (назовем их
формами), и запас объектов, по которым мы будем производить интегри-
рование (назовем их цепями).

Цепи должны быть компактными подмножествами многообразия, осна-
щенного какой-то дополнительной структурой (в классической ситуа-
ции эта структура — ориентация); каждому компактному подмножеству
должна соответствовать хотя бы одна цепь. Пространство форм хотелось
бы видеть модулем над алгеброй функций, в то время как множество
цепей должно составлять модуль над Z и оба пространства (как форм,
так и цепей) должны быть комплексами 1) . Спаривание между цепями
и формами должно быть невырожденным. Наконец, хотелось бы иметь
теорему, описывающую дифференцируемость интеграла как функции от
цепей, т. е. аналог формулы Стокса.

Все эти естественные требования выполнены (или почти выполнены)
в конструкциях, предлагаемых ниже.

Содержание этой главы следующее.
В § 6.1 обсуждаются ориентации. Замены ориентации на супермного-

образии управляются группой Z/2 ⊕ Z/2, так что ситуация слегка более
замысловатая, чем в классическом случае: для супермногообразий имеется
четыре аналога ориентации и пять типов ориентируемости.

В § 6.2 изучается главный объект нашей теории — модуль форм объема.
Мы опишем здесь березинское интегрирование форм объема с компакт-
ными носителями по супермногообразиям, сформулируем формулу замены
координат и теорему Фубини (о том, как интегрировать по произведению
супермногообразий).

В § 6.3 вводятся цепи. Мы детально исследуем возможности опреде-
лить интегрирование произвольной формы объема по компакту полной
размерности; решение этой задачи долгое время оставалось неизвест-

1) См. [ГМ].
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ным, и препятствием служил так называемый «пример Рудакова». Этот
пример показывает, что интегрирование формы объема по компактному
подмножеству в суперобласти исключительно неинвариантно (см. также
§ 6.7). Попытки дать инвариантное определение и привели к понятию цепи
как замкнутого подсупермногообразия с границей — это определение дано
И. Н. Бернштейном и Д. А. Лейтесом в 1975 г.

Теперь мы в состоянии построить несколько комплексов цепей. Мы
докажем, что спаривание между цепями и формами невырожденно; здесь
семейство цепей, зависящих от нечетных параметров, может оказаться
необходимым).

В § 6.4 мы, следуя М. А. Баранову и А. С. Шварцу, строим плотности —
наиболее общий класс объектов, которые можно интегрировать по подсу-
пермногообразиям. Это понятие используется в «обычном» анализе для
интегрирования чего-то несколько более общего, чем то, что предостав-
ляют дифференциальные формы. На множестве плотностей определить
дифференциал невозможно (класс плотностей слишком широк), а хоте-
лось бы, поэтому в § 6.6 мы выделяем плотности некоторого специального
вида. Они служат супераналогом плотностей, которые получаются из
дифференциальных форм на многообразиях, и на них можно определить
дифференциал.

В § 6.5 мы имеем дело с супераналогами дифференциальных форм.
Таких аналогов не один, а несколько, причем, честно говоря, мы совсем
не уверены, что выделили все разумные аналоги. Дело в том, что диф-
ференциальные формы на супермногообразии M являются функциями на
M̂ = ΠT∗M— супермногообразии, ассоциированном с кокасательным рас-
слоением с послойно сдвинутой четностью 1) на M (так что дифференциал
любой четной переменной нечетен и наоборот), а внешний дифференци-
ал на M — это некоторое специальное гомологическое векторное поле
на M̂. В классической ситуации (когда M = M — многообразие) слои
расслоения ΠT∗M чисто нечетны, поэтому все функции на M̂ являются
многочленами от дифференциалов координат (т. е. многочленами от ко-
ординат в слое). В суперслучае имеется широкий спектр возможностей.
Можно взять функции на M̂, полиномиальные по дифференциалам, и по-
лучить дифференциальные формы. Можно взять произвольные функции
и получить псевдодифференциальные формы; можно взять однородные
функции и получить то, что мы назвали суперформами, и т. д.

Мы изучим функториальное поведение разных типов форм и объясним,
как некоторые из этих форм можно (с определенными предосторожностя-
ми) интегрировать по цепям.

1) Tочнее, с внешней алгеброй этого расслоения, если M — многообразие; обобщение на
случай, когда M— супермногообразие, очевидно.
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В § 6.6 мы сформулируем подходящую версию теоремы Стокса для
разных типов форм и установим соответствие между формами и плотностя-
ми. Это соответствие выглядит так. Если форму можно проинтегрировать
по подсупермногообразиям, то такая форма задает некоторую плотность.
Теорема утверждает, что плотности, получаемые таким образом, являют-
ся в точности плотностями Воронова—Зорича и все структуры на этих
плотностях перенесены из пространства форм.

В § 6.7 содержатся некоторые дополнительные замечания, среди них
некоторые очень важные, например определение обобщенных функций
и преобразование Фурье.

Содержание главы, таким образом, довольно просто и стандартно. Од-
нако простоту можно и не заметить в той туче пыли, которую мы подняли,
борясь с техническими проблемами, одна из которых — необходимость
работы с семействами. Некоторые стандартные вещи становятся отчетливо
нестандартными после суперизации, например формула Стокса, связанная
с супермногообразиями 1) .

Ниже, если обратное не оговорено, Mn|m означает супермногообразие
размерности n|m, а U — суперобласть той же размерности с координатами

x = (x1, . . . , xn+m) = (u, x) = (u1, . . . , un, x1, . . . , xm). (6.1)
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6.1.1. Пусть Un|m — суперобласть, а x = (u, x) и y = (v, h) — две
системы координат на U. Мы скажем, что системы x и y одинаково
ориентированы, если

cpr
(

det
(

∂u

∂v

))
> 0 и cpr

(
det
(

∂x

∂h))> 0,

где cpr : C∞ (U) −→ C∞ (U) — каноническая проекция (всюду ниже детер-
минант матрицы размера 0 × 0 предполагается равным единице). Ори-
ентацией суперобласти является класс одинаково ориентированных
систем координат.

Таким образом, если n ·m 6= 0, то имеется четыре ориентации на U, а
если одна из размерностей n или m обращается в нуль, то имеется всего две
ориентации. Если не оговорено противное, мы предполагаем, что n ·m 6= 0.

1) Результаты В. Н. Шандера, изложенные в этой главе и препринтированные в 1987 г.
в трудах семинара [SoS], подводят нас к тому же, что через 10 лет после Шандера кратко
сформулировал В. П. Паламодов (см. [Pa]), а именно к гипотезе о том, что существует аналог
формулы Стокса, симметричный формуле из статьи [BL1] , но с «надсупермногообразиями»
коразмерности (0, −1). Сомнений в том, что такая формула существует, у меня нет, но, как
ни совестно, эту формулу до сих пор никто не выписал.

Задача. Выписать аналог формулы Стокса, симметричный формуле из статьи [BL1] :
с «надсупермногообразиями» коразмерности (0, −1). — Прим. ред.
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На системах координат на M аддитивная группа Z/2⊕ Z/2 действует
следующим образом. Обозначим через e1 (соответственно e2) образую-
щую первого (соответственно второго) экземпляра группы Z/2. Тогда e1

умножает первую четную координатную функцию на −1, оставляя прочие
координаты на месте, а e2 умножает на −1 первую нечетную координатную
функцию, оставляя прочие координаты на месте.

Лемма. Действие группы Z/2 ⊕ Z/2 переводит одинаково ори-
ентированные системы координат в одинаково ориентированные.
Действие группы Z/2⊕ Z/2 на ориентациях транзитивно.

Упражнение. Докажите лемму.

6.1.2. Всюду ниже M предполагается связным супермногообразием
(обобщение на несвязные супермногообразия очевидно). Ориентирую-
щим накрытием супермногообразия M назовем супермногообразие hM,
склеенное из карт (U, e), где U — карта на M, а e — ориентация на U.
Ориентация на U, заданная системой координат на M, не обязана совпа-
дать с e.

Скажем, что карты (U1, e1) и (U2, e2) пересекаются, если U1 ∩ U2 6=
6= ∅ и их ориентации совпадают на открытой суперобласти U1 ∩ U2,
отвечающей непустому пересечению U1 ∩ U2. На hM имеется естественное
действие группы Z/2⊕ Z/2, а именно, (a, b) ∈ Z/2⊕ Z/2 переводит (U, e)
в (U, (a, b)e). Проекция hM→M определена естественным образом: она
стирает ориентацию.

6.1.3. Пусть m ∈ M — произвольная точка. Построим гомоморфизм
фундаментальной группыq : p1 (M) −→ Z/2⊕ Z/2

следующим образом. Каждую петлю f : [0, 1] →M, где f(0) = f(1) = m,
накроем конечным числом карт U0, . . . , Ut, так что U0 = Ut = U

и Uk−1 ∩ Uk 6= ∅ при k = 1, . . . , t, и определим ориентацию на карте Uk

так, чтобы она совпадала с ориентацией на Uk−1 ∩Uk. Тогда ориентация на
Ut является результатом действия некоторого элемента q(f) ∈ Z/2⊕ Z/2
на ориентацию карты U0.

Упражнение. Проверьте, что q(f) не зависит ни от накрытия петли f
картами, ни от представителя класса [f] ∈ p1 (M), так что гомоморфизмq : p1 (M) −→ Z/2⊕ Z/2 корректно определен.

Типом ориентируемости (связного) супермногообразия M называ-
ется пара

(число связных компонент супермногообразия hM,
действие группы Z/2⊕ Z/2 на этих компонентах).

(6.2)
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Для a, b ∈ Z/2, где (a, b) 6= (0, 0), обозначим через K (a, b) подгруппу,
порожденную элементом (b, a), т. е.

K (a, b) = {(x, y) ∈ Z/2⊕ Z/2 | ax + by = 0}. (6.3)

Основанием для такого обозначения является то, что естественный гомо-
морфизм

Z/2⊕ Z/2−→ Z/2 = (Z/2⊕ Z/2)/K (a, b) (6.4)

отправляет элемент (x, y) в ax + by. Хорошо известно, что в группе
Z/2 ⊕ Z/2 имеется пять подгрупп, поэтому типов ориентированности су-
пермногообразий тоже ровно пять; а именно следующие:

1) hM состоит из четырех компонент связности, и действие Z/2 ⊕ Z/2
транзитивно на них;

2)–4) hM состоит из двух компонент связности, и ядром Z/2⊕ Z/2-дей-
ствия является группа K (a, b), где a, b ∈ Z/2, причем (a, b) 6= (0, 0);

5) hM связно, и действие группы Z/2⊕ Z/2 тривиально.
Мы скажем, что связное супермногообразие M (полностью) ориенти-

руемо, если супермногообразие hM имеет четыре компоненты связности;
(a, b)-полуориентируемо, если hM имеет две компоненты связности и яд-
ром Z/2 ⊕ Z/2-действия является группа K (a, b), и неориентируемо,
если hM связно.

Ориентацией полностью ориентируемого связного супермногообра-
зия M называется компонента связности супермногообразия hM.

Замечание. Супермногообразие hM всегда полностью ориентировано
для любого M.

Примеры. Вот несколько примеров каждого типа ориентируемости.
Любая n|m-мерная суперобласть, для которой n ·m 6= 0, ориентируема.
Чтобы получить примеры других типов, давайте воспользуемся со-

ответствием между супермногообразиями и векторными расслоениями.
А именно, напомним, что каждому n|m-мерному супермногообразию M

отвечает векторное расслоение E → Mn с m-мерными слоями, сечения
внешней алгебры которого образуют структурный пучок на M, и легко
видеть, что ориентация карты U ⊆M — это пара: (ориентация подстила-
ющей области U, ориентация слоя над U). Мы приходим, таким образом,
к таблице 6.1.

Лента Мёбиуса (нетривиальное векторное расслоение ранга 1 под окру-
жностью S1) дает пример (1, 0)-полуориентируемого супермногообразия.

Та же самая лента Мёбиуса в качестве базы тривиального линейного
расслоения дает пример (0, 1)-полуориентируемого супермногообразия.

Взяв сумму Уитни двух расслоений Мёбиуса и рассмотрев ее как
линейное векторное расслоение над лентой Мёбиуса, получим пример
(1, 1)-полуориентируемого супермногообразия.
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Та б л и ц а 6.1

Число
компонент

связности у hM
Ядро

Как этот тип ориентируемости
будет называться

Ориентируемая часть
векторного расслоения,
ассоциированного с hM

4 0 Полностью ориентируемое Слой и база
2 (1, 0) (1, 0)-полуориентируемое Только база
2 (0, 1) (0, 1)-полуориентируемое Только слой
2 (1, 1) (1, 1)-полуориентируемое Тотальное пространство

1 Z/2 ⊕ Z/2 неориентируемое
Ни слой, ни база,

ни тотальное пространство

Умножив (1, 0)-полуориентируемое супермногообразие на (0, 1)-полу-
ориентируемое супермногообразие, получим неориентируемое супермного-
образие.

6.1.4. Теорема. Действие группы Z/2⊕ Z/2 на связных компонен-
тах супермногообразия hM транзитивно, и ядро этого действия
совпадает с q(p1 (M)). Соответствие между ядрами Z/2⊕ Z/2-дей-
ствия и типами ориентируемости взаимно однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Группа Z/2⊕Z/2 транзитивно действует на ори-
ентациях карт; следовательно, она транзитивно действует и на компонентах
связности супермногообразия hM. Пусть K — ядро этого действия и g ∈ K.
Тогда любые две карты вида (U, e) и (U, g(e)) принадлежат одной и той же
компоненте связности супермногообразия hM. Если y— путь в hM, который
соединяет прообразы точки m ∈U в (U, e) и (U, g(e)), то проекция пути y

на M является петлей f в M и X(f) = g.
С другой стороны, если g ∈ q(p1 (M)) и f— петля в M, такая что q(f) =

= g, то рассмотрим карту U в M, пересекающуюся с петлей f. Для любой
ориентации e на U поднятие петли f в hM задает путь, соединяющий (U, e)
и (U, g(e)).

Чтобы закончить доказательство, необходимо для любой подгруппы
K ⊆ Z/2⊕ Z/2 построить супермногообразие M, такое что q(p1 (M)) = K.
Это сделано в примерах из п. 6.1.3.

Доказательство теоремы полностью завершено.

6.1.5. Мы скажем, что две системы координат x и y на суперобласти U

подобным образом (a, b)-полуориентированы, если

cpr
(

det
(

∂u

∂v

)a

· det
(

∂x

∂h)b)
> 0 для любых {a, b} ∈ Z/2× Z/2. (6.5)

Определение полуориентирующего накрытия, которое мы обозначим
символом hM(a, b), полностью аналогично ориентирующему накрытию.
Каждое полуориентирующее накрытие является двулистным накрытием
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супермногообразия M и, в свою очередь, дважды накрыто супермного-
образием hM. Все это можно изобразить следующей коммутативной диа-
граммой:

hM

yyssssssssss

�� %%KKKKKKKKKK

hM(1, 0)

%%KKKKKKKKKKK
hM(1, 1)

��

hM(0, 1)

yysssssssssss

M

(6.6)

На hM(a, b) группа Z/2≃ (Z/2⊕ Z/2)/K (a, b) действует естественным об-
разом.

Предложение. 1) Действие группы Z/2 на компонентах связно-
сти супермногообразия hM(a, b) транзитивно, и ядро этого дей-
ствия совпадает с фундаментальной группой p1 (M) многообра-
зия M.

2) Если M неориентируемо, то все его полуориентирующие на-
крытия связны.

3) Если M является (a, b)-полуориентируемым, то hM(a, b) состо-
ит из двух компонент, в то время как другие два полуориентиру-
ющих накрытия связны и диффеоморфны друг другу.

4) Если M ориентируемо, то все его полуориентирующие накры-
тия диффеоморфны друг другу и каждое содержит две компоненты.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1 доказывается аналогично тому,
как мы доказали теорему 6.1.4.

Образ группы p1 (M) в Z/2 равен {0} тогда и только тогда, когдаq(p1 (M)) ⊂ K (a, b), т. е. когда M ориентируемо или (a, b)-полуориенти-
руемо.

Если 
 : N→M является двулистным накрытием и супермногообразие
N не является связным, в то время как M связно, то N содержит две
компоненты, каждая из которых диффеоморфна супермногообразию M.
Применяя это рассуждение, мы получаем утверждения 2–4.

Назовем (a, b)-полуориентацией полностью ориентируемого или
(a, b)-полуориентируемого (связного) супермногообразия M компоненту
связности супермногообразия hM(a, b). Мы скажем, что M допускает
(a, b)-полуориентацию, если оно либо полностью ориентируемо, либо
(a, b)-полуориентируемо. Ясно, что если M допускает как (a, b)-, так
и (c, d)-полуориентации и (a, b) 6= (c, d), то q(p1 (M)) ⊂ K (a, b) ∩ K (c, d) =
= 0 и, значит, супермногообразие M полностью ориентируемо.
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6.1.6. Опишем также типы ориентации, вернувшись к языку карт и ат-
ласов. Пусть U = (U, x) и V = (V , y) — пересекающиеся карты на M (здесь
x и y — системы координат стандартных форматов). Значением матрицы

Якоби
(

∂x

∂y

)
в любой точке m ∈ U ∩ V является блочно-диагональная

матрица. Пусть (
∂x

∂y

)
(m) = diag(S, T). (6.7)

Если det S > 0, то (1, 0)-полуориентации на U и V совпадают;
если det T > 0, то (0, 1)-полуориентации на U и V совпадают;
если же det S · det T > 0, то (1, 1)-полуориентации на U и V совпадают.
Следовательно полуориентируемость супермногообразия M эквива-

лентна возможности выбрать специальный атлас {Ua = (Ua, xa) | a ∈ A}
на M. Для любых пересекающихся карт Ua, Ub и произвольной точки
m ∈ Ua ∩ Ub должно выполняться условие

(det S)a · (det T)b
> 0, где diag(S, T) :=

(
∂xa

∂xb)(m). (6.8)

Предложение. Пусть M — супермногообразие размерности n|m.
1) Если M допускает (1, 0)-полуориентацию, то такую же полу-

ориентацию допускает и любое его подсупермногообразие размер-
ности n|s, т. е. четной коразмерности 0, причем (1, 0)-полуориен-
тация на супермногообразии M определяет (1, 0)-полуориентацию
на подсупермногообразии и наоборот.

2) Если M допускает (0, 1)-полуориентацию, то такую же полу-
ориентацию допускают и все его подсупермногообразия размерно-
сти r|m, т. е. нечетной коразмерности 0, причем (0, 1)-полуориен-
тация на M задает (0, 1)-полуориентацию на любом подсупермно-
гообразии и наоборот.

Следствие. (1, 0)-полуориентация на M — это в точности ори-
ентация на подстилающем многообразии в обычном смысле.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если четная (нечетная) коразмерность многооб-
разия W ⊆M равна нулю, то база (слой) расслоения, соответствующего
супермногообразию W, совпадает с базой (слоем) расслоения, отвечаю-
щего многообразию M.

6.1.7. Скажем, что супермногообразие M снабжено G-структурой,
если можно выбрать функции перехода от карты к карте так, чтобы их
значения в каждой C-точке супермногообразия M лежали бы в C-точ-
ках супергруппы Ли G. Возможность оснастить супермногообразие M

какой-нибудь G-структурой может содержать некоторую информацию об
ориентируемости супермногообразия M. Скажем, что M снабжено почти
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Q-структурой, если на M задана почти комплексная структура с нечет-
ным оператором J, таким что J2 = − id, или почти Π-структурой, если
J2 = id.

В следующем предложении использован термин «почти». Он приме-
няется в тех случаях, когда в каждом касательном пространстве задана
(невырожденная) билинейная форма. Из линейной алгебры (гл. 1) мы зна-
ем, что такую форму можно привести к каноническому виду. Если это
можно сделать не только в данной точке, но и локально или на всем
многообразии, то структура называется интегрируемой, а слово «почти»
отбрасывают. Критерии интегрируемости G-структуры несложно описать в
терминах когомологий (супер)алгебры Ли (супер)группы Ли G, см. [ГроЛе],
где показано, что такой подход эквивалентен принятому пока подходу,
в котором используют менее удобные для вычислений и обобщений ко-
гомологии Спенсера.

Метрикой мы называем поле невырожденных симметрических би-
линейных форм. Таким образом, с нашей точки зрения, симплектическая
форма тоже метрика.

Предложение. 1) Если супермногообразие M допускает четную
почти комплексную структуру, то оно ориентируемо.

2) Если M допускает Q-структуру (нечетную почти комплексную
структуру), то оно (1, 1)-полуориентируемо.

3) Если M допускает почти симплектическую структуру, т. е.
OSpa (m|2n)-структуру, в частности dim M = 2n|m, то оно (1, 1)-по-
луориентируемо.

4) Если M допускает почти периплектическую структуру, т. е.
Pea (n)-структуру, в частности dim M = n|n, то оно (1, 0)-полуори-
ентируемо.

5) Если M допускает риманову структуру (= четную метрику) ,т. е.
OSp(m|2n)-структуру, в частности dim M = m|2n, то оно (1, 1)-по-
луориентируемо.

6) Если M допускает нечетную метрику, т. е. Pe(n)-структуру,
в частности dim M = n|n, то оно (0, 1)-полуориентируемо.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждая из упомянутых структур дает возмож-
ность выбрать специальный атлас на M, а именно если (U, x) и (V , y) —
пересекающиеся карты на M, то значения (6.7) матриц Якоби в каждой
точке m ∈U ∩ V принадлежат некоторой группе.

Если M допускает четную почти комплексную структуру, то

n = 2k, m = 2l,

S ∈GL(k, C) ⊆GL(2k, R), T ∈GL(l, C) ⊆GL(2l, R),
(6.9)

так что det S > 0, det T > 0.
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Если M допускает Q-структуру, то

S = T и detS · det T > 0. (6.10)

Если M допускает почти симплектическую структуру, то

n = 2k, S ∈ Sp(2k, R)) и T ∈O(m, R), (6.11)

так что det S > 0.
Если M допускает почти периплектическую структуру или нечетную

риманову метрику, то

ST = 1 и det S · det T > 0. (6.12)

Если M допускает риманову структуру, то

m = 2l, S ∈O(n, R) и T ∈ Sp(2L, R)), (6.13)

так что det T > 0.

6.1.8. Накрытия (6.6) определяют поднятия элементов из C∞ (M),
Vol(M), Ω(M) и других тензорных полей 1) с M на hM.

Группа Z/2 ⊕ Z/2 действует на C∞ ( hM), Vol( hM), Ω( hM) и других про-
странствах тензорных полей на hM. Пусть L — одно из пространств тензор-
ных полей, связанных с супермногообразием M, а hL — его поднятие на hM.
Для любых a, b ∈ Z/2 обозначим через L [a,b] суперпространство, состоя-
щее из всех тех l ∈ hL, которые под действием элемента (x, y) ∈ Z/2⊕ Z/2
умножаются на (−1)ax+by. Очевидно (а также известно из теории пред-
ставлений), что

hL = L [0,0] ⊕ L [0,1] ⊕ L [1,1] ⊕ L [1,0] , где L [0,0]
∼= L. (6.14)

Элементы пространства L [a,b] будут называться тензорными полями
(функциями, формами и т. д.) типа (a, b) на M. В терминах карт и ат-
ласов на M определение пространства L [a,b] читается следующим образом:
элементы из L [a,b] выражаются в каждой карте с помощью элементов из L,
но под действием замены координат (u, x) −→ (v, h) они умножаются на

sign
(

cpr
((

det
(

∂u

∂v

))a(
det
(

∂x

∂h))b
))

. (6.15)

Пусть L — пучок O-модулей. Очевидно, что

L [a,b] = L⊗O O [a,b] . (6.16)

Предложение. 1) Если M ориентируемо, то все подпространства
L [a,b] (неканонически) изоморфны друг другу. Изоморфизмы задаются
выбором ориентации на M.

1) Определение (пространств) тензорных полей на супермногообразии см. в [GLS].
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2) Если является M (a, b)-полуориентируемым, то подпро-
странства L [c,d] распадаются на пары (неканонически) изоморфных:
L [c,d]

∼= L [c+a,b+d] . Изоморфизмы задаются выбором (a, b)-полуориен-
тации на M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Любой элемент из L [a,b] восстанавливается по
своим ограничениям на произвольную компоненту связности супермно-
гообразия M, так что мы можем воспользоваться предложением из
п. 6.1.5.

6.1.9. Если f : N→M — открытое вложение в (полу)ориентируемое
супермногообразие, то (полу)ориентация переносится с супермногообразия
M на N с помощью f. Если N = M, то для любой ориентации e на M

ориентация f(e), перенесенная с помощью f, отличается от e на действие
элемента группы Z/2⊕Z/2, который от e не зависит. Назовем этот элемент
из Z/2⊕ Z/2 ориентацией диффеоморфизма f и обозначим orient(f).

Пример. Пусть M = Rn|m, а f соответствует линейному отображению
координатных функций с блочной суперматрицей diag(A, B). Тогда

orient(f) = (sgn(det A), sgn(det B)). (6.17)

6.1.10. Пусть f : L→M — локально-тривиальное расслоение, причемf является погружением. Пусть

sdim L− sdim M > 0|0 1) ,

и пусть у каждой точки m ∈ M найдется окрестность Um, такая чтоf−1 (Um) ≃Um ×Nm, где Nm — слой над m, является супермногообразием.
Мы скажем, что слой морфизма f ориентируем (полуориентируем типа
(a, b)), если существует набор ориентаций ((a, b)-полуориентаций) на Nm

согласованный в следующем смысле.
Если Ua ∩Ub 6=∅, то фиксируем ориентацию (полуориентацию того же

типа (a, b)) на Ua ∩Ub и потребуем совпадения ориентаций на суперобла-
стях f−1 (Uab), перенесенных с Un ×Nn и Um ×Nm.

Такой набор будет называться ориентацией слоя.

Предложение. Пусть f : L→M — локально тривиальное расслое-
ние со слоем N.

1) Если два объекта из тройки (L, M, N) ориентируемы (по-
луориентируемы того же типа), то третий тоже ориентируем (по-
луориентируем того же типа) и его ориентация (полуориентация)
однозначно устанавливается по ориентациям (полуориентациям)
двух других объектов.

1) В дальнейшем запись a|b > c|d означает, что a > c и b > d.
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2) Если два объекта из тройки (L, M, N) полуориентируемы
разных типов, то третий объект может быть как полуориенти-
руемым третьего типа, так и неориентируемым.

Если один объект из тройки (L, M, N) полностью ориентируем,
то ориентируемости двух других совпадают друг с другом.

3) Если L = M × N, то (a, b)-полуориентируемость супермного-
образия L эквивалентна (a, b)-полуориентируемости как M, так
и N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Покроем супермногообразие L картами вида
Ua × Vb, где M = ∪Ua, а f|U×V — проекция на первый сомножитель. Из
(a, b)-полуориентаций eU, eV, eU×V на U, V и U× V соответственно любые
две определяют третью из того условия, что ориентация eU × eV на U× V

совпадает с eU×V.
Полуориентируемость супермногообразия L — это возможность вы-

брать согласованные полуориентации на всех произведениях U× V, полу-
ориентируемость слоя — это то же самое, что полуориентируемость на V,
а полуориентируемость базы — это то же самое, что полуориентируемость
на всех супермногообразиях U.

2) Пусть полуориентации базы, или слоя, или тотального пространства
фиксированы. Тогда из (a, b)-полуориентаций eU, eV и eU×V одна фикси-
рована в каждой карте U× V, а две другие определяют друг друга.

3) Если M и N полуориентируемы, то M×N можно покрыть картами
Ua × Vb, где Ua — карты на M, а Vb — карты на N, такие что все карты
Ua одинаково полуориентированы и все карты Vb одинаково полуориенти-
рованы. Тогда все карты Ua × Vb тоже одинаково полуориентированы.

Если M × N полуориентируемо, то и все произведения Ua × N, где
Ua — карты на M, полуориентируемы, следовательно, и N, и M полуори-
ентируемы.

6.1.11. Покажем, что группу Z/2⊕Z/2 можно рассмотреть как фактор
группы всех диффеоморфизмов суперобласти по модулю связной компо-
ненты единицы. Для этого определим изотопию двух вложений супермно-
гообразий (супермногообразий с границей и т. д.) аналогично тому, как это
сделано для многообразий, см. [Хирш].

Морфизмы суперобластей yi : N→M, i = 1, 2, назовем изотопными,
если существует морфизм y′ : N× [0, 1] −→M, такой что его ограничения
на крайней точке отрезка совпадают с y1 и y2 соответственно.

Вложения fi : N→M назовем изотопными вложениями, если суще-
ствует вложение jf : N × [0, 1] −→M× [0, 1] , такое что

prM ◦ y : Ñ × [0, 1] −→M

— изотопия морфизма f1 в f2.
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Символом Dr|s обозначим супердиск, т. е. r|s-мерное подсупермного-
образие в Rr|s, базой которого является r-мерный диск Dr.

Предложение. Пусть r|s 6 n|m, f1, f2 : Dr|s −→ Rn|m — два вложе-
ния, a ориентация суперпространства Rn|m фиксирована.

1) Если r < n и s < m, то f1 и f2 изотопны.
2) Если r = n и s = m, то f1 и f2 изотопны тогда и только тогда,

когда ориентации супердисков Dr|s, перенесенные с Rn|m с помощьюf1 и f2, совпадают.
3) Если r = n и s < m, то f1 и f2 изотопны тогда и только тогда,

когда (1, 0)-полуориентации на Dr|s, перенесенные с Rn|m с помощьюf1 и f2, совпадают.
4) Если r < n и s = m, то f1 и f2 изотопны тогда и только тогда,

когда (0, 1)-полуориентации на Dr|s, перенесенные с Rn|m с помощьюf1 и f2, совпадают.

Здесь любое из чисел n, m, r, s может обратиться в нуль, поэтому мы
напоминаем наше соглашение о детерминантах матриц размера 0× 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству из [Хирш]. Вложе-
ние, сохраняющее начало координат, изотопно линейному (а именно ли-
нейному вложению, заданному матрицей частных производных морфизмаf в начале координат). А дальше все очевидно.

6.1.12. Частные случаи: n · m = 0. Если m = 0, то супермногообра-
зие Mn|0 = M следовало бы называть (0, 1)-полуориентируемым, имея
в виду то, что hM содержит две компоненты связности и соответствую-
щая (0, 1)-полуориентация единственна. Поэтому изоморфизмы, связан-
ные с этой полуориентацией, превращаются в тождества, а число компо-
нент связности уменьшается в два раза.

Если n = 0, то M = R0|m, а это супермногообразие, конечно же, ориен-
тируемо.

Замечание. Анализ понятия ориентируемости развит в этом параграфе
до той степени, которая нужна в теории интегрирования. В частности, мы
рассматриваем пространства L [a,b] , потому что вопросы интегрирования
на супермногообразии естественным образом приводят к отображениям,
которые меняют тип ориентируемости тензоров (точнее, тензорных полей).

§ 6.2. Березинское интегрирование форм объема
с компактным носителем

6.2.1. Модуль Vol(M) и производная Ли.

6.2.1а. Каждой системе координат x на суперобласти Un|m сопоставим
символ vx, и формой объема на U назовем класс эквивалентности пар
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(f, vx), где f ∈ C∞ (U), по модулю соотношений

(f, vy) ∼
(

f · Ber
(

∂y

∂x

)
, vx

)
. (6.18)

Пространство форм объема на U обозначим символом Vol(U).
Четность образующей (1, vx) модуля Vol(U) можно определить любым

из следующих двух естественных способов:

а) положить p(1, vx) = m (mod 2), тогда интегрирование форм объема
является четным отображением;

б) положить p(1, vx) = n−m (mod 2), тогда интегрирование имеет чет-
ность, сравнимую с n (mod 2), и формы объема на обычных n-мерных
многообразиях можно естественным образом отождествить с дифферен-
циальными формами максимальной степени.

Таким образом,

каждый из вышеуказанных способов а) и б) задать четность
на пространстве форм объема не сохраняет четность при вза-
имно однозначном соответствии f 7→ (f, vx) и , следовательно
не может быть изоморфизмом двухсторонних C∞ (U)-моду-
лей . Поэтому Vol(U) может наследовать у C∞ (U) только одну
из структур C∞ (U)-модуля : левую или правую .

(6.19)

Всюду ниже мы сохраняем левое действие.
Итак, обозначив пару (1, vx) символом vx, мы полагаем

(f, vx) = fvx, (6.20)

и, следовательно,

Vol(U) ∼= C∞ (U)Πm как C∞ (U)-модули. (6.21)

Другой выбор (так же как любой другой произвол подобного типа) по-
влияет только на знаки в некоторых из нижеследующих определений
и утверждений.

Пусть S — супермногообразие параметров. Определение S-семейства
форм объема на U, зависящее от параметров из S, получается из выше-
приведенного определения форм объема заменой слов «система координат
на U» словами «S-семейство систем координат на U», а также выражения
«f ∈ C∞ (U)» на «f ∈ C∞ (U × S)». В результате вместо C∞ (U)-модуля
Vol(U) мы получаем C∞ (U× S)-модуль Vol(U; S). Очевидно, что

Vol(U; S) = C∞ (U× S) ⊗C∞ (U) Vol(U).

6.2.1б. Пусть V и U — суперобласти, а i : V→ U — открытое вложе-
ние. Тогда i∗ (x) является системой координат на V для любой системы
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координат x на U. Полагая i∗ (fvx) := i∗ (f)vi∗ (x) , мы получаем четное отоб-
ражение i∗ : Vol(U) −→Vol(V).

Лемма. Отображение i∗ не зависит от системы координат x,
и i∗ (fr) = i∗ (f)i∗ (r) для любых f ∈ C∞ (U) и r ∈ Vol(U).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой другой системы координат y на U

имеем i∗
(

∂y

∂x

)
=

∂ (i∗y)
∂ (i∗x)

.

Пусть теперь M — супермногообразие. Склеивая C∞ (Ua)-модули
Vol(Ua), где {Ua}— база открытых областей для M, мы определяем пучок
модулей VolM над структурным пучком OM, и глобальные сечения пучка
VolM составляют C∞ (M)-модуль Vol(M).

Для супермногообразия параметров S пучок O(M×S) -модулей Vol(M,S)

на M× S и C∞ (M× S)-модуль Vol(M, S) определяются аналогично.
Если M и N — супермногообразия, а i : N→M — открытое вложение,

то определено отображение ограничения i∗ : Vol(M) −→ Vol(N), склеенное
из соответствующих отображений в картах.

Предложение. Отображение ограничения i∗ определено кор-
ректно, и i∗ (fr) = i∗ (f)i∗ (r) для любых f ∈ C∞ (M), r ∈Vol(M).

Упражнение. Докажите как это предложение, так и его обобщение на
семейства форм и открытых отображений.

6.2.1в. Пусть U— суперобласть, а D∈Vect(U) — векторное поле на U.
Дивергенцией поля D в координатах x называется функция divx D, задан-
ная формулой

divx D =
∑

16i6n+m

(−1)p(xi) (p(D)+p(xi)) ∂ (D(xi))
∂xi

. (6.22)

Лемма. Отображение divx : Vect(U) −→ C∞ (U) является четным,
R-линейным и для любых D ∈Vect(U), f ∈C∞ (U) удовлетворяет усло-
вию

divx fD = f divx D + (−1)p(f)p(D) D(f). (6.23)

Предложение. В координатах x для любых f ∈ C∞ (U), D ∈Vect(U)
и r ∈Vol(U) выполняются соотношения

1) LD (fvx) =
(
D(f) + (−1)p(f)p(D) f divx D

)
vx;

2) LgD (r) = gLD (r) + (−1)p(g)p(D) D(g)r;
3) LD (gr) = D(g)r + (−1)p(g)p(D) gLDr;
4) L∂i

(vx) = 0.

Следствие. Бездивергентные векторные поля, т. е. поля D, такие
что divx D = 0, — это в точности те поля, которые сохраняют
элемент объема vx.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно вычислить производную Ли элемен-
та объема vx. Пусть D ∈Vect(U), а t — дополнительная переменная, такая
что p(t) = p(D). Тогда отвечающее полю D инфинитезимальное семейство
диффеоморфизмов ft суперобласти U имеет вид

yi (t) := f∗
t (xi) = xi + tD(xi) (mod t2). (6.24)

Для любого дифференцирования X суперкоммутативной супералгебры A
и M ∈GL(n|m; A) верна, как мы помним, формула

Ber(M)−1 · X(Ber(M)) = str
((

scalarn|m (X)M
)

M−1) . (6.25)

Применяя эту формулу к M =
(

∂y

∂x

)
и X =

∂

∂t
, получаем, что

∂

∂t

(
Ber

(
∂y

∂x

))∣∣∣
t=0

=
∑

(−1)p(xi) (p(D)+1)
(

(−1)p(xi)p(D) ∂

∂t

(
∂yi

∂xi

))∣∣∣
t=0

=

=
∑

(−1)p(xi) (p(D)+1) ∂D(xi)
∂xi

= divx D. (6.26)

Остальное очевидно.

6.2.2. Интеграл Березина от форм с компактным носителем.

6.2.2а. Пусть U — суперобласть, x = (u, x) — система координат на U,
а r = fvx ∈Volc (U) — форма объема с компактным носителем на U. Опре-
делим интеграл от формы r по суперобласти U в координатах x (это и есть
интеграл Березина) формулой

]

U,x

fvx = (−1)m(m−1)/2+p(f)p(vx)
]

U

f1...1 (u)du, (6.27)

где справа берется риманов интеграл от функции f1...1 (u), т. е. от коэффи-
циента старшей степени в выражении f =

∑
faxa.

Формулу (6.27) можно переписать в виде

]

U,x

vxf =
]

U

(
∂

∂x1
. . .

∂

∂xm
f

)
du =

∂

∂x1
. . .

∂

∂xm

]

U

fdu. (6.28)

Очевидно, что интеграл
]

U,x

является четным R-линейным отображением

из пространства форм объема в R.

Теорема. Пусть r ∈ Volc (U), а x = (u, x) и y = (w, h) — две системы
координат на U. Пусть

e =





0, если x и y задают одну и ту же

(1, 0)-полуориентацию на U;

1 в противном случае.

(6.29)
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Другими словами, (−1)e = sign
((

det
∂u

∂w

)
(m)
)

для любой точки m∈U.

Тогда ]

U,x

r = (−1)e ]
U,y

r. (6.30)

Д о к а з а т е л ь с т в о основано на простом, но очень полезном утвер-
ждении, которое немедленно следует из теоремы о координатной записи
морфизмов.

Лемма. Любая замена координат y может быть представлена
в виде произведения конечного числа элементарных преобразованийy = yd

1 · . . . · yd
nyc

1 · . . . · yc
mybya, где

а) ya — замена координат на подстилающей области, т. е.

vj = vj (u1, . . . , un), где j ∈ {1, . . . n}; (6.31)

б) yb — линейная замена нечетных координатhi =
∑

i

ai
j (u)xi, где i, j ∈ {1, . . . m}; (6.32)

в) yc
j — (нелинейная) замена одной нечетной координатыhj = k(u, x)xj + k(u, x), где

∂

∂xj
k =

∂

∂xj

k = 0; (6.33)

г) yd
i — «сдвиг одной четной координаты в нечетном направле-

нии»
vi = ui + ∆(u, x), (6.34)

где ∆(u, x) принадлежит идеалу I, порожденному нечетными пере-
менными.

Во всех перечисленных случаях мы предполагаем, что неперечис-
ленные координаты сохраняются.

Теперь достаточно доказывать теорему для элементарных замен ко-
ординат. Для замен типов а) и б) утверждение очевидно. Под действи-
ем замен типа в) мы можем предположить, что координатная система
x′ = (u1, . . . , un, h1, x2, . . . , xm) переходит в x = (u1, . . . , un, x1, . . . , xm).
Если r ∈ Volc (U) имеет в координатах x′ вид (g(u, x) + h1f(u, x))vx′ , тоr = ((g + kf)k−1 + x1f(u, x))vx. (6.35)

Тогда
∂g

∂h1
= 0, а следовательно,

]

U,x′

gvx = 0. Аналогично

]

U,x

(g + kfk−1)vx = 0 и
]

U,x′

r =
]

U,x

r.
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Под действием замен типа г) мы можем предположить, что x = (u, x) и

x′ = (v1, u2, . . . , un, x1, . . . , xm), где v1 = u1 + ∆. (6.36)

Если r = f(x′)vx′ , то r = f(u1 + ∆, u2, . . . , xm)
(

1 +
∂∆

∂u1

)
vx. Поскольку

f(u1 + ∆, u2, . . . , xm) =
∞∑

i=0

(
∂

∂u1

)i

f(u, x)
∆

i

i!
, (6.37)

где не больше чем m первых членов отлично от нуля, мы получаем

f(u1 + ∆, u2, . . . , xm)
(

1 +
∂∆

∂u1

)
=

= f(u, x) +
∂

∂u1

( ∞∑

i=0

(
∂

∂u1

)i

f(u, x)
∆

i+1

(i + 1)!

)
, (6.38)

откуда следует, что
]

U,x

r =
]

U,x′

r.

Замечание. Из этой теоремы ясно, что практически всегда мы ин-
тегрируем отнюдь не формы объема, т. е. элементы Volc (U) = Volc (U) [0,0] ,
а элементы модуля Volc (U) [1,0] , поскольку интеграл форм Volc (U) меняет
знак относительно замены (1, 0)-полуориентации. Таким образом, чтобы
проинтегрировать форму из Volc (U) [a,b] , необходимо выбрать (a + 1, b)-по-
луориентацию на суперобласти U, для того чтобы превратить Volc (U) [a,b]

в Volc (U) [1,0] . Даже в чисто четном случае мы тоже всегда интегрируем
абсолютные формы, т. е. элементы пространства Volc (U) [1,0] , поскольку
в формуле замены переменных в интеграле Римана по Rn участвует не

det
(

∂x

∂y

)
, а
∣∣∣ det

(
∂x

∂y

)∣∣∣.

6.2.2б. Теперь пусть M — супермногообразие с данной (1, 0)-полу-
ориентацией, {Ua}— атлас на M, а fa — разбиение единицы, вписанное
в покрытие {Ua}. Для любого r ∈Volc (M) положим

]

M

r :=
∑a ]

Ua far, (6.39)

где полуориентации карт Ua определены полуориентацией супермного-
образия M (в сумме по a только конечное число слагаемых отлично от
нуля).

Теорема. 1) Интеграл от формы из Volc (M) не зависит от выбора
атласа и вписанного в него разбиения единицы.

2) Пусть y : M→M — диффеоморфизм. Тогда
]

M

r = e(y)
]

M

f∗ (r) (6.40)
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для любой формы r ∈Volc (M), гдеe(y) =

{
1, если y сохраняет (1, 0)-полуориентацию;

−1 в противном случае.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно размельчить покрытие и воспользо-
ваться теоремой из п. 6.2.2а, аддитивностью интеграла и компактностью
носителя supp r.

Замечание. Мы фактически определили интеграл от форм из
Vol(M) [1,0] по любому супермногообразию, так что нужды в (1, 0)-по-
луориентируемости нет. В дальнейшем мы по традиции имеем дело
исключительно с формами объема типа (0, 0) и должны предполагать,
что все супермногообразия (1, 0)-полуориентируемы. Хотя с тем же
успехом мы могли бы иметь дело с (1, 0)-формами и не требовать никакой
полуориентируемости супермногообразий.

6.2.3. Как интегрировать семейство форм. Пусть снова S — супер-
многообразие параметров. Семейство форм объема с компактным носите-
лем на M не обязано иметь компактный носитель на S, так что мы полагаем

Volc (M; S) = C∞ (M× S) ⊗C∞ (M) Volc (M). (6.41)

На случай семейств все определения и утверждения п. 6.2.2 обобщают-
ся заменой слов «система координат» на «S-семейство систем координат»,
за исключением леммы из п. 6.2.2а, где нужно сделать очередные измене-
ния.

Предложение. Отображение
]

M

: Volc (M; S) −→ C∞ (S) является

морфизмом (двусторонних) C∞ (S)-модулей.

Теорема. Пусть M допускает (1, 0)-полуориентацию, а y есть
S-семейство диффеоморфизмов супермногообразия M. Тогда

]

M

r = e(y)
]

M

y∗ (r) для любых форм r ∈ Volc (M; S), (6.42)

где e(y) =

{
1, если y сохраняет (1, 0)-полуориентацию;

−1 в противном случае.

Следствие. Пусть D есть S-семейство векторных полей на M

и r ∈Volc (M; S). Тогда ]

M

LDr = 0. (6.43)

В частности, это верно для r ∈ Volc (M).
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Важное замечание. Пусть Un|m — суперобласть, x — система коор-
динат на U. Согласно предложению из п. 6.2.1в имеем L∂i

(fvx) = ∂i (f)vx.
Легко показать, что любая форма r, такая что

]

U

r = 0 может быть пред-

ставлена в виде суммы конечного числа (не большего чем n + m) слагаемых
вида L∂i

ri. Это означает, что подпространство в Volc (U), порожденное фор-
мами вида LDi

ri имеет коразмерность 1|0. Поскольку любое R-линейное
отображение из Volc (U) −→ R, инвариантное относительно любого семей-
ства диффеоморфизмов, сохраняющих ориентации, должно иметь в ядре
формы вида LDr, интеграл Березина однозначно определен на Volc (U)
с точностью до числового множителя только в силу своей инвариантности.

6.2.4. Теорема Фубини. Пусть M и N — супермногообразия. Имеется
канонический изоморфизм

Vol(M×N) ∼= Vol(M) ⊗C∞ (M) C∞ (M×N) ⊗C∞ (N) Vol(N), (6.44)

откуда следует, что

Vol(M) ⊗C∞ (M) Vol(N; M) ∼= Vol(M×N) ∼= Vol(M; N) ⊗C∞ (N) Vol(N). (6.45)

Изоморфизм (6.44) строится следующим образом. Пусть (U, x) и (V, y) —
карты в M и N соответственно, а x = (u, x), y = (w, h) и z = (u, w, x, h) —
системы координат на U, V и U × V соответственно. Определим отобра-
жение

Vol(U) ⊗C∞ (U) C∞ (U× V) ⊗C∞ (V) Vol(V) −→Vol(U× V),

vx ⊗ f ⊗ vy 7−→ fvz (−1)p(vx)p(f) = vzf(−1)p(vy)p(f) .
(6.46)

Итак, мы определили изоморфизм линейных пространств, согласованный
со структурами левых C∞ (U)-модулей и правых C∞ (V)-модулей. Он ин-
вариантен относительно замен переменных как на U, так и на V, поэтому
такие локальные изоморфизмы можно склеить в желаемый изоморфизм.
Теперь мы можем сформулировать аналог теоремы Фубини.

Предложение (теорема Фубини). Пусть r ∈Volc (M×N), где M =
= Mn|m и N = Nr|s — супермногообразия. Тогда

]

M

( ]

N

r)=
]

M×N

r = (−1)nr
]

N

( ]

M

r), (6.47)

где справа r трактуется как элемент из Vol(M) ⊗C∞ (M) Vol(N; M),
а слева — как элемент из Vol(M; N) ⊗C∞ (N) Vol(N).

Всякая (1, 0)-полуориентация на M × N определяется (1, 0)-по-
луориентациями на M и N.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (U, x) и (V, y) — карты на M и N соот-
ветственно, x = (u, x), y = (w, h) и supp r⊆ U× V. Тогда элементуr = v(u,x) ⊗ v(w,h) f(u, w, x, h) ∈Vol(U) ⊗C∞ (U) Vol(V; U) (6.48)

отвечает форма объемаr = v(u,w,x,h) f(u, w, x, h) ∈ Vol(M×N). (6.49)

Используя уравнения (6.44) из п. 6.2.2а, мы получаем, что
]

V,y

vyf =
]

V

(
∂

∂h1
. . .

∂

∂hs
f
)

dw (6.50)

и ]

U,x

vx

]

V,y

vyf =
]

U

( ]

V

(
∂

∂x1
. . .

∂

∂xm

∂

∂h1
. . .

∂

∂hs
f
)

dw

)
dv, (6.51)

в то время как
]

U×V,z

vzf =
]

U×V

((
∂

∂x1
. . .

∂

∂xm

∂

∂h1
. . .

∂

∂hs
f
)

dw
)

dv. (6.52)

Остальное предоставляется читателю.

Замечание. Диффеоморфизм y : M × N = N ×M определяет изомор-
физм

Vol(M×N) ≃Vol(N ×M). (6.53)

Если (U, x) и (V, y) — карты на M и N соответственно, то очевидно, что
(1, 0)-ориентация на M × N = N ×M умножается под действием y на
(−1)nr.

§ 6.3. Интегрирование по компактам. Цепи

6.3.1. Продолжения интеграла Березина. Пример Рудакова. Как
и в «чисто четном случае», т. е. при интегрировании по многообразиям,
необходимо уметь интегрировать формы из Vol(M) по любому компакту.
Для начала пусть M — это суперобласть U.

Продолжением интеграла Березина, связанным с системой ко-
ординат x = (u, x) на U, назовем отображение

]

c,x

: Vol(U) −→ R, заданное
аналогично п. 6.2.2 формулой

]

c,x

vxf =
]

c

(
∂

∂x1
. . .

∂

∂xm

)
fdu1 . . . dun (6.54)

для любого компакта c⊆U.
Продолжение интеграла Березина существенно зависит от координат-

ной системы, как показывает следующий простой пример: пусть U = R1|2,
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c = [0, 1] , и пусть есть две координатные системы x = (u, x1, x2) и y =
= (w, h1, h2), где

w = u + x1x2, h1 = x1, h2 = x2. (6.55)

Если r = vyf(w), то
∂f

∂h1
=

∂f

∂h2
= 0 и
]

c,y

r = 0, (6.56)

в то время как
]

c,x

r =
]

c,x

vx (f(u) + x1x2f′ (u)) =−f(1) + f(0). (6.57)

Это и есть прославленный пример Рудакова. Как одно из средне-
го размера несчастий на пути развития теория супермногообразий, оно
вызвало к жизни в 1980-х гг. некоторое количество статей, содержащих по-
пытки преодолеть трудность, которую этот пример описывает. Этих статей
могло бы быть и поменьше, если бы рецепт, известный И. Н. Бернштейну
и Д. А. Лейтесу в 1975 г. и опубликованный, например, в работе [BL1]
(см. также [BL2]), был бы прочитан авторами этих статей. Мне думается,
что этот рецепт является лучшим способом решения проблемы (см. также
замечания в § 6.7); в частности, он ведет к наиболее общей форме теоремы
Стокса. Я надеюсь, что удобство подхода Бернштейна—Лейтеса и его
естественный характер будет ясен из нижеследующего изложения.

Пример Рудакова означает, что для того чтобы корректно определить
интеграл любой формы объема , необходимо к паре (r, c) добавить некото-
рую информацию , которая обеспечивает единственность интеграла . Ясно
также , что все проблемы возникают на границе области интегрирования .
Давайте сначала рассмотрим модельный пример.

Зафиксируем систему координат x = (u, x) на Rn|m и обозначим сим-
волом Rn

− подмножество Rn, заданное условием u1 6 0, а символом
V−

c (Rn|m) — подпространство в Vol(Rn|m), состоящее из r, таких что
supp r ∩ Rn

− — компакт. Любой координатной системе y = (w, h) на Rn|m

сопоставим отображение
]

y

: V−
c (Rn|m) −→ R

по стандартной формуле
]

y

vyf =
]

W

(
∂

∂h1
. . .

∂

∂hm
f
)

dw1 . . . dwn, (6.58)

где W ⊆Rn — множество значений вектора ¯ ¯w̄ = (w1 (u), . . . , wn (u)) при всех
u ∈ Rn

−.
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Любая система координат y на Rn|m задает диффеоморфизмy : Rn|m −→ Rn|0 × R0|m.

Сопоставим системе координат y супермногообразие

Uy = y−1 (∂W × R0|m). (6.59)

Оно является подсупермногообразием в Rn|m коразмерности 1|0, и его
подстилающим служит как раз ∂Rn

− = {u ∈ Rn | u1 = 0}.
Теорема. Соответствие

]

y

←→ Uy между множеством отобра-

жений
]

y

и множеством (n − 1)|m-мерных подсупермногообразий

в Rn|m с подстилающим ∂Rn
− является взаимно однозначным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Группа обратимых замен координат на супер-
многообразии Rn|m транзитивно действует как на множестве отображений]

y

, так и на множестве подсупермногообразий Uy. Легко проверить, что

любое (n − 1)|m-мерное подсупермногообразиие U в Rn|m, для которого
с U = ∂Rn

−, имеет вид Uy на некоторой системе координат y (см. также
лемму ниже). Поэтому достаточно рассмотреть стабилизаторы как отоб-
ражения

]

x

, так и суперобласти Ux и убедиться, что они совпадают. Мы

воспользуемся разложением диффеоморфизмов из леммы из п. 6.2.2а:y = yd
1 . . .yd

nyc
1 . . .yc

mybya, (6.60)

где верхний индекс указывает на тип диффеоморфизма, т. е. yd
i и yc

j за-
трагивают только wi и hj, соответственно. Из определения отображения]

y

немедленно следует, что замены координат типов а), б) и в) сохраняют

интеграл. Рассмотрим замену координат типа г):

wi = ui + ∆i, где i ∈ I ⊂ {1, . . . , n}. (6.61)

Как показано в п. 6.2.2, замена координат типа г) действует так:

vx′f(w, h) 7→ vx

(
f(u, x) +

∂

∂ui

(
∞∑

j=0

(
∂

∂ui

)j

f(u, x) · ∆
j+1

(j + 1)!

))
. (6.62)
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Отсюда следует, что
]

y

=
]

x

при i 6= 1, а при i = 1 мы получаем

]

y

vyf(y) =
]

x

vxf(x) +
0]

−∞

du1

]

Rn−1

∂

∂x1
. . .

∂

∂xm
gdu2 . . . dun,

где g =
∂

∂u1

(
∞∑

j=0

(
∂

∂u1

)j

f(x)
∆

j+1

(j + 1)!

)
.

(6.63)

Поэтому
]

y

=
]

x

тогда и только тогда, когда

S(∆, f) :=
]

Rn−1

du2 . . . dun
∂

∂x1
. . .

∂

∂xm

(
∞∑

j=0

(
∂

∂u1

)j

f(u, x) · ∆
j+1

(j + 1)!

)∣∣∣∣∣
u1=0

= 0

(6.64)
для любой функции f ∈ C∞ (Rn|m). Это условие эквивалентно тому, что

∆ ∈ u1C∞ (Rn|m). (6.65)

Действительно, если ∆ = ∆′ (u2, . . . , xm) + u1∆
′′, то S(∆, f) = S(∆′, f).

Если ∆′ 6= 0, то пусть ∆′bxb — лексиграфически самый младший член

в выражении ∆′ =
∑a ∆′axa. Полагая

f = f0 (u)x1−bi

1 . . . x1−bi
m , (6.66)

где f0 — такая функция, что supp f0 ∩ Rn
− — компакт, а

]

Rn−1

(f0∆bdu2 . . . dun)|u1=0 6= 0, (6.67)

мы видим, что S(∆′, f) 6= 0.
Поскольку подсупермногообразие в Rn|m, отвечающее системе ко-

ординат x, задается идеалом u1C∞ (Rn|m), нетрудно видеть, что замены
типа а), б), в) сохраняют это подсупермногообразие, а замена типа г)
сохраняет его при i 6= 1 или при i = 1 и ∆ ∈ u1C∞ (Rn|m).

Упражнение. Сформулируйте и докажите аналог теоремы для семей-
ства форм.

Теперь мы видим, что

дополнительная информация , необходимая для того чтобы
обеспечить инвариантность интегрирования , — это структура
подсупермногообразия на границе области интегрирования .

Для любого множества X ⊆M обозначим через ¯X̄ его замыкание в M,
а символом ∂X обозначим множество граничных точек множества X, т. е.
∂X = ¯X̄ \ {внутренность множества X}.
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Подсупермногообразием с границей в супермногообразии M назо-
вем пару (N, ∂N), где N — открытое подсупермногообразие в M, такое что
множество граничных точек ∂N множества N является подмногообразием
в M коразмерности 1, а ∂N есть некоторое подсупермногообразие в M

коразмерности 1|0, такое что подстилающее его многообразие — это ∂N.
Пара (N, ∅), где N не имеет граничных точек, будет также рассматриваться
как супермногообразие c границей.

Для наших целей необходимо слегка более общее понятие, чем под-
супермногообразие с границей. Снова фиксируем систему координат x =
= (u, x) на Rn|m, и пусть s ∈ N. Назовем s-краем в Rn|m набор

K = {A(s), ∂A1, . . . , ∂As}, (6.68)

где A(s) = {u ∈ Rn | ui < 0, i = 1, . . . s} и каждая грань ∂Ai является
классом эквивалентности (n− 1)|m-мерных подсупермногообразий в Rn|m,
подстилающие которых содержат ∂Ai = {u ∈ ¯Ā(s) | ui = 0}.

Два подсупермногообразия назовем эквивалентными, если они сов-
падают в некоторой окрестности множества A(s).

Назовем систему координат y = (w, x) стандартной для данного
s-края, если cpr y = cpr x, а каждая грань ∂Ai задается уравнением wi =
= 0.

Мы будем иногда рассматривать Rn|m как 0-край, а любую координат-
ную систему на Rn|m в таком случае рассматривать как стандартную (для
0-края).

Замечание. 1-край в Rm|n — это в точности подсупермногообразие
с границей в Rm|n, подстилающее многообразие которых есть A(1), а ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯¯A(1) =
= Rn

−, так что 1-края в Rm|n находятся во взаимно однозначном соот-
ветствии с m − 1|n-мерными подсупермногообразиями, подстилающими
многообразиями которых является одно и то же ∂Rn

−.

Лемма. Для каждого данного s-края K существует система ко-
ординат, стандартная для K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F есть представитель класса ∂A1 в неко-
торой открытой области U ⊇ ¯Ā. Согласно определению подсупермного-
образия для любой точки z ∈ F существует четная функция ∆z, опреде-
ленная в окрестности Uz точки z, такая что пересечение Uz ∩ F задается
уравнением u1 + ∆z = 0 и cpr ∆z = 0.

Функция ∆z не единственна. Ее можно заменить на некоторую функцию
∆′

z, тогда и только тогда, когда

u1 + ∆′
z = k(u1 + ∆z), (6.69)
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где k ∈ C∞ (Uz)
×
¯0̄ — обратимый множитель, но дополнительное условие

∂

∂u1
(∆z) = 0 возвращает единственность. Следовательно, функции ∆z и ∆t

совпадают на Uz ∩Ut для любых z, t ∈ F, и мы получаем некоторую функ-
цию ∆ ∈ C∞ (U) ¯0̄, такую что cpr ∆ = 0 и уравнение u1 + ∆ = 0 определяет
грань ∂A1. Другие грани рассматриваются таким же образом.

Предложение. Для любых граней K и r ∈ Vol(Rn|m), таких что

supp r ∩ A — компакт, интеграл
]

A,y

r не зависит от выбора стан-

дартной системы координат y на Rn|m.

Д о к а з а т е л ь с т в о абсолютно аналогично доказательству теоремы
из этого пункта.

Набор, состоящий из конечного множества подсупермногообразий
с границей {(Ni, ∂Ni) | i ∈ I} в супермногообразии M, будет называться
хорошим, если

1) N = ∩Ni является непустым открытым подсупермногообразием
в M;

2) для любой граничной точки t ∈ ∂N и набора It = {i1, . . . , ik} индек-
сов i, таких что t ∈ ∂Ni, существует координатная окрестность U точки t,
такая что ∂Nie

∩ U задается уравнением ue = 0 для e ∈ {i1, . . . , ik}.
Два хороших набора {(N′

i, ∂N′
i) | i ∈ I} и {(N′′

j , ∂N′′
j ) | j ∈ J} будут счи-

таться эквивалентными, если ∩N′
i = ∩N′′

j (обозначим эти пересечения
через N) и для любой граничной точки t ∈ ∂N существуют координатная
окрестность Ut точки t и взаимно однозначное соответствие между набо-
рами индексов It = I′t и Jt = I′′t , такие что N′

ik
∩Ut и N′′

jk
∩Ut совпадают как

подсупермногообразия в Ut.
Класс эквивалентности хороших множеств будет называться n|m-мер-

ным подсупермногообразием в M с кусочно-гладкой границей.
Другими словами, подсупермногообразие с кусочно-гладкой границей

является пересечением элементов хорошего набора подсупермногообразий
с границей {(Ni, ∂Ni) | i ∈ I}. Для хорошего набора {(Ni, ∂Ni) | i ∈ I} мы
обозначим соответствующее подсупермногообразие в M с кусочно-гладкой
границей символом ∩

i
(Ni, ∂Ni).

Если K = ∩
i

(Ni, ∂Ni) — подсупермногообразие в M с кусочно-гладкой

границей, то открытое подсупермногообразие ∩
i
Ni называется внутрен-

ностью супермногообразия K и обозначается Int(K), а ¯ ¯K̄ := ∩
i

¯ ¯N̄i назы-

вается замыканием супермногообразия K. Ориентаций (полуориента-
ций) на подсупермногообразии с кусочно-гладкой границей K называется
ориентация (полуориентация) на Int(K).
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Примеры. 1) Пусть M — супермногообразие, f — четная 1) функция
на M, такая что и f, и ее четный дифференциал не обращаются в нуль
одновременно. Тогда уравнение f = 0 выделяет подсупермногообразие ∂N

коразмерности 1|0 в M, а пара

({u ∈M | f(u) < 0}, ∂N) (6.70)

является подсупермногообразием с границей в M.
Действительно, пусть f(x) = 0 для некоторой точки x ∈M. Тогда суще-

ствует окрестность U ∋ x, где f можно рассматривать в качестве одной из
координат.

2) Пусть на M имеется конечное множество F = {f1, . . . , fk} четных
функций, таких что

а) N = {m ∈M | fi (m) < 0 при любых i = 1, . . . , k} 6=∅;

б) если fi1 , . . . , fie
обращаются в нуль в точке x ∈M, то их дифферен-

циалы линейно независимы в x.

Тогда множество F вырезает в M подсупермногообразие N с кусочно-
гладкой границей, а именно, пересечение подсупермногообразий с грани-
цей, заданных функциями fi, как в примере 1.

В дальнейшем в ситуации примера 1 (соответственно 2) мы скажем,
что супермногообразие с границей выделено в M неравенством f 6 0
(соответствующим набором неравенств).

Пусть U— открытое подсупермногообразие в M и U∩ Int(K) 6=∅. Тогда
U ∩K является супермногообразием с кусочно-гладкой границей в U. Из
определения подсупермногообразия с кусочно-гладкой границей следует,
что для любого m ∈ ¯ ¯K̄ существует карта U на M, такая что U ∩K явля-
ется s-краем для некоторого s ∈ N, а соответствующая система координат
стандартна. Такие карты в U будут называться стандартными для K.

6.3.2. Теперь мы можем проинтегрировать формы из Vol(M) сле-
дующим естественным образом. Пусть K является супермногообразием
(с кусочно-гладкой) границей в M, таким что ¯ ¯K̄ — компакт. Для любой
граничной точки x ∈ ∂ ¯ ¯K̄ выберем стандартную карту Ux. Тогда компакт ¯ ¯K̄
покрыт набором Int(K)

⋃
x∈∂ ¯ ¯K̄

Ux. Для любой формы r ∈ Vol(M), используя

соответствующее разбиение единицы, мы получаем конечное разложениеr = r0 +
∑ ra, supp r0 ⊆ Int(K) и supp ra ⊆ Ua, где Ua — какие-то из

стандартных карт Ux при x ∈ ∂K. Затем мы интегрируем форму r0 как
форму с компактным носителем на M. Интегрируем все полученные формыra в соответствующих системах координат и складываем результат. Таким
же образом мы можем проинтегрировать любую форму r ∈ Vol(M) по

1) В смысле супералгебры, конечно, а не f(x) = f(−x).
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произвольному подсупермногообразию K с кусочно-гладкой границей в M,
если supp r ∩ ¯ ¯K̄ — компакт.

Предложение. Результат вышеописанной процедуры не зависит
ни от разбиения единицы, ни от систем координат в картах.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Независимость от систем координат в картах
обеспечивается предложением из п. 6.3.1, а независимость от разбиения
единицы доказывается размельчением покрытия.

6.3.3. Лемма. Пусть K = ∩(Vi, ∂Vi) и L = ∩(Wj, ∂Wj) — подсупер-
многообразия с кусочно-гладкими границами в супермногообразиях
M и N соответственно. Тогда набор

{(Vi ×N, ∂Vi ×N) | i ∈ I} ∪ {(M×Wj, M× ∂Wj) | j ∈ J} (6.71)

хороший и, таким образом, определяет в M×N подсупермногообра-
зие K×L с кусочно-гладкой границей. Внутренностью супермного-
образия K× L является Int(K) × Int(L).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим V = ∩Vi ⊆M и W = ∩Wi ⊆N. Тогда
(⋂

i

(Vi ×N)
)
∩
(⋂

j

(M×Wj)
)

= V×W 6=∅ (6.72)

и
∂ (V×W) = (∂V× ∂W) ∪ (∂V×W) ∪ (V× ∂W). (6.73)

Покрывая ¯ ¯K̄ и ¯L̄ стандартными картами, мы получаем стандартные (с точ-
ностью до перестановки координат) карты на ∂ (V×W).

Теорема (Фубини). Пусть K = ∩(Vi, ∂Vi) и L = ∩(Wj, ∂Wj) —
два подсупермногообразия с кусочно-гладкими границами в супер-
многообразиях M и N соответственно. Тогда для любой формыr ∈ Vol(M×N), такой что supp r ∩ ( ¯ ¯K̄× ¯L̄) — компакт, выполняется
равенство ]

M

( ]

N

r)=
]

M×N

r, (6.74)

где в правой части форма r рассматривается как элемент из
Vol(M) ⊗C∞ (M) Vol(N; M), и (1, 0)-полуориентация на M×N задается
(1, 0)-полуориентациями на M и N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. С помощью разбиения единицы общий случай
сводится к ситуации, когда каждый из сомножителей содержится в стан-
дартной карте. Дальше проводятся вычисления в координатах, которые
полностью аналогичны доказательству теоремы Фубини из п. 6.2.4.
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6.3.4. Как интегрировать семейства форм. Пусть Mn|m — супер-
многообразие, а Tp|q — супермногообразие параметров. Подсупермного-
образие в M× T с границей (N, ∂N) назовем T-семейством супермного-
образий с границами в M, если для каждой точки (m, t) ∈ ∂N существует
T-семейство систем координат на U в окрестности U × T′, такое что
∂N ∩ U× T′ задается уравнением u1 = 0.

Подсупермногообразие в M × T с кусочно-гладкой границей K =
= ∩(Nj, ∂Nj), такое что (Nj, ∂Nj) есть T-семейство супермногообразий
с границей в M при всех j, назовем T-семейством супермногообразий
с кусочно-гладкой границей M.

Ниже мы определим интеграл от T-семейства форм по T-семейству
подсупермногообразий с кусочно-гладкой границей M, так что результат
окажется функцией из C∞ (T). Сначала мы предположим, что T является
суперобластью, и при необходимости будем уменьшать T, не объявляя
этого специально.

Пусть K = ∩(Ni, ∂Ni) есть T-семейство подсупермногообразий с ку-
сочно-гладкой границей в M и множество ¯K̄ ∩ (M× {t}) есть компакт в M
для любой точки t∈ T. Покроем множество граничных точек в K конечным
числом стандартных семейств карт, т. е. окрестностей вида Ua × T, где
Ua ⊆M, с T-семействами систем координат x = (x1, . . . , xn+m), такими
что K ∩ (Ua × T) является l-краем (где l 6 n), заданным неравенствами
x1 < 0, . . . , xl < 0.

Пользуясь разбиением единицы, мы разложим произвольную формуr ∈Vol(M; T) в сумму r=
∑
i>0

rj, где supp r0 ⊆ U0 × T ⊆ Int(K) при U0 ⊆M

и supp rj ⊆ Uj × T, где j > 0. Положим затем
]

K

r =
]

U0

r0 +
∑

j>0

]
(rj, Uj ∩K), (6.75)

где r0 ∈ Volc (M; T), а остальные интегралы вычисляются по стандартной
формуле в T-семействе координатных систем на Uj, выбранных вместе
с Uj.

Очевидно, что если указанным выше способом мы вычислим интеграл
для двух подсуперобластей T′ и T′′ в T, то полученные функции из C∞ (T′)
и C∞ (T′′) совпадут на T′ ∩ T′′. Выполняя описанную выше процедуру
интегрирования в окрестности каждой точки супермногообразия T, а потом
склеивая, мы получим в результате функцию на всем T. Эта функция и есть
желаемый интеграл

]

K

r.

Теорема. 1) Интеграл корректно определен: он не зависит ни от
выбора карт Ua, ни от T′-семейства систем координат в Uj, ни от
разбиений единицы.
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2) Интеграл является морфизмом C∞ (T)-модулей

Vol(M× T) −→ C∞ (T).

3) Спаривание между семействами форм объема на M и се-
мействами подсупермногообразий с кусочно-гладкой границей в M

невырождено:
3а) для любой невырожденной формы r ∈ Vol(M; T) найдется

T1-семейство подсупермногообразий с границей (N, ∂N), такое что
]

(N,∂N)

r 6= 0,

а ¯N̄ ∩M× {t}— компакт для любой точки t ∈ T и где

T1 =

{
T, если p(r) = ¯0̄,

T1 = T × R0|1, если p(r) = ¯1̄;

3б) для любых различных T-семейств K1 и K2 супермного-
образий с кусочно-гладкой границей в M × T существует формаr ∈ Volc (M; T), такая что

]

K1

r 6= ]
K2

r.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1 доказывается стандартным об-
разом: так же как предложение из п. 6.3.2. Из того же предложения
вытекает утверждение 2. Доказательство утверждения 3а следует из двух
приведенных ниже лемм.

6.3.4а. Лемма. Если r ∈ Vol(M; T), то существует T1-семейство

систем координат x = (u, x) в M, такое что r= vxf и
∂

∂x1
. . .

∂

∂xm
f 6= 0.

Здесь

T1 =

{
T, если p(r) = ¯0̄,

T × R0|1, если p(r) = ¯1̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U × T ⊆ M × T — карта, такая чтоr|U×T 6= 0. В координатах имеем r = vxf, где f =
∑a fa (u, t)xa. Выберем

самый лексикографически старший член fb (u, t)xb1
1 . . . xbm

m .
Если b1 + . . .+bm < m, то положим

w1 = u(1−∆),

wi = ui при i > 2,hj = xj,

(6.76)

где ∆ = tkx1−bi
1 . . . x1−bm

m , а k ≡ m + b1 + . . . + bm (mod 2), и t — коор-
дината на R0|1. Легко видеть, что с точностью до знака старший член
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в выражении формы r в R0|1 × T-семействе координатных систем (w, h)
имеет вид fb · h1 . . .hm · tk (здесь мы воспользовались тем, что ∆2 = 0).

6.3.4б. Лемма. Если r = vxf и
∂

∂x1
. . .

∂

∂xm
f 6= 0 в T-семействе си-

стем координат на M, то существует T-семейство (1, 0)-полуо-
риентированных подсупермногообразий с границей в M, такое что]

(N,∂N)

r 6= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы легко сводится к очевидному утвержде-
нию. Если f ∈C∞ (Rn) и f(0) 6= 0, то существует шар Dn с центром в начале
координат, такой что

]

Dn

fdu1 . . . dun 6= 0.

Чтобы доказать утверждение 3б, достаточно рассмотреть случай, когда
Int(K1) = Int K2. В противном случае утверждение очевидно. Мы можем
взять форму r, такую что supp r⊆K1 \K2 и

] r 6= 0.
Выберем карту U на M и T-семейство систем координат на M, в ко-

торых пересечение K1 ∩ (U × T) задается неравенством u1 < 0. Теперь
осталось сослаться на теорему из п. 6.3.1.

Следствие. Если r ∈ Vol(M) — не тождественно нулевая форма,
то
]

K

r = 0 для любого подсупермногообразия K с границей, такого

что ¯ ¯K̄ ∩ supp r является компактом, тогда и только тогда, когда
p(r) = ¯1̄.

6.3.5. R0|q-семейства форм и подсупермногообразий (с кусочно-
гладкой) границей. Такие семейства суть нечто специальное. В частно-
сти, R0|q-семействами подсупермногообразий с кусочно-гладкой границей
в супермногообразии M являются в точности подсупермногообразия с ку-
сочно-гладкой границей в супермногообразии M× R0|q.

Предложение. Пусть K — это R0|q-семейство подсупермного-
образий с кусочно-гладкой границей в супермногообразии M. Тогда
для любой формы r ∈ Vol(M), такой что supp r ∩ ¯ ¯K̄ — компакт, вы-
полняется равенство ]

R0|q

( ]

K

r)=
]

K

r, (6.77)

где в левой части K рассматривается как R0|q-семейство подсупер-
многообразий с кусочно-гладкой границей в супермногообразии M,
в то время как в правой части K рассматривается как подсу-
пермногообразие с кусочно-гладкой границей в супермногообразии
M× R0|q.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. R0|q-семейство K задает в точности одно подмно-
гообразие с кусочно-гладкой границей в многообразии M, а именно ¯K̄. Сле-
довательно, одно-единственное разбиение единицы на supp r∩ ¯K̄ обслужи-
вает все семейство. Теперь мы можем предположить, что носитель supp r

достаточно мал, и выбрать стандартное R0|q-семейство систем координат,
сведя таким образом общий случай к теореме Фубини (см. п. 6.3.3).

Это предложение является фактически специальным случаем инте-
грирования по слоям, которое будет рассматриваться в конце § 6.6.
Основанием для того, чтобы поместить это предложение здесь, является
его практическая ценность. Процедура интегрирования, описанная выше,
требует разбиения единицы и специальных систем координат. Это может
показаться слишком замысловатым. Предложение дает более простой ал-
горитм, который использует интегрирование семейств.

6.3.6. Рецепт вычисления
]

K

r. Если Un|m — суперобласть с коор-

динатами x = (u, x), K — ее подсупермногообразие с кусочно-гладкой
границей f ∈ C∞ (U) и r = vxf, то рассмотрим K как R0|m-семейство под-
супермногообразий с кусочно-гладкой границей в Rn и проинтегрируем
vuf ∈ Vol(Rn|0; R0|m) по K. Мы получим функцию g ∈ C∞ (R0|m). Теперь

возьмем интеграл от vxg по R0|m, т. е.
∂

∂x1
. . .

∂

∂xm
g.

Это и есть
]

K

r.

Тот же самый рецепт работает для супермногообразий: надо только
представить супермногообразие M в виде M × R0|n, что локально всегда
верно.

6.3.7. Цепи. Интегрирование по цепям. Пока что мы определили
супермногообразие с кусочно-гладкой границей коразмерности 0|0 в M.
В общем случае при r|s < n|m назовем Nr|s супермногообразием с ку-
сочно-гладкой границей в M, если N является супермногообразием
с кусочно-гладкой границей в каком-то замкнутом r|s-подсупермногообра-
зии W в M.

Назовем r|s-цепью в M формальную конечную сумму с целыми ко-
эффициентами

∑
i kiKi, где Ki суть r|s-многообразия с кусочно-гладкой

границей, а замыкание каждого подстилающего многообразия Ki в M —
компакт.

Обозначим символом Cr|s (M) группу r|s-цепей в M. Среди r|s-цепей
есть, конечно же, и пустая цепь, которой соответствует 0 ∈ Cr|s (M).

Определим отображение

∂ : Cn|m (M) −→ Cn−1|m (M) (6.78)
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следующим образом. Пусть K задано набором {(Ni, ∂Ni) | i ∈ I}. Тогда
положим ∂K =

∑
∂Ki, где ∂Ki — супермногообразие с кусочно-гладкой

границей в ∂Ni, заданное набором
{(

∂Ni

⋂
j6=i

Nj, ∂Ni

⋂
j6=i

∂Nj

) ∣∣∣ где j пробегает все индексы,

такие что ∂Ni

⋂
j6=i

Nj 6=∅
}

.
(6.79)

Если K — супермногообразие с границей (N, ∂N), то положим ∂K =
= (∂N, ∅), а если K = (N, ∅), то положим ∂K =∅. Продолжим ∂ на всю
группу Cn|m (M) по Z-линейности.

Отображения ∂ : Cr|s (M) −→Cr−1|s (M) для r < n определяются анало-
гично.

Замечание. Граница супермногообразия с границей является супер-
многообразием, в то время как граница компактного супермногообразия
с кусочно-гладкой границей является цепью.

Множества ориентированных r|s-цепей определяются естественным
образом. Положим C

r|s
0,0 (M) = Cr|s (M), и пусть C

r|s
∗,∗ (M) означает множество

цепей с полной ориентацией. Обозначим символом C
r|s
a,b (M), где a, b ∈ Z/2,

группы по-другому ориентированных цепей.
Если (N, ∂N) — подсупермногообразие с границей и ∂N 6= ∅, то ори-

ентация (полуориентация) супермногообразия N определяет ориентацию
(полуориентацию) супермногообразия ∂N. Действительно (1, 0)-полуори-
ентация супермногообразия ∂N — это просто ориентация многообразия
∂N = ∂ (N), индуцированная ориентацией на N, а (0, 1)-ориентация на ∂N,
унаследована от ориентации на N согласно предложению из п. 6.1.6. Таким
образом мы получаем пять последовательностей множеств и отображений.
Стирание ориентаций задает коммутативную диаграмму проекций

C
r|s
∗,∗ (M)

yyssssssssss

�� %%LLLLLLLLLL

C
r|s
0,1 (M)

%%KKKKKKKKKK
C

r|s
1,1 (M)

��

C
r|s
1,0 (M)

yyssssssssss

C
r|s
0,0 (M) = Cr|s (M)

. (6.80)

Структуру Z-модуля на C
r|s
a,b (M) определим обычным образом, отожде-

ствив каждую замену полуориентации цепи с умножением на −1 в C
r|s
0,1 (M),

C
r|s
1,0 (M), и C

r|s
1,1 (M).
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Предложение. В комплексах C
r|s
1,0 (M) и C

r|s
1,1 (M) выполняется тож-

дество ∂2 = 0, а в комплексах C
r|s
0,0 (M), C

r|s
0,1 (M) и C

r|s
∗,∗ (M) выполняется

только условие ∂2 = 0 (mod 2). (Поэтому над Z имеется только два
комплекса, а не пять!)

Вопрос. Формально мы получаем целую кучу гомологий супермного-
образий, занумерованных типом ориентации и суперразмерностью. Каков
дифференциально-геометрический смысл этих гомологий? Возможно, этот
смысл прояснится сам собой, если эти гомологии вычислить хоть для
каких-нибудь примеров. А это уже не сомнительный вопрос, а ясная
и важная проблема.

Назовем T-семейством n|m-мерных цепей в Mn|m формальную сум-
му

∑
i

kiK
i, где ki ∈ Z, а Ki суть T-семейства подсупермногообразий

с кусочно-гладкой границей в M, такие что в каждой точке t∈ T множество
¯K̄ ∩ (M× {t}) является компактом в M.

Определения семейств ориентированных r|s-цепей очевидны. Со-
ответствующие обозначения: C

r|s
a,b (M; T). В частности, для T = R0|q полу-

чаем

C
r|s
a,b (M; R0|q) ⊆ C

r|s+q
a,b (M× R0|q),

где равенство имеет место, если s = m.
(6.81)

Ниже мы будем использовать то обстоятельство, что группа C
r|s
a,b (M; T1)

естественным образом вложена в C
r|s
a,b (M; T1 × T2): умножим каждое сла-

гаемое цепей из C
r|s
a,b (M; T1) на T2.

Теорема. Как отображение из Vol(M × T) × C
n|m
1,0 (M; T) в C∞ (T),

интеграл является четным и билинейным отображением. Он согла-
сован со структурой C∞ (T)-модуля на первом аргументе и Z-модуля
на втором.

Спаривание
]

: Vol(M; T) × C
n|m
1,0 (M; T) −→ C∞ (T) (6.82)

невырождено: для любых различных K1, K2 ∈C
n|m
1,0 (M; T) существует

форма r ∈ Vol(M; T), такая что
]

K1

r 6= ]
K2

r.

Упражнение. Докажите эту теорему.

6.3.8. Дополнение. Пусть M — супермногообразие, W — открытое
подсупермногообразие в M, такое что замыкание W в M — компакт.
Обозначим символом VolW множество форм из Vol(M), носитель которых
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принадлежит ¯ ¯ ¯W̄. Оказывается, продолжение интеграла Березина на VolW
корректно определено: покроем ¯ ¯ ¯W̄ картами Ui, разложим r ∈VolW в сумму
форм ri, таких что supp ri ⊆ ¯ ¯ ¯W̄ ∩ Ui, и положим

]

W

′r =
∑

i

]

Ui∩W

ri, (6.83)

где интегралы в правой части вычисляются в произвольной системе коор-
динат на Ui.

Предложение. Отображение
]

W

′
корректно определено, не зави-

сит от выбора покрытия {Ui} замыкания ¯ ¯ ¯W̄ и на VolW ∩Volc (W)
совпадает с интегралом Березина.

Д о к а з а т е л ь с т в о можно легко вывести из теоремы из п. 6.3.7.

§ 6.4. Плотности

6.4.1. Понятие плотности. Плотностью на (супер)многообразии
Mn|m называется закон, который по каждому подсупермногообразию
N →֒M данной размерности предъявляет форму объема. В этой главе мы
ограничимся вложенными подсупермногообразиями и плотностями, кото-
рые зависят только от 1-струй вложений (некоторые другие возможности
обсуждаются в § 6.7). В координатах плотности интерпретируются сле-
дующим образом; см. [BSc]. Пусть супермногообразие Vr|s, вложенное
в n|m-мерную суперобласть U, параметризовано:

xk = fk (t1, . . . , tr+s) для 1 6 k 6 n + m. (6.84)

Тогда r|s-плотностью на U называется функция 
(x, A) от переменных

x = (x1, . . . xn+m) и A = (ak
i | 1 6 k 6 n + m, 1 6 i 6 r + s), (6.85)

такая что
]

volt 
(f,
∂fk

∂ti
) не зависит от параметризации подсупермного-

образия V. Это означает, что
(x, GA) = 
(x, A) · Ber G

для любого семейства матриц G ∈GL(r|s; C∞ (V)).
(6.86)

Пара r|s называется размерностью плотности. Будем говорить не
«r|0-плотность», а «r-плотность».

Наша цель заключается в том, чтобы сделать это описание более ин-
вариантным. Построим функтор на категории супермногообразий, который
каждому супермногообразию M сопоставляет супермногообразие TPar (M),
являющееся расслоением над M со слоем, состоящим из упорядоченных
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наборов из r четных и s нечетных кокасательных векторов. Теперь опре-
делим r|s-плотности на супермногообразии M как функции на открытых
подсуперобластях в TPar (M), удовлетворяющие условию (6.86).

Мы увидим, что r|s-плотности на r|s-мерных супермногообразиях
можно отождествить с формами объема. Поскольку TPar (.) есть функ-
тор, любое вложение супермногообразия f : N → M задает вложениеfPar : TPar (N) −→ Tr|s (M), и, следовательно, r|s-плотность на N является
обратным образом r|s-плотности на M. Если dim N = r|s, то мы получаем
r|s-плотность на r|s-мерном супермногообразии, т. е. желаемую форму
объема на N.

Для реализации этой программы мы построим в этом параграфе функ-
тор TPar (.) и обсудим две технические проблемы, «заметенные под ковер»
в предыдущем изложении.

1) Как ориентируемость супермногообразий и подсупермногообразий
сказывается на плотностях?

2) Какие открытые подсупермногообразия из TPar (M) естественно вы-
брать в качестве областей определения плотностей?

Соответствующее определение плотности будет дано в следующем
пункте.

Начнем с двух примеров плотностей на многообразиях.

Примеры. 1) Пусть Mn — многообразие. Тогда дифференциальные
r-формы являются r-плотностями: форму w ∈ Ωr (M) можно ограничить
на любое r-мерное подмногообразие i : N→M, и мы получим форму мак-
симальной степени i∗ (w) ∈ Ωr (N) на N, т. е. форму объема на N.

2) Пусть M — риманово многообразие. Тогда на M можно мерить длины
кривых, вычислять объемы подмногообразий и т. д. Все это возможно
благодаря тому, что, как выразился Ю. И. Манин в книге [МаКП, п. 4.7.8] :

«на каждом римановом многообразии заданы
канонические квадраты плотностей всех размерностей»,

т. е. квадраты плотностей не меняют знак при замене координат.

Эти примеры показывают, что плотность должна иметь по крайней мере
две характеристики:

1) размерность подсупермногообразия, на котором она определя-
ет форму объема, — эта размерность будет называться размерностью
плотности;

2) тип этой формы по отношению к заменам ориентации на этих под-
супермногообразиях; этот тип будет называться типом плотности.

Как ясно из приведенных примеров, плотности разных типов имеют
мало общего друг с другом. Это не удивительно: по куску вложенного
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под(супер)многообразия невозможно судить, ориентируемо объемлющее
(супер)многообразие или нет.

Плотность, задающая форму объема типа (a, b) на r|s-мерных су-
пермногообразиях Mn|m, будет называться плотностью типа (a, b),
и пространство таких плотностей на супермногообразии Mn|m будет обо-
значаться символом D

r|s
a,b (M).

Плотности типа (a, b) на M составляют пучок OM-модулей D
r|s
a,b. В об-

щем случае любой пучок OM-модулей D имеет четыре ипостаси:

D [c,d] = D⊗O O [c,d] , где c, d ∈ Z/2.

Таким образом, мы должны рассмотреть 4× 4 = 16 пучков D
r|s
a,b [c,d] плот-

ностей, где a, b, c, d ∈ Z/2 для каждой размерности r|s.
Обозначим C∞ (W)-модуль сечений пучка D

r|s
a,b [c,d] над открытой обла-

стью W⊆M символом D
r|s
a,b [c,d] (W). Как обычно,

D
r|s
a,b [c,d] ≃D

r|s
a,b [e,f] ,

если M допускает (c + e, b + f)-полуориентацию.
(6.87)

Для простоты мы будем в основном рассматривать (в этом параграфе
и далее, пока это возможно) D

r|s
a,b := D

r|s
a,b [0,0] , предполагая, что M ориен-

тируемо и поэтому нам встретится не больше четырех типов плотностей.
В частных случаях их будет даже меньше. Как легко видеть,

D
0|s
a,b
∼= D

0|s
0,0 при a, b ∈ Z/2,

поскольку 0|s-мерные супермногообразия ориентируемы. По аналогичным
причинам

D
r|0
a,0
∼= D

r|0
a,1 при a, b ∈ Z/2.

Если Mn|m допускает (1, 0)-полуориентацию, то любое подсупермного-
образие размерности n|s тоже допускает (1, 0)-полуориентацию. Следо-
вательно, в этом случае

D
n|s
0,b
∼= D

n|s
1,b для любого b ∈ Z/2.

Если M допускает (0, 1)-полуориентацию, то и любое подсупермногообра-
зие размерности r|m ее допускает. Следовательно, в этом случае

D
r|m
a,0
∼= D

r|m
a,1 для любого a ∈ Z/2.

И наконец, для ориентируемого супермногообразия M все D
n|m
a,b изо-

морфны.
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6.4.1а. Три суперверсии многообразий Штифеля. Рассмотрим ли-
нейное супермногообразие T

r|s
n|m ≃ Rrn+sm|rm+ns, координатные функции

которого занумерованы парой чисел и заполняют суперматрицу A = (ak
i )

стандартного формата (r|s) × (n|m). Подстилающее многообразие супер-
многообразия T

r|s
n|m является многообразием блочных матриц вида

(
A00 0
0 A11

)
, где A00 ∈Mat(r× n; R) и A11 ∈Mat(s×m; R). (6.88)

При r 6 n обозначим символом (0)
E

r|s

n|m открытое подсупермногообразие
в T

r|s
n|m, подстилающее многообразие которого задается условием rk A00 = r

для матрицы A00 из формулы (6.88).

При s 6 m обозначим символом (1)
E

r|s

n|m открытое подсупермногообразие
в T

r|s
n|m, подстилающее многообразие которого задается условием rk A11 = s

для матрицы A11 из формулы (6.88).
При r|s 6 n|m положим

E
r|s
n|m =

( (0)
E

r|s

n|m

)
∩
( (1)

E
r|s

n|m

)
. (6.89)

Супермногообразие E
r|s
n|m называется супермногообразием r|s-реперов

на Rn|m или супермногообразием Штифеля. Отметим, что, строго гово-
ря, имеется несколько типов супермногообразий Штифеля E

Par1
Par2

, по одному
на каждую пару суперматричных форматов Par1×Par2, где |Par1 | = r|s
и |Par2 | = n|m. Пока возможно, мы будем для простоты рассматривать
лишь один тип супермногообразий Штифеля — тот, что отвечает стандарт-
ным форматам.

Очевидно, что E
r|s
n|m плотно в T

r|s
n|m при r 6 n и s 6 m, а если только

одно из этих неравенств выполняется, то соответственно либо (0)
E

r|s

n|m, либо
(1)

E
r|s

n|m плотно в T
r|s
n|m.

Замечание. Пусть A = (ak
i ) — координаты на T

r|s
n|m и B = (bk

i ) — коорди-
наты на T

s|r
m|n. Соответствие ak

i ←→ bn+m−k
r+s−i задает изоморфизм T

r|s
n|m
∼= T

s|r
m|n.

Этот изоморфизм индуцирует диффеоморфизмы

(0)
E

r|s

n|m←→ (1)
E

s|r

m|n и (1)
E

r|s

n|m←→ (0)
E

s|r

m|n. (6.90)

Говоря неформально, T
r|s
n|m является супермногообразием упорядочен-

ных множеств, состоящих из r четных и s нечетных векторов из Rn|m,

а (0)
E

r|s

n|m выделяется тем условием, что четные векторы должны быть

линейно независимы; аналогично (1)
E

r|s

n|m выделяется условием линейной
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независимости нечетных векторов. И, наконец, супермногообразие (6.89)
это супермногообразие r|s-реперов в Rn|m.

Мы не можем ограничиться рассмотрением ни T
r|s
n|m, ни E

r|s
n|m. Первое

супермногообразие слишком большое, поскольку функция Ber(A), которая
играет важнейшую роль в теории интегрирования, первоначально опреде-
лена только на супермногообразии E

n|m
n|m. Эту функцию можно естественно

продолжить на (1)
E

n|m

n|m, но на супермногообразии T
n|m
n|m \

(1)
E

n|m

n|m у нее обя-
зательно будут особенности. Аналогичное утверждение верно для Ber−1

и (0)
E

n|m

n|m.

И наоборот, E
r|s
n|m — слишком маленькое супермногообразие. Теория

плотностей, основанная на E
r|s
n|m может справиться только с вложениями

подсупермногообразий, и мы получаем ограничения r|s 6 n|m.
В § 6.6 мы покажем нечто неожиданное, а именно, что

если r > n, а s < m, то существуют r|s-плотности на n|m-мерной
суперобласти U и семейства морфизмов r|s-мерной суперобласти
в U, такие что интегралы от прообразов соответствующих плот-
ностей не обращаются в нуль .

Это, собственно, и позволяет нам быть уверенным в том, что проблема,
сформулированная в конце введения в эту главу, имеет положительное
решение.

Таким образом, мы должны развить два варианта теории плотностей.

Одна основана на E
r|s
n|m, а другая — на (1)

E
r|s

n|m (та, что основана на (0)
E

r|s

n|m,
аналогична).

По супермногообразию Mn|m и атласу {Ua} на нем склеим супер-
многообразие Tr|s (M) из карт Ua × T

r|s
n|m следующим образом. Каждому

открытому вложению f : U → V суперобластей с координатами x и y

соответственно сопоставим морфизм fr|s : U× T
r|s
n|m −→ V× T

r|s
n|m, который

в координатах имеет вид

(fr|s)∗ (yk) = f∗ (yk), (fr|s)∗ (bk
i ) =

n+m∑

l=1

al
i

∂f∗ (yk)
∂xl

, (6.91)

где (x, al
i) и (y, bk

j ) — координаты на U× T
r|s
n|m и V× T

r|s
n|m соответственно.

Ясно, что супермногообразие Tr|s (M) построено одновременно с про-
екцией на M и является суперрасслоением, слой которого T

r|s
n|m в точке

p является супермногообразием, соответствующим линейному суперпро-
странству (TpM)r ⊕ (ΠTpM)s. Когда выполняется одно из неравенств r 6 n

или s 6 m, мы можем определить одно из расслоений (0)
E

r|s

n|m (M) или
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(1)
E

r|s

n|m (M), а если выполняются оба неравенства, то можем определить

расслоение E
r|s
n|m (M). Если r|s 6 n|m, то получаем коммутативную диаграм-

му вложений векторных расслоений на M:

Er|s (M) //

��

(1)
E

r|s
(M)

��
(0)

E
r|s

(M) // Tr|s (M)

(6.92)

Любой морфизм супермногообразий f : M→N можно поднять до мор-
физма fr|s : Tr|s (M) −→ Tr|s (N), (6.93)

совместного с проекцией. В локальных координатах (x, A = (al
i)) на Tr|s (M)

и (y, B = (bk
i )) на Tr|s (N) получаем

(fr|s)∗ (bk
i ) =

n+m∑

l=1

al
i

∂f∗ (yk)
∂xl

и jfr|s (x, A) =
(
jf(x), hA · ∂y

∂x
(x)
)

, (6.94)

где A — блочно-диагональная матрица координат на Tr|s (N).

Упражнение. Проверьте, что морфизм fr|s определен корректно, а со-
ответствие M 7→ Tr|s (M) является функтором в категории многообразий
(как гладких, так и аналитических, определенных в книгах [МаКП, Бер]).

Мы скажем, что морфизм f : Mn|m→N имеет полный четный ранг,
если в любой локальной системе координат x = (u, x) на M и y = (v, h)
на N выполняется условие

rk
(

∂f∗ (v)
∂u

)
= n в любой точке многообразия M. (6.95)

Скажем, что морфизм f : Mn|m → N имеет полный нечетный ранг,
если

rk
(

∂f∗ (h)
∂x )

= m в любой точке многообразия M,

и полный ранг, если морфизм одновременно имеет и полный четный,
и полный нечетный ранги.

6.4.2. Предложение. 1) При r 6 n морфизм f : Mn|m → N имеет
полный четный ранг тогда и только тогда, когдаfr|s

( (0)
E

r|s
(M)

)
⊆ (0)

E
r|s

(N). (6.96)
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2) При s 6 m морфизм f : Mn|m→N имеет полный нечетный ранг
тогда и только тогда, когдаfr|s

( (1)
E

r|s
(M)

)
⊆ (1)

E
r|s

(N). (6.97)

3) При r 6 n и s 6 m морфизм f : Mn|m → N имеет полный ранг
тогда и только тогда, когда fr|s (Er|s (M)) ⊆ Er|s (N).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть только подстилающие
морфизмы. Морфизм fr|s линеен по слою над z ∈ M, а в локальных
координатах x на M и y на N ему отвечает матрица из двух подобных
блоков, так что мы приходим к элементарной задаче линейной алгебры.
Если X ∈Mat(k× n) и rk X = r, то отображение A 7→ AX переводит любую
(r× k)-матрицу ранга r в (r× n)-матрицу ранга r.

С другой стороны, если rk X < r, то rk AX < r.

Замечание. На E
r|s
n|m действуют супергруппы GL(n|m) и GL(r|s), и их

действия коммутируют. Фактор супермногообразия Grr|s
n|m по GL(r|s)-дей-

ствию называется грассманианом r|s-мерных подсуперпространств
в Rn|m.

Более точно, на E
Par1
Par2

, где |Par1 | = r|s, а |Par2| = n|m, действуют су-
пергруппы GL(Par2) и GL(Par1), и их действия коммутируют. Грассманиан
r|s-мерных подсуперпространств в Rn|m — это несвязное объедине-
ние по всем форматам факторов

GrPar1
Par2

:= E
Par1
Par2

/ GL(Par1). (6.98)

Иногда (и мы тоже будем этим грешить) термин «грассманиан» применя-
ется к индивидуальным членам этого несвязного объединения (6.98). Для
этих индивидуальных членов нужно подобрать название.

Аналогично из Er|s (M) мы получаем грассманиан r|s-мерных кока-
сательных плоскостей. Теорию плотностей, основанную на E

r|s
n|m, можно

изложить в терминах грассманианов, а вот теорию, основанную на (1)
E

r|s

n|m,
нельзя. Пока мы эти грассманианы использовать не будем, см. [МаКП].

6.4.3. Определение плотностей.

6.4.3а. Для любого супермногообразия параметров T обозначим сим-
волом GL+ (r|s, T) подгруппу в GL(r|s, C∞ (T)):

GL+ (r|s, T) =
{(

A B
C D

) ∣∣∣ cpr(det A) > 0 и cpr(det D) > 0

в любой точке подстилающего многообразия T
}

.
(6.99)
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Пусть Mn|m — супермногообразие. Любое M× T-семейство супермат-
риц g ∈GL+ (r|s, M× T) определяет T-семейство морфизмов расслоений

g : Tr|s (M) −→ Tr|s (M). (6.100)

В карте U× T
r|s
n|m имеем

g∗ (ak
i ) =

∑

16j6r+s

(
g

j
i

∣∣
U×T

)
ak

I и g∗ (xi) = xi. (6.101)

Это действие согласовано с морфизмами в следующем смысле. Для
любого морфизма f : N→M имеемf∗ (g) ∈GL+ (r|s, N× T) и fr|s ◦ g = f∗ (g) ◦ fr|s. (6.102)

Функция 
 ∈ C∞ (Er|s (M)), такая что для любого g ∈ GL+ (r|s, M × T)
и любого T выполняется тождество

g∗ (
) = 
Ber g, (6.103)

будет называться r|s-плотностью на M. Иными словами,
(x, gA) = 
(x, A) Ber g для любой r|s-плотности 
 ∈ C∞ (Er|s (M)).
(6.104)

Функция 
 ∈ C∞ ((1)
E

r|s
(M)), удовлетворяющая тому же условию

(6.104), называется продолжаемой r|s-плотностью на M.
Итак, r|s-плотности на M определены при r|s 6 n|m, а продолжае-

мые r|s-плотности на M определены при s 6 m. Термин «продолжаемые»
объясняется следующим образом. Если r|s 6 n|m, то супермногообразие

Er|s (M) плотно в (1)
E

r|s
(M), так что пространства продолжаемых r|s-плот-

ностей отождествляется с подпространством тех r|s-плотностей, которые

можно продолжить на (1)
E

r|s
(M) как дифференцируемые функции.

Упражнение. Докажите существование непродолжаемых плотностей.

Обозначим пространство r|s-плотностей на M символом Dr|s (M),
а пространства продолжаемых r|s-плотностей — символом EDr|s (M). Для
любой суперматрицы g ∈ GL(r|s, C∞ (M × T)) стандартного формата(

A B
C D

)
и любых a, b ∈ Z/2 положим

Bera,b

(
A B
C D

)
= Ber

(
A B
C D

)
· sgn(det A)a · sgn(det D)b. (6.105)

Функция 
 ∈ C∞ (Er|s (M)), такая что

g∗ (
) = 
Bera,b g (6.106)
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для любой функции g ∈GL(r|s, C∞ (M× T)) и любого супермногообразия
параметров T, будет называться r|s-плотностью типа (a, b).

Продолжаемые плотности типа (a, b) определяются таким же образом.
Очевидно, что

Dr|s (M) =
⊕

a,b∈Z/2
D

r|s
a,b (M); EDr|s (M) =

⊕
a,b∈Z/2

ED
r|s
a,b (M), (6.107)

где D
r|s
a,b (M) — пространства r|s-плотностей типа (a, b) на M, а ED

r|s
a,b (M)) —

пространства продолжаемых плотностей.

6.4.4. Предложение. Пусть Mn|m и Nk|l — супермногообразия,
а s 6 m и s 6l.

1) Если морфизм f : N→M имеет полный ранг, а r 6 n и r 6 k, то

(fr|s)∗ (Dr|s
a,b (M)) ⊆D

r|s
a,b (N). (6.108)

2) Если морфизм f : N→M имеет полный нечетный ранг, то

(fr|s)∗ (ED
r|s
a,b (M)) ⊆ ED

r|s
a,b (N). (6.109)

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предложения 6.4.2 и определения
плотностей с учетом согласованности GL(r|s)-действия с морфизмами.

Лемма. Пусть Un|m — суперобласть с координатами x, а (x, A) —
система координат на Tn|m (M), ассоциированная с x. Тогда D

n|m
a,b (U)

является свободным C∞ (U)-модулем ранга 1|0 с одной образующей
Bera,b (A).

Отображение

VU : D
n|m
a,b (U) −→Vol(U) [a,b] , VU (Bera,b (A)f) = volx [a,b] f, (6.110)

не зависит от системы координат на U, и

ΠmVU : ΠmD
n|m
a,b (U) −→Vol(U) [a,b] (6.111)

является изоморфизмом C∞ (U)-модулей. Для любого b ∈ Z/2 выпол-

няются соотношения ED
n|m
1,b (U) = 0 и ED

n|m
0,b (U) = D

n|m
0,b (U).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия
(x, GA) = 
(x, A) · Bera,b G (6.112)

(см. (6.106)) мы выводим, благодаря обратимости матрицы A, что
(x, A) = 
(x, I) · Bera,b A, где I — единичная матрица. (6.113)
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Таким образом, функция Bera,b A составляет базис в C∞ (U)-модуле
D

n|m
a,b (U) (очевидно, что Bera,b (A) является элементом этого модуля), а со-

ответствие
Bera,b (A)f 7−→ volx [a,b] f (6.114)

определяет изоморфизм VU : D
n|m
a,b −→ Vol(U) [a,b] четности Πm правых

C∞ (U)-модулей. И функция Bera,b (A), и образующая volx [a,b] модуля

Vol(U) [a,b] умножаются при замене координат x 7→ y на Bera,b

(
∂x

∂y

)
, а зна-

чит, изоморфизм VU не зависит от системы координат на U. Легко видеть,
что функции вида Bera,b (A) продолжаемы только при a = 0 (mod 2), что
завершает доказательство.

Пусть теперь Mn|m — супермногообразие. Лемма из п. 6.4.4 обеспечи-
вает возможность склеить отображения VU для разных карт в глобальное
отображение

VM : D
n|m
a,b (M) −→Vol(M) [a,b] . (6.115)

6.4.5. Предложение. Построенное отображение VM определяет
изоморфизм C∞ (M)-модулей

ΠmVM : ΠmD
n|m
a,b (M) ∼= Vol(M) [a,b] . (6.116)

Упражнение. Докажите предложение.

6.4.6. Итак, мы построили желаемый объект: если f : Nr|s → M —

морфизм полного ранга, то по элементу 
 ∈ D
r|s
a,b (M) мы восстанавливаем

форму объема VN (fr|s)∗ (
) ∈Vol(N)a,b.
Если f— морфизм полного нечетного ранга, но не полного ранга, то мы

можем интегрировать продолжаемые плотности только типов (0, 1) и (0, 0).

Вопрос. В § 6.6 мы увидим, что существует полно́ продолжаемых плот-
ностей типа (0, 1). А вот запас продолжаемых r|s-плотностей типа (0, 0)
на n|m-мерной суперобласти пока не описан для общего случая r|s, т. е.
для 0 < s < m, r 6= 0, r 6= n. Каков этот запас? Опишите его явно.

Предложение. Если 
 ∈ D
r|s
a,b (M) — ненулевая плотность, то для

некоторого q ∈ N существует R0|q-семейство r|s-мерных подсупер-
многообразий в M, такое что на этом семействе 
 задает отлич-
ную от нуля форму объема.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Можно предположить, что M — суперобласть
с координатами x = (w, x). Пусть E = (ek

j )16k6r+s
16j6n+m — координаты в слое

расслоения Tr|s (U). Мы можем представить E как сумму B + Φ, где
элементы суперматрицы B четны, а элементы суперматрицы Φ нечетны.
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Пусть 
(x, E) не обращается в нуль в окрестности точки с координатами
(u, A) ∈ Tr|s (U), а V — какая-то r|s-мерная суперобласть с координата-
ми ti.

Возьмем два набора нечетных параметров h = (h1, . . . , hm) и

Ω = {wk
j | p(k) + p(j) = ¯1̄, 1 6 j 6 n + m, 1 6 k 6 r + s}. (6.117)

Определим морфизм f : V× R0|m+ns+mr −→ U в векторном виде, положив
для вектор-строк координат f∗ (x) = y + tC, где начальное значение (при
t = 0) каждой четной координаты yk равно uk, начальное значение каждой
нечетной координаты xk равно hk, а R0|ns+mr-семейство r|s × n|m-супер-

матриц C есть A + Ω. Значение частной производной
∂f∗ (x)

∂x
— константа,

равная A, поэтому морфизм f имеет требуемый вид (полного ранга или
полного нечетного ранга, такого же как и у A).

С другой стороны, (fr|s)∗
∣∣
t=0 = 
(u, h, C) 6= 0.

Замечание. Мы установили, таким образом, что любая отличная от
нуля плотность восстанавливается по значению своих интегралов, если
рассмотреть семейства вложенных подсупермногообразий. Если же мы
проигнорируем семейства и рассмотрим, например, x1 . . . xmDr|s (Rn|m) при
s < m, то из такой плотности на любом r|s-мерном супермногообразии
можно восстановить только форму объема, тождественно равную нулю.
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6.5.1. Супермногообразия с крышечкой.

6.5.1а. Пусть Un|m — суперобласть. Каждой системе координат x на
U сопоставим систему координат (x, x̂) = (u, ˆx, x, û) на Û = U× Rm|n, где
ˆxj — четные, а ûi — нечетные координаты. Пусть U и V — суперобласти

с фиксированными системами координат x и y соответственно. Каждому
морфизму суперобластей f : U→ V сопоставим морфизм ˆf : Û→ V̂, кото-
рый в координатах имеет вид

ˆf∗ (yi) = f∗ (yi), ˆf∗ŷi =
∑

16j6n+m

x̂j
∂

∂xj

f∗ (yi). (6.118)

Очевидно, что если f— диффеоморфизм, то и ˆf— диффеоморфизм.
Пусть M — супермногообразие, а {Ua}— атлас на M. Построим су-

пермногообразие M̂, склеив его из карт {Ûa} с помощью морфизмов ˆfab.

Очевидно, что M̂ — это в точности T0|1 (M), так что имеется канони-

ческая проекция pro : M̂→M и каждому морфизму супермногообразийf : N→M отвечает морфизм ˆf : N̂→ M̂.
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Пространство функций Ω̂(M) := C∞ (M̂) на M̂ называется простран-
ством псевдодифференциальных форм на M. Супералгебра C∞ (M)
каноническим образом вложена в супералгебру Ω̂(M) с помощью pro∗, а,
стало быть, на Ω̂(M) имеется структура C∞ (M)-модуля.

На M̂ есть несколько канонических структур, которыми супермного-
образия Tr|s (M) при произвольных r и s вроде бы не обладают. Наиболее
ценные из них — следующие:

• каноническое гомологическое векторное поле d (внешний дифферен-
циал),

• каноническое нечетное отображение i : Vect(M) → Vect(M̂) (внут-
ренняя производная),

• каноническая форма объема.

Все эти структуры появляются благодаря тому, что под действием замен
координат на M матрица частных производных соответствующей замены
координат (6.118) на M̂ имеет очень специальный вид. А именно, пусть
x — локальные координаты на M, а X = (x, x̂) — соответствующие коор-
динаты на M̂. Пусть y — другая система координат на M, а Y = (y, ŷ) —
соответствующие координаты на M̂. Тогда матрица частных производных
на M̂ имеет вид (

A ∗
0 A

)
, где A =

∂x

∂y
. (6.119)

Отметим, что в этой формуле координаты (x, x̂) и (y, ŷ) перечислены
в нестандартном формате: нечетные координаты на M предшествуют своим
дифференциалам, которые четны. Такие системы координат более удобны
на супермногообразиях с крышечкой.

Упражнение. Выпишите матрицу частных производных на M̂ в стан-
дартном формате координат.

Замечание. Ниже в этом параграфе мы определим разные объекты
теории интегрирования в терминах M̂. Однако мы получим объекты, есте-
ственно связанные с M, поскольку на M̂ мы рассматриваем только те
диффеоморфизмы, которые подняты с диффеоморфизмов супермногообра-
зия M.

6.5.1б. Пусть U — суперобласть с координатами x. Положим dU =

=
∑

x̂i
∂

∂xi
∈ (Vect(Û)) ¯1̄.

Предложение. 1) Внешний дифференциал dU не зависит от вы-
бора системы координат на U.

2) Внешний дифференциал dU — гомологическое векторное поле,
т. е. d2

U = 0.

§ 6.5. Супераналоги дифференциальных форм 303

3) Если f : U → V — морфизм супермногообразий, то ˆf∗ ◦ dV =
= dU ◦ ˆf∗, т. е. диаграмма

Ω̂(V)
ˆf∗

//

dV

��

Ω̂(U)

dU

��
Ω(V)

ˆf∗

// Ω̂(U)

(6.120)

коммутативна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определение морфизма ˆf сводится к двум усло-
виям

ˆf∗
∣∣

C∞ (V) = f∗ и ˆf∗ ◦ dV

∣∣
C∞ (V) = dU ◦ ˆf∗

∣∣
C∞ (V) . (6.121)

Следствие. Имеется каноническое гомологическое векторное

поле dM на M̂ для произвольного супермногообразия M. Для любого
морфизма f : N→M выполняется условие dN ◦ f∗ = f∗ ◦ dM.

Обычно мы опускаем индекс M и обозначаем все поля dM символом d,
который называется внешним дифференциалом.

6.5.1в. Пусть U — суперобласть. По любому полю D ∈ Vect(U) и си-
стеме координат x на U построим векторное полеiD =−(−1)p(D)

∑
D(xi)

∂

∂x̂i
∈ Vect(Û). (6.122)

Лемма. Векторное поле iD не зависит от выбора системы коор-
динат на U.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению поле iD на Û таково, чтоiDf = 0 и iDdf =−(−1)p(d) D(f) для любой функции f ∈ C∞ (U).
(6.123)

Эти свойства полностью определяют поле iD, поскольку любая система
координат на Û — это набор координат на U и их дифференциалов.

Таким образом, для произвольного многообразия M и для любого век-
торного поля D ∈ Vect(M) на нем можно однозначно построить векторное
поле iD ∈Vect(M̂), которое называется внутренним умножением на D.

Предложение. 1) Справедливы соотношенияiD|C∞ (M) = 0,iD ◦ d
∣∣

C∞ (M)
=−(−1)p(D) D.

2) Отображение i : Vect(M) −→Vect(M̂) нечетно и согласовано со
структурой левых C∞ (M)-модулей.
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3) На Ω̂(M) производная Ли вдоль векторного поля D ∈ Vect(M)
задается формулой

LD = [d, iD] . (6.124)

В частности, если D четно, то

LD = (d + iD)2. (6.125)

4) Выполняется соотношение [d, LD] = 0.
5) Для любых D1, D2 ∈Vect(M) выполняются тождества

[iD1 , iD2 ] = 0,

[LD1 , LD2 ] = L [D1,D2] ,

[iD1 , LD2 ] = i [D1,D2] .

(6.126)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1 содержится в предыдущей лемме.
Утверждение 2 следует из координатной записи поля iD. Производ-

ная Ли является дифференцированием, поэтому достаточно проверить
равенство (6.124) на пробных функциях из C∞ (M) и их дифференциалах.
Поскольку дифференциал d инвариантен относительно диффеоморфизмов,
[d, LD] = 0. Имеем

[d, iD] = d ◦ iD − (−1)p(d)p(D) iD ◦ d = d ◦ iD − (−1)p(D) iD ◦ d. (6.127)

Для любой функции f ∈ C∞ (M) отсюда следует, что

[d, iD]f = D(f) и [d, iD]df = (−1)p(D) d(Df) = LDdf. (6.128)

Таким образом утверждения 3 и 4 доказаны. Мы оставляем читателю
в качестве упражнения проверку формул из п. 5.

6.5.1г. Пусть Un|m — суперобласть с координатами x. Рассмотрим
форму volx,x̂ ∈Vol(Û), соответствующую координатам (x, x̂) на Û.

Предложение. Форма объема volx,x̂ не зависит от координат
на U и p(volx,x̂) = n + m (mod 2) при определении (6.19 а) или ¯0̄ при
определении (6.19 б).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Структура суперматрицы частных производных
замены координат на U, описанная в формуле (6.119), показывает, что
березиниан этой суперматрицы равен единице, поскольку четности строк
и столбцов блока в правом нижнем углу противоположны четностям строк
и столбцов блока в левом верхнем углу, а значит, березинианы этих блоков
взаимно обратны.

Таким образом, Ω̂(M) вкладывается в Vol(M̂) [0,0] . Но мы должны прило-
жить дополнительные усилия, чтобы проинтегрировать элементы из Ω̂(M),
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поскольку при m 6= 0 по любому куску супермногообразия M в M̂ восста-
навливается некомпактное множество. Именно поэтому, несмотря на то что
в работе [BL1] содержится практически все что нужно, чтобы определить
то, что мы ниже назовем регулярными плотностями, эта возможность
была упущена, и проблема построения удобных плотностей оставалась
открытой вплоть до работы Ф. Ф. Воронова и А. В. Зорича [VZ1]. Наш
анализ работы [VZ1] в [Sha5] и [Ша1] показал истинную роль псевдо-
дифференциальных форм.

6.5.1д. Ориентируемость супермногообразий с крышечкой описывает-
ся следующим образом.

Предложение. 1) Супермногообразие M̂ всегда (1, 1)-полуориен-
тируемо.

2) Если супермногообразие M̂ допускает (1, 0) или (0, 1)-полуори-

ентацию, то M̂ полностью ориентируемо, а M является (1, 1)-по-
луориентируемым.

3) Зафиксировать (1, 0)- или (0, 1)-полуориентацию на M̂ — это
то же самое, что зафиксировать (1, 1)-полуориентацию на M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть значение матрицы частных производных
замены координат на M равно diag(a, b). Тогда значение матрицы частных
производных замены координат на M̂ равно diag(a, b, a, b), где коор-
динаты упорядочены стандартным образом: сначала четные координаты,
потом дифференциалы нечетных, потом нечетные, а потом дифференциа-
лы четных координат. Следовательно, M̂ всегда (1, 1)-полуориентируемо,
а полуориентируемость типа (1, 0) или (0, 1) супермногообразия M̂ экви-
валентна (1, 1)-полуориентируемости супермногообразия M.

6.5.2. Быстро убывающие функции и однородные функции на

Rp|q. Этот пункт дополнительный. Его материал относится в основном
к теории векторных суперрасслоений на супермногообразии.

Зафиксируем размерность p|q. Предположим, что класс систем ко-
ординат на Rp|q выбран так, что группа GL(p|q, R) действует на нем
транзитивно. Системы координат из выбранного класса назовем допусти-
мыми. Другими словами, если системы координат x на Rp|q допустимы, то
любая другая система координат y на Rp|q допустима тогда и только тогда,
когда yj =

∑
j

g
j
ixi для некоторой матрицы (gj

i) ∈GL(p|q; R).

Если существует T-семейство матриц (gj
i) ∈GL(p|q; C∞ (T)), такое что

yj =
∑

j

g
j
ixi для некоторой допустимой системы координат x на Rp|q, то

T-семейство систем координат y на Rp|q назовем допустимым. Итак, по
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определению группа GL(p|q; C∞ (T)) транзитивно действует на множестве
допустимых T-семейств систем координат на Rp|q.

Мы оставляем читателю в качестве упражнения задачу дать аккурат-
ное определение подкатегорий в категории супермногообразий, объектами
которых являются векторные суперрасслоения, а морфизмами являются
послойно линейные морфизмы. Для наших целей локальной модели до-
статочно, а в ней все ясно.

Определим теперь несколько пространств функций на Rp|q, инвари-
антных относительно линейных замен координат. Эти пространства будут
использоваться (в п. 6.5.3)) при определении аналогов дифференциальных
форм на супермногообразии Mn|m. В свете этих определений супермного-
образие M̂ рассматривается как расслоение над M, т. е. как M-семейство
точек супермногообразия Rm|n. Поскольку в конструкцию вклинилась по-
слойная замена четности, морфизм ˆf, отвечающий морфизму f : N→M

полного нечетного ранга, является послойным морфизмом полного четного
ранга, и наоборот.

6.5.2а. Для любого k ∈ Z обозначим символом Pk (Rp|q; T) простран-
ство однородных полиномов от координатных функций на Rp|q

степени k с коэффициентами из C∞ (T) и положим

P(Rp|q; T) :=
⊕
k>0

Pk (Rp|q; T). (6.129)

Напомним, что пространством Шварца называется

S(Rp) =





пространство Шварца
быстроубывающих функций на Rp при p > 0,

R при p = 0.
(6.130)

Пространством Шварца, или пространством T-семейств быстро-
убывающих функций на Rp|q, назовем пространство

S(Rp|q; T) =





f∈C∞ (Rp|q ×T) | в любой карте T
′⊂T с координата-

ми (t, t) имеем f=
∑a,btbfab (u, t)xa,

где fa,b (u, s) ∈S(Rp) при любых a, b
и s∈T





. (6.131)

Лемма. Определение пространства S(Rp|q; T) не зависит от вы-
бора допустимой системы координат на Rp|q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что S(R0|q; T) = C∞ (R0|q × T). Если p 6= 0,
то пространство S(Rp|q; T) состоит из всех функций f ∈C∞ (Rp|q × T), таких
что для любого дифференциального оператора X (произвольного порядка)
на Rp|q × T с коэффициентами, постоянными вдоль Rp|q, значения функций
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cpr(Xf) быстро убывают при u → ∞. Пространство дифференциальных
операторов на Rp|q × T с постоянными вдоль Rp|q коэффициентами, оче-
видно, инвариантно относительно T-семейства линейных замен координат
на Rp|q.

Предложение. Пусть f : Rp1|q1 × T −→ Rp2|q2 × T есть T-семейство
морфизмов супермногообразий, заданное в допустимых T-семей-
ствах систем координат x и y линейным отображением f, таким
что f∗ (yi) =

∑
xja

i
j, где ai

j ∈ C∞ (T).
Включение f∗ (S(Rp2|q2 ; T)) ⊆ S(Rp1|q1 ; T) выполняется, если и толь-

ко если rk(ai
j)

i6p2
j6p1

= p1 в любой точке многообразия T.
(Другими словами, f должен быть морфизмом полного четного ранга.)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если условие на ранг выполняется, то, выполнив
в Rp2|q2 допустимое T-семейство замен координат, мы можем предполо-
жить, что y∗ (yi) =

{
xi при i 6 p1,

0 при i > p1.
(6.132)

Если координаты hj были преобразованы тождественно, то такое преоб-
разование являлось бы простым ограничением области определения коэф-
фициентов fa в выражении f =

∑
faxa для любой функции f ∈ S(Rp1|q1 ; T).

В общем случае кроме ограничения, которое переводит S(Rp2) в S(Rp1),
мы также умножаем функции fa на многочлены и берем линейные комби-
нации полученных выражений. Если rk(ai

j)
i6p2
j6p1

= r < p1, то можно предпо-
ложить, что

cpr f∗ (yi) =

{
cpr xi при i 6 r,

cpr f(yi) = 0 при i > r.

Таким образом, функции из f∗ (C∞ (Rp2|q2 ; T)) либо не зависят от коорди-
наты xr+1, либо зависят от нее полиномиально, т. е.f∗ (C∞ (Rp2|q2 ; T)) ⊆ C∞ (Rp1|q1 ; T) \ S(Rp1|q1 ; T). (6.133)

Положим

F(Rp|q; T) = {f ∈ C∞ (Rp|q × T) | supp f ∩ Rp × {t}— компакт

при любой функции t ∈ T}.
(6.134)

Ясно, что F(Rp|q; T) — идеал в C∞ (Rp|q × T) и F(Rp|q; T) ⊆ S(Rp|q; T).

6.5.2б. При p 6= 0 обозначим символом R
p|q
∗ открытую подсупероб-

ласть в Rp|q с подстилающей областью Rp \ {0}. Положим также R
0|q
∗ =

= R0|q.
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Вопрос. Может быть, «обесточенное» («point-less») супермногообра-
зие R0|q \ {0} здесь более уместно?

Очевидно, что R
p|q
∗ инвариантно относительно T-семейств линейных

обратимых отображений Rp|q −→ Rp|q.
На R

p|q
∗ мультипликативная группа положительных вещественных чи-

сел R×
+ действует очевидным образом.

Обозначим символом Hk (Rp|q) пространство однородных функций

степени k ∈ Z, т. е. пространство всех функций из C∞ (Rp|q
∗ ), таких что

f(lx) = lkf(x) для любого l ∈ R+. (6.135)

Другими словами, мы рассматриваем диффеоморфизмы y : R
p|q
∗ −→ R

p|q
∗ ,

такие что y∗ (xi) = lxi для 1 6 i 6 p + q, и выбираем функции, которые
под действием таких диффеоморфизмов умножаются на lk. Пространства
Hk (Rp|q; T) определяются аналогично. Положим

Bk (Rp|q; T) =

{
Hk (Rp|q; T) + Pk (Rp|q; T) · log

(∑
x2

i

)
при k > 0,

Hk (Rp|q; T) при k < 0.
(6.136)

Лемма. Пространства Hk (Rp|q; T) и Bk (Rp|q; T) не зависят от вы-
бора допустимых T-семейств систем координат на Rp|q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В определении пространства Hk (Rp|q; T) коор-
динатные функции не участвуют вовсе. Если оба T-семейства систем
координат x и y на Rp|q допустимые, то

∑
y2

i∑
x2

i

∈H0 (Rp|q; T) (6.137)

и

Pk (Rp|q; T) · log
(∑

y2
i∑

x2
i

)
⊂Hk (Rp|q; T). (6.138)

Элементы пространства Hk (Rp|q) называются однородными степе-
ни k функциями на Rp|q, а элементы пространства Hk (Rp|q; T) называ-
ются T-семействами однородных функций. Функции из Bk (Rp|q; T) будут
называться T-семействами почти однородных функций степени k.
Положим

H(Rp|q; T) =
⊕
k∈Z

Hk (Rp|q; T); H(Rp|q) =
⊕
k∈Z

Hk (Rp|q);

B(Rp|q; T) =
⊕
k∈Z

Bk (Rp|q; T); B(Rp|q) =
⊕
k∈Z

Bk (Rp|q);
(6.139)

Hk (Rp|0; T) : def
= Pk (Rp|0; T); (6.140)

P(Rp|q; T) := C∞ (Rp|q; T) ∩H(Rp|q; T). (6.141)
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Предложение. Пусть f : Rp1|q1 × T −→ Rp2|q2 × T — семейство ли-
нейных отображений полного четного ранга. Тогда

1) вложение jf(Rp1 × {t}) ⊆Rp2 × {t} имеет место для любой точки
t ∈ T, причем ограничение f|

R
p1|q1
∗ ×T

определяет T-семейство мор-
физмов f′ : R

p1|q1
∗ × T −→ R

p2|q2
∗ × T. (6.142)

2) T-семейство морфизмов (f′)∗ : C∞ (Rp2|q2
∗ ; T) −→ C∞ (Rp1|q1

∗ ; T)
переводит пространство Hk (Rp2|q2 ; T) в Hk (Rp1|q1), а Bk (Rp2|q2 ; T)
в Bk (Rp1|q1 ; T).

Замечания. 1) Функцию
∑

x2
i в определении пространства Bk (Rp|q; T)

можно заменить любой однородной функцией f ненулевой степени одно-
родности и такой, что cpr f > 0 на Rp

∗.
2) Пространство C∞ (Rp|q; T) вложено в C∞ (Rp|q

∗ ; T), а P(Rp|q; T) яв-
ляется пространством многочленов.

3) При p > 0 имеем взаимно однозначное соответствие

Hk (Rp|q; T)←→ C∞ (Sp−1 × R0|q × T), (6.143)

где Sp−1 — единичная сфера в Rp. Никакого GL(p|q, C∞ (T))-инвариант-
ного изоморфизма между этими пространствами нет.

4) Если f не является морфизмом полного четного ранга, то
jf(Rp1

∗ × T) 6⊂ (Rp2
∗ × T).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой точки t ∈ T отображение u 7→ jf(u, t)
линейно и имеет полный ранг, следовательно, у него нет ядра, т. е.
jf(Rp1

∗ × {t}) ⊂ Rp2
∗ × {t}. Действие группы R+ растяжениями на Rp1|q1

и Rp2|q2 коммутирует с семействами линейных отображений, поэтомуf∗ (Hk (Rp2|q2 ; T)) ⊂Hk (Rp1|q1 ; T) и f∗ (Pk (Rp2|q2 ; T)) ⊂ Pk (Rp1|q1 ; T).
(6.144)

Если cpr f 6= 0 на Rp2
∗ × T, то cpr f 6= 0 на Rp1

∗ × T и мы видим, чтоf∗ (Bk (Rp2|q2 ; T)) ⊂
⊂Hk (Rp1|q1 ; T) + Pk (Rp1|q1 ; T) · log(f∗ (f)) = Bk (Rp1|q1 ; T). (6.145)

6.5.2в. Пусть r ∈ Vol(Rp|q; T) — форма объема, такая что для допу-
стимого T-семейства систем координат x = (u, x) выполняется равенствоr = volx f, где f ∈ S(Rp|q; T). Положим

]

Rp|q

r =
]

Rp

(
∂

∂x1
. . .

∂

∂xq
f
)

du1 . . . dup
. (6.146)
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Предложение. 1) Множество volx ·S(Rp|q; T) семейств форм не за-
висит от выбора допустимого T-семейства систем координат x.

2) Пусть f : Rp|q × T −→ Rp|q × T есть T-семейство диффеомор-
физмов линейное относительно допустимых T-семействах систем
координат, а r = volx f, где f ∈ S(Rp|q; T). Тогда

]

Rp|q

r = e ]
Rp|q

f∗ (r), (6.147)

где e=

{
1, если f сохраняет (1, 0)-полуориентацию на Rp|q,

−1 в противном случае.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично проверке того, что интеграл от фор-
мы с компактным носителем корректно определен, и получается фактори-
зацией морфизма f в произведение (T × R0|q)-семейства линейных диф-
феоморфизмов супермногообразия Rp|0 и T × Rp|0-семейства линейных
диффеоморфизмов супермногообразия R0|q.

6.5.3. Супераналоги дифференциальных форм; как их интегриро-
вать.

6.5.3а. Пусть Un|m — суперобласть с координатами x. Мы отождеств-
ляем функции на Û с U-семействами функций на Rm|n, где класс допусти-
мых систем координат содержит x̂ для любой системы координат x на U.

Для любого k ∈ Z обозначим символом Ω̂k (U) подсуперпространство
в Ω̂(U), состоящее из функций f(x, x̂), являющихся однородными степени k
многочленами по переменным x̂, а от x зависящих гладко, но не обязатель-
но полиномиально, и положим

Ω̂(.) (U) =
⊕
k∈Z

Ω̂k (U). (6.148)

Обозначим
ΩS(U) := S(Rm|n; U). (6.149)

Для любого k ∈ Z положим

ΩHk (U) := Hk (Rm|n; U),

ΩBk (U) := Bk (Rm|n; U),

ΩH
. (U) :=

⊕
k∈Z

ΩHk (U),

ΩB(.) (U) :=
⊕
k∈Z

ΩBk (U),

ΩF(U) := F(Rm|n; U).

(6.150)

Из п. 6.5.2 следует, что эти пространства не зависят от координат на
U, и, стало быть, стандартным образом на любом супермногообразии M
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мы можем определить пучки OM-модулей

ΩM, ΩSM, ΩHM, ΩBM, ΩFM. (6.151)

Сечения соответствующих пучков назовем

• ΩM: дифференциальными формами,

• ΩSM: быстроубывающими псевдодифференциальными фор-
мами,

• ΩHM: однородными дифференциальными формами,

• ΩBM: суперформами,

• ΩFM: псевдодифференциальными формами с компактным но-
сителем (на M).

Предложение. 1) Выполняются соотношения Ω(M) ∩ΩS(M) = 0
и ΩPk (M) ⊂ ΩHk (M). Супералгебра ΩF(M) является идеалом в Ω̂(M).
Если m = 0, то

Ω̂(M) = ΩP(M) = ΩS(M) = ΩH(M) = ΩB(M) = ΩF(M). (6.152)

2) Подалгебры Ω(M) ⊂ ΩH(M) и ΩH(M) ⊂ ΩB(M) — градуирован-
ные. Супералгебра Ω(M) не содержится в ΩS(M), но пространство
ΩS(M) тоже инвариантно относительно умножения на дифферен-
циальные формы.

3) Для любого морфизма f : N→M отображение ˆf∗ отправляет
пространство Ωk (M) в Ωk (N) и является гомоморфизмом суперал-
гебр.

4) Для любого морфизма f : N→M постоянного нечетного ранга
имеет место включение

ˆf∗ (ΩS(M)) ⊆ ΩS(N). (6.153)

Отображение ( ˆf′)∗ : ΩBk (M) −→ ΩBk (N) определено естественным
образом, причем

( ˆf′)∗|Ωk (M) = ( ˆf)∗ и ( ˆf′)∗ΩHk (M) ⊂ ΩHk (N). (6.154)

5) Для любой формы w ∈ Ω(M) следующие диаграммы коммута-
тивны:

Ω̂(M)
ˆf∗

//w

��

Ω̂(N)

ˆf∗w

��
Ω̂(M)

ˆf∗

// Ω̂(N)

ΩB(M)
( ˆf′)∗ //w

��

ΩB(N)

ˆf∗w

��
ΩB(M)

( ˆf′)∗ // ΩB(N)

(6.155)

где вертикальные стрелки, отмеченные символами w и ˆf∗w, явля-
ются умножениями справа на указанные формы.
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Упражнение. Доказательства предоставляется читателю в качестве
упражнения.

Всюду ниже, допуская некоторую вольность речи, мы не будем больше
упоминать, что нечетная размерность супермногообразия dim ¯1̄ M отлична
от нуля, и будем обозначать ˆf∗ и ( ˆf′)∗ попросту: символом f∗.

6.5.3б. Предложение. 1) Пространства Ω(M), ΩS(M), ΩH(M),
ΩF(M) и ΩF(M) инвариантны относительно внешнего дифферен-
циала d. На ΩB(M) степень дифференциала deg d равна 1.

2) Пространства Ω(M), ΩS(M) и ΩH(M) инвариантны относи-
тельно iD, где D∈Vect(M), а степень внутреннего умножения deg iD
равна −1 на Ω(M) и ΩB(M).

3) Если dim M = n|0, то iD и d совпадают с привычным внут-
ренним умножением на векторное поле и внешним дифференциалом
соответственно.

Упражнение. Доказательство снова предоставляется читателю в ка-
честве упражнения.

Пусть i : N → M — вложение супермногообразия. Тогда i является
морфизмом полного нечетного ранга в смысле п. 6.5.2 и определен го-
моморфизм i∗ : ΩS(M) → ΩS(N). Естественно назвать его ограничением
на подсупермногообразие.

6.5.3в. Предложение. Пусть Mi, где i = 1, 2, — супермногообразия
и Di ∈ Vect(Mi), а f : M2→M1 — морфизм, такой что диаграмма

C∞ (M1)

f∗

//

D1

��

C∞ (M2)

D2

��
C∞ (M1)

f∗

// C∞ (M2)

(6.156)

коммутативна. Тогда следующие диаграммы тоже коммутативны:

Ω̂(M1)

f∗

//iD1

��

Ω̂(M2)iD2

��
Ω̂(M1)

f∗

// Ω̂(M2)

Ω̂(M1)

f∗

//

LD1
��

Ω̂(M2)

LD2
��

Ω̂(M1)

f∗

// Ω̂(M2)

(6.157)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку iD, LD ∈ Vect M̂, достаточно прове-
рить соответствующее тождество на функциях из C∞ (M1) и d(C∞ (M1)) ⊆
⊆ Ω1 (M1). Эта проверка сводится к определениям дифференцирований iD
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и LD и проверке коммутативности диаграммы

Ω̂(M1)

f∗

//

d
��

Ω̂(M2)

d
��

Ω̂(M1)

f∗

// Ω̂(M2)

(6.158)

Замечание. Если f— морфизм постоянного нечетного ранга, то всюду
в вышеприведенных диаграммах супералгебру Ω̂(Mi) можно заменить на
ΩS(Mi) или ΩB(Mi).

6.5.3г. Пусть Un|m — суперобласть, x = (u, x) — координаты на ней,
а f(x, x̂) ∈ ΩS(U). Положим

ΥU (f) def
= volx

]

Rm|n

volt̂ f(x, t̂), (6.159)

где функция f рассматривается как элемент суперпространства S(Rm|n; U),
а t̂ — координаты на Rs|r, занумерованные антистандартным образом:

t̂1, . . . , t̂r нечетные, а t̂r+1, . . . , t̂r+s — четные. (6.160)

Лемма. Отображение ΥU является сюрьекцией пространства
ΩS(U) на Vol(U) [0,1] и не зависит от координат на U.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно предложению из п. 6.5.2в замена ко-
ординат x̂ 7→ ŷ умножает

volx
]

Rm|n

volt̂ f(x, t̂) (6.161)

на e, где e =

{
1, если (1, 0)-полуориентация на Rm|n сохранилась,

−1 в противном случае.

Замена координат ˆf : x̂ 7→ ŷ сохраняет (1, 0)-полуориентацию на Rm|n

в точности тогда, когда ˆf индуцировано заменой координат f : x 7→ y,
которая сохраняет (0, 1)-полуориентацию на U, так что ΥU (f) ∈Vol(U) [0,1] .

Произвольная форма volx [0,1] g(x) получается из элемента

Π−n/2û1 · . . . · ûne−( ˆx2
1+...+ ˆx2

m) g(x). (6.162)

Итак, для любого супермногообразия M мы построили отображение

ΥM : ΩS(M) −→Vol(M) [0,1] . (6.163)

Легко видеть, что это отображение C∞ (M)-линейно справа, а четность его
равна m (mod 2).
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Теорема. Для любого (a, b) ∈ Z/2 ⊕ Z/2 отображение ΥM [a,b] , за-
данное в локальной системе координат x формулой

ΥU [a,b] (f(x, x̂))
def
= volx [a,1+b]

]

Rm|n

volt̂ f(x, t̂),

где t̂ такие же, как в условии (6.160),

(6.164)

определено корректно и переводит ΩS(M) [a,b] в Vol(M) [a,b+1] . Отоб-
ражение ΥM [a,b] сюръективно и C∞ (M)-линейно справа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы локально и фактически
содержится в только что сформулированной лемме. Осталось добавить
всего лишь, что

VolM [a,b+1]
∼= Vol(M) [0,1] ⊗OM

OM [a,b] ,

ΩSM [a,b]
∼= ΩSM ⊗OM

OM [a,b] .
(6.165)

6.5.3д. Предложение. Ядро отображения ΥM состоит из конеч-
ных линейных комбинаций форм вида iDf, где D∈Vect(M), а f ∈ΩS(M).

Лемма. Пусть функция f ∈ S(Rm) такова, что
]

f(t1, . . . , tm)dt1 . . . dtm = 0. (6.166)

Тогда существуют функции f1, . . . , fm ∈ S(Rm), такие что f =
∑

∂ifi.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы: индукция по m. При m = 1 она очевидна,
а при m > 1 возьмем функцию g(t) ∈ S(R), такую что

]
g(t)dt = 1, и поло-

жим
h(t1, . . . , tm−1) =

]
fdtm ∈ S(Rm−1) (6.167)

и

fm (t1, . . . , tm) =
tm]

−∞

dtm (f − g(tm) · h(t1, . . . , tm−1)) . (6.168)

Поскольку
]

h(t1, . . . , tm−1)dt1 . . . dtm−1 = 0, по предположению индукции
h =

∑
∂ihi ∈ S(Rm−1), и искомое равенство выполняется, если положить

fi = g(tm) · hi (t1, . . . , tm−1) при i = 1, . . . , m− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения. Мы можем считать, что M — су-
перобласть с координатами x = (u1, . . . , un, x1, . . . , xn). Общий случай
сводится к этому с помощью разбиения единицы на M. Пространство
линейных комбинаций форм вида iDf натянуто на формы вида ijf, гдеij := i ∂

∂xj

. (6.169)
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Если p(xj) = ¯0̄, то ijf не содержит члена с û1 . . . ûn, а при p(xj) = ¯1̄ ко-
эффициент при û1 . . . ûn в ijf является производной от быстроубывающей
функции. Поэтому все формы вида iDf лежат в ядре отображения ker ΥM.

Пусть теперь f =
∑

ûa1
1 . . . ûan

n fa (u, ˆx, x) лежит в ядре отображения ΥM.
Это эквивалентно тому, что

]
f1...1 ( ˆx1, . . . , ˆxm)d ˆx1 . . . d ˆxm = 0, (6.170)

и осталось применить лемму.

Следствие. Если f : N→M — вложение подсупермногообразия, а
векторное поле D ∈Vect(M) касательно к подсупермногообразию N,
т. е. существует поле D′ ∈ Vect(N), такое что диаграмма

C∞ (M)

f∗

//

D

��

C∞ (N)

D′

��
C∞ (M)

f∗

// C∞ (N)

(6.171)

коммутативна, то f∗ (iD (ΩS(M))) определяет нулевую форму объе-
ма на N.

Действительно, f∗iD (ΩS(M)) = iD′f∗ (ΩS(M)). (6.172)

6.5.4. Интегрирование по подсупермногообразиям и теорема
Стокса. Форму f ∈ ΩS(M) можно интегрировать по подсупермногообра-
зию следующим образом. Пусть K — подсупермногообразие с кусочно-
гладкой границей в закмнутом подсупермногообразии N супермногообра-
зия M, а i : N →M — каноническое вложение подсупермногообразия N

в M. Тогда ΥN (i∗ (f)) ∈Vol(N) [0,1] и образ можно интегрировать по K, если,
конечно, K является (1, 1)-полуориентированным.

Мы назовем
]

K

ΥN (i∗ (f)) интегралом от f по K и обычно обозначаем

этот интеграл попросту
]

K

f.

Теорема (Стокс). Пусть f : M→N — морфизм полного нечетно-
го ранга, а K — полуориентированное подсупермногообразие с ку-
сочно-гладкой границей в M. Тогда

]

K

f∗ (df) =
]

∂K

f∗ (f) для любой формы f ∈ ΩS(N), (6.173)

такой что suppf∗ (f) ∩ ¯K̄ — компакт в M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку f∗ (df) = d(f∗ (f)), мы можем предпо-
ложить, что M = N, а f— тождественное отображение.
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С помощью разбиения единицы общий случай сводится к ситуации,
когда M = Rn|m, а K является s-краем As. Теперь мы можем вычислить оба
интеграла в системе координат x = (u, x), стандартной для K. Поскольку

df =
∑

x̂i
∂f

∂xi
, мы получаем

]

K

df =
∑ ]

K

ûi
∂

∂ui
f. (6.174)

Интеграл
]

K

x̂i
∂

∂xi
f обращается в нуль при i > s. Действительно,

]

K

ûi
∂

∂ui

при i > s содержит интегрирование по ui от функций вида
∂

∂ui
g, где

supp g — собственное подмножество при ограничении проекции на коор-

динатную гиперплоскость ui = 0 на любой слой, а в
]

ˆxi
∂

∂xi
f отсутствует

одна из нечетных координат (мы пользуемся здесь теоремой Фубини).

Итак,
]

K

df =
∑
i6s

]

K

ûi
∂

∂ui
f. Представим f в виде f =

∑a,b ûaxbfab (u, ˆx). То-

гда ограничение формы f на подсупермногообразие, заданное уравнением
uj = 0, имеет вид

∑

{a|aj=0}, b ûaxbfab (u1, . . . uj−1, 0, uj+1, . . . , un, ˆx1, . . . , ˆxm). (6.175)

Теперь мы видим, что K = {uj 6 0} ×K′, где K′ есть (s− 1)-край в Rn−1|m

и
]

K

û1
∂

∂u1
f =

]

u160

du1
∂

∂û1

]

K′

û1
∂

∂u1

∑a,b ûaxbfab (u, ˆx) =

=
]

u160

du1

]

K′

∂

∂u1

∑

{a|a1=0},b ûaxbfab (u, x) =
]

u1=0

f. (6.176)

Последнее равенство является композицией теоремы Фубини с интегри-
рованием по частям в R1.

Аналогичным образом мы видим, что
]

K

ûi
∂

∂ui
f =

]

ui=0

f. (6.177)

§ 6.6. Регулярные плотности

6.6.1. Пусть Mn|m — супермногообразие, а f ∈ ΩS(M). Как было от-
мечено в § 6.5, любой морфизм f : N→M полного нечетного ранга задает
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форму объема ΥN (f∗ (f)) ∈ Vol(N) [0,1] . Итак, пространство ΩS(M) предо-
ставляет довольно богатый запас плотностей (в широком смысле слова)
типа (0, 1) любой размерности r|s, такой что s 6 m. Действительно, любой
форме f ∈ ΩS(M) отвечает единственная плотность Θ

r|s
M (f) ∈ ED

r|s
0,1 (M), а

Θ
r|s
M : ΩS(M) −→ ED

r|s
0,1 (M) (6.178)

— интегральное преобразование.

Теорема. Пусть Mn|m — супермногообразие, а s 6 m.
1) Любой форме f ∈ ΩS(M) отвечает единственная плотность

Θ
r|s
M (f) ∈ ED

r|s
0,1 (M), такая что

ΥU (f∗ (f)) = VU (f∗ (Θr|s
M (f))) (6.179)

для любого семейства морфизмов постоянного нечетного рангаf : U→M, где Ur|s — суперобласть.
2) В локальных координатах x на M отображение Θ

r|s
M задается

формулой

Θ
r|s
M (f) (x, A) =

]

Rs|r

volt̂ f(x, t̂A) для любой функции f(x, x̂) ∈ ΩS(M),
(6.180)

где t̂ — координаты на Rs|r, занумерованные антистандартным
образом:

t̂1, . . . , t̂r — нечетные, а t̂r+1, . . . , t̂r+s — четные. (6.181)

3) Отображение Θ
r|s
M является C∞ (M)-линейным справа и p(Θr|s

M) =
= r (mod 2).

4) Любая плотность 
 ∈ Im(Θr|s
M) удовлетворяет уравнениям

∂
2


∂ak
i ∂al

j

+ (−1)prow (j) ((pcol (k)+pcol (l))+pcol (k)pcol (l) ∂
2


∂al
i∂ak

j

= 0 (6.182)

при всех i, j, k, l.
5) Для любого семейства морфизмов постоянного нечетного

ранга f : N→M следующая диаграмма коммутативна:

ΩS(M)

f∗

//

Θ
r|s

M ��

ΩS(N)

Θ
r|s

N��

ED
r|s
0,1 (M)

f∗

// ED
r|s
0,1 (N)

(6.183)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В локальной системе координат x для любой
функции

f(x, x̂) ∈ ΩS(M)
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формула (6.180) определяет плотность (мы совершенно не утверждаем, что
эта плотность не зависит от выбора системы координат), поскольку

Θ
r|s
M (f) (x, gA) =

]

Rs|r

volt̂ f(x, t̂(gA)) =

=
]

Rs|r

volt̂ f(x, (t̂g)A) = Θ
r|s
M (f) (x, A) Ber(g). (6.184)

Отметим тот замечательный факт, что одна и та же суперматрица g в
выражениях gA и t̂g представляет два совершенно разных оператора:
в gA суперматрица g является матрицей оператора G ∈ GL(r|s), а в t̂g
она является матрицей оператора GΠ ∈GL(s|r) в нестандартном формате,
отвечающему нашему антистандартному упорядочению координат. Бере-
зинианы этих операторов обратны друг другу.

Пусть y — координаты на U. Тогда f∗ (f) (y, ŷ) = f
(f∗ (x), ŷ

∂f∗ (x)
∂y

)
и

ΥUf∗ (f) =
]

Rs|r

volt̂ f
(f∗ (x), t̂

∂f∗ (x)
∂y

)
= VU (f∗ (Θr|s

M
(f))). (6.185)

По предложению из п. 6.4.5 любая плотность полностью восстанавлива-
ется по тем формам объема, которые она производит.

Поскольку ΥU (f∗ (f)) не зависит от выбора системы координат на M,
формула (6.180) определяет отображение

Θ
r|s
M

: ΩS(M) −→ ED
r|s
0,1 (M), (6.186)

которая удовлетворяет п. 1 теоремы. Таким образом, п. 2 тоже доказан.
Пункты 3 и 4 непосредственно следуют из формулы (6.180).
Чтобы проверить п. 5, мы просто продифференцируем формулу (6.180):

∂
2


∂ak
i ∂al

j

Θ
r|s
M (f) = (−1)c(i,j,k,l)

]

Rs|r

t̂jt̂i volt̂
∂

2

∂ak
i ∂al

j

f(x, (t̂)A), (6.187)

где

c(i, j, k, l) = (n + p(t̂j)) (p(al
j) + p(ak

i )) + p(t̂i)p(ak
i ) (mod 2).

6.6.2. Определение регулярных плотностей.

6.6.2а. Пусть Mn|m — супермногообразие. Как было отмечено выше,
множество ΩS(M) предоставляет достаточно богатый набор плотностей
типа (0, 1) любой размерности r|s, такой что s 6 m, но отображение Θ

r|s
M ,

определенное формулой (6.186), имеет ядро.
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Плотности, полученные из ΩS(M), назовем регулярными. Оказыва-
ется, порядочное число структур переносится с пространства ΩS(M) на
регулярные плотности.

Лемма. Пусть Ur|s — суперобласть, s 6 m, а f ∈ ΩS(M). Тогда сле-
дующие утверждения эквивалентны.

1) Для любого супермногообразия параметров W, любого W-се-
мейства f морфизмов полного нечетного ранга f : U→M и любой

функции c ∈ C
r|s
1,1 (U) выполняется равенство

]

c

f∗ (f) = 0. (6.188)

2) Для любого супермногообразия параметров W и любого W-се-
мейства морфизмов f : U→M полного нечетного ранга W-семей-
ство форм объема f∗ (f) на U равно нулю.

3) Для любого R0|q-семейства f : U → M морфизмов полного
нечетного ранга R0|q-семейство форм объема f∗ (f) на U равно нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 6.6.1 первые два утверждения эк-
вивалентны, а третье является частным случаем второго. Если бы второе
утверждение было неверно, тогда существовали бы супермногообразие T

и T-семейство морфизмов f : U→M, такие что f∗ (f) 6= 0. Пусть dim T =
= p|q. Рассмотрим T как T-семейство точек супермногообразия R0|q. Одна
из точек супермногообразия W задает нам R0|q-семейство морфизмов
U→M, для которого третье утверждение неверно. Следовательно, второе
и третье утверждение тоже эквивалентны, и все доказано.

Упражнение. Первые два утверждения леммы совсем не эквивалент-
ны, если фиксировать T. Пример: T = pt и r|s = n|m, а p(f) = n + m + 1
(mod 2). Тогда первое утверждение выполняется, а второе, вообще говоря,
нет (приведите пример).

6.6.2б. Обозначим символом Kr|s (M) множество тех форм f ∈ ΩS(M),
из которых получаются нулевые формы объема на любых T-семействах
морфизмов максимального ранга r|s-мерных подсуперобластей в M для
любой суперобласти параметров T. Положим

Fr|s (M) = ΩS(M)/Kr|s (M),

F∗|s (M) =⊕
r

Fr|s (M),

F∗|∗ (M) = ⊕
r,s

Fr|s (M).

(6.189)

Структура C∞ (M)-модуля переносится с ΩS(M) на F∗|∗ (M). Оказывается,
п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ( а т о ч н е е , к о м п л е к с ы) F∗|s (M) п о -
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л у б е с к о н е ч н ы в п р а в о п р и s < m , н о , ч т о б ы э т о у в и д е т ь ,
н а м н у ж н о б е с к о н е ч н о е ч и с л о н е ч е т н ы х п а р а м е т р о в 1) .

Обозначим символом K
r|m
q (M) подсуперпространство в ΩS(M), состо-

ящее из псевдодифференциальных форм, из которых получаются нулевые
формы объема на любых R0|q-семействах морфизмов постоянного нечет-
ного ранга U→M. Очевидно, что

Kr|s (M) =
⋂

q∈Z+

K
r|m
q (M). (6.190)

Предложение. 1) Соотношение K
r|m
q (M) = ΩS(M) выполняется

тогда и только тогда, когда r > n (вне зависимости от q).
2) Соотношение K

r|s
q (M) = ΩS(M) при 0 6 s < m выполняется то-

гда и только тогда, когда r > n + s + q.

Следствие. При s < m и любом r выполняется неравенство
Fr|s (M) 6= 0.

Замечание. Если бы мы не ввели нечетные параметры, то комплексы
F∗|s (M) закончились бы на Fn+s|s (M), т. е. при отсутствии нечетных пара-
метров Fn+s+i|s (M) = 0, если i > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (u, x) — координаты на M, а

f =
∑

a

ûa1
1 . . . ûan

n fa (x, ˆx, u) ∈ ΩS(M). (6.191)

Рассмотрим R0|q-семейство морфизмов f постоянного нечетного рангаf : Rr|s →M, где (v, h) — координаты на Rr|s, а t = (t1, . . . , tq) — коор-
динаты на супермногообразии параметров R0|q.

Ясно, что степени функций f∗ (ûi) и f( ˆxj) по v̂ не превосходят 1, а сте-
пень каждого коэффициента при v̂k не меньше чем 1 по модулю идеала
I(h, t), порожденного всеми h и t.

Поэтому коэффициент при v̂1 . . . v̂r в разложении функции f∗ (f) при-
надлежит (при r > n) идеалу I(h, t)r−n, и, поскольку I(h, t)q+s+1 = 0, это
доказывает большую часть второго утверждения. Мы оставляем читателю
упражнение — построить позитивный пример, основанный на приведенных
выше аргументах.

Если s = m, то можно найти R0|q-семейство систем координат на M,
такое что f∗ (xi) = hi. Тогдаx∗ (f) =

∑

a

f∗ (û1)a1 . . .f∗ (ûn)an fa (h, ˆh, f∗ (u)),

degv̂ f∗ (f) 6 degû f.
(6.192)

1) А как с ними работать, нас научит В. Молотков в томе 2.
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Замечание. Итак, с точностью до замены четности пространство
Fr|s (M) совпадает с образом пространства ΩS(M) при отображении Θ

r|s
M

в D
r|s
0,1 (M).

6.6.3. Как переносить внешний дифференциал, внутреннее произ-
ведение и действие дифференциальных форм с ΩS(M) на простран-
ство регулярных плотностей.

Теорема. 1) Существует отображение d : F∗|∗ (M) −→ F∗|∗ (M)
степени 1|0, такое что следующая диаграмма коммутативна:

ΩS(M) d //

��

ΩS(M)

��
Fr|s (M) d // Fr+1|s (M)

(6.193)

2) Для любого поля D ∈Vect(M) существует морфизм iD степени
−1|0, такой что следующая диаграмма коммутативна:

ΩS(M)

iD //

��

ΩS(M)

��
Fr+1|s (M)

iD // Fr|s (M)

(6.194)

3) Существует C∞ (M)-действие форм из ΩP(M) на F∗|∗ (M), та-
кое что степень оператора, отвечающего любому элементу из
ΩPk (M), равна k|0, а диаграмма

ΩPk (M) × ΩS(M) //

��

ΩS(M)

��
ΩPk (M) × Fr|s (M) // Fr|s (M)

(6.195)

где верхняя стрелка задана формулой (w, f) 7→ wf, коммутативна.
Во всех приведенных выше диаграммах вертикальные стрелки

являются каноническими проекциями на факторпространства.
4) Отображение d, iD и действие форм из ΩP(M) определе-

ны однозначно коммутативностью соответствующих диаграмм
и степени.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что во всех диаграммах
левые вертикальные стрелки являются линейными отображениями, что
гарантирует единственность. Доказательство теоремы сводится, таким об-
разом, к проверке следующих вложений:
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1) d(Kr|s (M)) ⊆ Kr+1|s (M);

2) iD (Kr+1|s (M)) ⊆ Kr|s (M);

3) ΩPk (M) · Kr|s (M) ⊆ Kr+1|s (M).

Первое из них следует немедленно из теоремы Стокса и леммы из
п. 6.6.2а.

Чтобы доказать второе включение, воспользуемся формулами (6.180):
пусть f(x, x̂) ∈ Kr+1|s (M). Это значит, что

]

Rs|t+1

volt̂ f(x, t̂A) = 0, где в су-

перматрице A имеется r + 1 нечетная строка. Выделим последнюю строку
¯ār+s+1. Получим

0 =
]

Rs|r+1

volt̂ volt̂r+s+1
f(x, t̂′A′ + t̂r+s+1 ¯ār+s+1) =

=
∑

16k6n+m

ak
r+s+1

]
v′

t̂

∂f

∂x̂k
(x, t̂′A′), (6.196)

где A′ — подматрица матрицы A без последней строки, а t′ = (t̂1, . . . , t̂r+s).
Поскольку элементы строки ar+s+1 линейно независимы, мы получаем

0 =
]

v′
t̂

∂f

∂x̂k
(x, t̂′A), т. е. ik (f) =

∂f

∂x̂k
∈ Kr|s (M).

Включение 3 достаточно доказать при k = 1. Снова с помощью фор-
мулы (6.180) мы видим, что x̂kf принимает вид (с точностью до знаков,
которые несущественны, поскольку каждое слагаемое все равно обраща-
ется в нуль)

]

R0|1

]

Rs|r

volt̂r+s+1
volt̂

( ∑

16j6r+s

t̂ja
k
j + t̂r+s+1ak

r+s+1

)
f(x, t̂A + t̂r+s+1 ¯ār+s+1) =

= ak
r+s+1

]

Rs|r

volt̂ f(x, t̂A)+

+
∑

16j6r+s

]

Rs|r

volt̂ t̂ja
k
j

( ∑

16l6n+m

al
r+s+1

]
v′

t̂

∂f

∂x̂l
(x, t̂A)

)
=

=
∑

16j6r+s

∑

16l6n+m

ak
j al

r+s+1
∂

∂al
j

]
volt̂ f(x, t̂A) = 0. (6.197)

6.6.4. Регулярные плотности в пограничных размерностях.

6.6.4а. Рассмотрим отдельно случай F∗|0 (M). Заметим, что семейство
морфизмов f : Nr|0→M задает гомоморфизм f∗ : Ω(M) −→Ω(N) = ΩS(N)
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и поэтому каждая псевдодифференциальная форма производит r|0-плот-
ность; отображение

Ω(M) −→D
r|0
0,0 (M) = D

r|0
0,1 (M) (6.198)

задается той же самой формулой (6.180).
Для любой формы f ∈Ω(U), где U— суперобласть, обозначим символом

pk (f) ∈ ΩPk (U) каждый k-й член в разложении ряда Тейлора для f по
переменным с крышечкой в начале координат. Очевидно, что pk являются
проекциями на ΩPk (M) и что они не зависят от координат на U и ком-
мутируют с ограничениями на подсупермногообразия. Поэтому на любом
супермногообразии M эти проекции

pk : Ω(M) −→ ΩPk (M) (6.199)

определены корректно.
Предложение. Пусть k ∈ Z+. Тогда
1) ограничения отображений pk на ΩS(M) сюръективны;
2) диаграмма

ΩS(M)
pk //

��

ΩPk (M)

��

Fk|0 (M)
pk // Dk|0

0,1 (M)

(6.200)

коммутативна, а правая вертикальная стрелка инъективна;
3) Fk|0 (M) ∼= ΩPk (M).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M — это суперобласть U с координатами
x1, . . . , xn+m. Чтобы доказать первое утверждение, рассмотрим произволь-
ную функцию g ∈ S(Rm), равную единице в окрестности начала координат.
Тогда для любой формы w ∈ ΩPk (U) получаемw · g(x̂n+1, . . . , x̂n+m) ∈ ΩS(U), pk (w · g(x̂n+1, . . . , x̂n+m)) = w. (6.201)

Коммутативность диаграммы следует из формулы (6.180):

f(x, x̂) 7→
]

R0|k

volt̂ f(x, t̂A), (6.202)

а каждый член степени k по t̂ в подынтегральном выражении получается
из соответствующего члена ряда Тейлора для f.

Чтобы доказать инъективность, достаточно по любой форме w ∈
∈ΩPk (U) построить семейство морфизмов f : Rk|0→ U, такое что f∗ (w) 6=
6= 0. Мы можем предположить, что w содержит ненулевой моном

c(x, x) = c(x)û1 . . . ûs
ˆxl1
1 . . . ˆxlr

r , где

c(0, x) 6= 0, а l1 + . . . + lr + s = k.
(6.203)
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Пусть t1, . . . , tk — координаты на Rk|0. Возьмем достаточно богатый запас
нечетных параметров ai и bi и положимf∗ (ui) =

{
ti для i 6 s,

0 для i > s,

f∗ (xj) =





0 для j > r,aj +
aj+1−1∑

aj

tkbk для j 6 r,

(6.204)

где a1 = s + 1 и aj = s + 1 + l1 + . . . + lj−1 при j > 1.
Нетрудно видеть, что наш моном с точностью до знака принимает видf∗ (c(x, x)) =

∏

16i6k

t̂I

∏

s+16j6k

bj (6.205)

и f∗ (c(x, x)) 6= 0, в то время как все прочие мономы в w обращаются в нуль.
Третье утверждение вытекает из коммутативности диаграммы и доказан-

ной выше инъективности: ядро отображения pk совпадает с Kk|0 (M).

6.6.4б. Пусть U — суперобласть. Из теоремы из п. 6.5.3г и предложе-
ния из п. 6.6.2б следует, что

Fr|m (U) =

{
0 при r > n,

Fn|m (U) = Πm Vol(U)0,1 при r = n.
(6.206)

Итак, Fn|m (U) — свободный C∞ (U)-модуль ранга 1 с образующей r0 чет-
ности n (mod 2).

Рассмотрим C∞ (M)-модуль Vect(U)Π, состоящий из тех же элементов,
что и Vect(U), но имеющий противоположную четность, хотя и прежнее
левое C∞ (U)-действие. Нетрудно видеть, что C∞ (U)-модуль Sk (Vect(U)Π)
свободен и его элементы имеют вид

∑a caea, где a— мультииндексы вида
(a1, . . . , an+m), а

ea =
(

∂

∂x1
Π
)a1

. . .
(

∂

∂xn+m
Π
)an+m

. (6.207)

Определим спаривание

〈·, ·〉 : Sk (Vect(U)Π) × ΩPk (U) −→ C∞ (U), (6.208)

положив 〈∑
Caea, w〉=

∑a Caia1
1 . . . ian+m

n+mw. (6.209)

Ясно, что (для некоторой функции K (a))

〈ea, x̂

b1
1 . . . x̂

bn+m

n+m 〉= (−1)K (a)dab, (6.210)
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так что это спаривание определяет изоморфизм

Sk (Vect(U)Π) ∼= HomC∞ (U) (ΩPk (U), C∞ (U)). (6.211)

При r 6 n мы определим спаривание формулой

〈f, w〉 7→ f̃w, (6.212)

где f ∈ Fr|m (U), w ∈ ΩP(U), а f̃w есть образ элемента fw ∈ F∗|m (U) при
проекции на Fn|m (U).

В частности, мы видим, что всегда верно следующее:

〈f, w〉= 0 при любых f ∈ Fr|m (U), w ∈ ΩPl (U) и r + l > n. (6.213)

Лемма. Если 0 6 r 6 n, то

Fr|m (U) ≃HomC∞ (U) (ΩPn−r (U), Πm Vol(U)0,1) (6.214)

(где в правой части — пространство гомоморфизмов, коммутиру-
ющих с правым C∞ (U)-действием), а

Πm (Vol(U)0,1) ≃Πm Vol(U)0,1 ⊗ Sn−r (Vect(U)Π). (6.215)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В этих формулах Πm Vol(U)0,1 = Fn|m (U). Второе
равенство определяется из формулы

(
f ⊗

∑
Caea)w = f ·

〈∑
Caea, w〉 , (6.216)

а первое — из спаривания

F∗|m (U) × ΩP(U) −→Πm Vol(U)0,1, (6.217)

невырожденность которого вытекает из тождества
((i( ∂

∂x
ΠD
)
)ar0

)w= (−1) (p(r0)+a1+...+an)p(w)w(i( ∂

∂x
ΠD
)
)ar0 =

= (−1)c(a,p,b)
abr0, (6.218)

где r0 — образующая модуля Fn|m (U), а w= dx

b1
1 . . . dx

bn+m

n+m .

Склеивая супермногообразия из карт, мы получаем следующее утвер-
ждение.

Теорема. Для любого супермногообразия Mn|m имеют место изо-
морфизмы

Fr|m (M) ∼=





0 при r > n,

HomC∞ (M) (ΩPn−r (M), Πm Vol(M)0,1) ∼=
∼= Πm Vol(M)0,1 ⊗C∞ (M) Sn−r (Vect(M)Π) при r 6 n,

(6.219)
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где первый изоморфизм (при r > n) устанавливается с помощью
спаривания Fr|m (M) × ΩP(M) −→ Vol(M)0,1, а второй (при r 6 n) —
с помощью спаривания Sn−r

C∞ (M) (Vect(M)Π) × ΩPn−r (M) −→ C∞ (M)).

6.6.4в. Изоморфизм

Fr|m (M) ∼= Πm Vol(M)0,1 ⊗ Sn−r (Vect(M)Π) (6.220)

снабжает нас базисом в пространстве Fr|m (M).
Пусть x = (u, x) — координаты на U, а r0 — образующая в Fn|m (U),

которая превращается в Πm volx при изоморфизме Fn|m (U) ∼= Πm Vol(U)0,1.
Положим

x̌ := i ∂

∂x

. (6.221)

Тогда любой элемент из Fr|m (U) можно однозначно представить в виде

f =
∑a cax̌a1

1 . . . x̌

an+m

n+mr0, (6.222)

где a = (a1, . . . , an+m) — мультииндекс, такой чтоai ∈ {0, 1} при i 6 n, ai ∈ Z+ при i > n иa1 + . . . + an+m = n− r.
(6.223)

Как выразить в терминах этого базиса основные структуры на F∗|m (M)?
Внутреннее произведение выражается естественным образом. Действие

формы w ∈ ΩPk (M) при k > r равно нулю. При k 6 r форма w0x̌a пред-
ставляется в виде

∑

06i6k

siwi, где wi ∈ wPi (M), а si ∈ Sn−r+i (Vect(M)Π) (6.224)

(мы используем здесь скобку операторов), так чтоw0x̌ar0 = s0r0, (6.225)

поскольку wiF
n|m (M) = 0 при i > 0.

Внешний дифференциал на ΩS(M) в координатах имеет вид

d =
∑

x̂j
∂

∂xj
(6.226)

(очевидно, d — Фурье-образ по переменным x̌ оператора (6.228)). Умно-
жение на x̂j имеет вид

x̌a1
1 . . . x̌

an+m

n+mr0 7→ (−1)k(a,j)ajx̌

a1
1 . . . x̌

aj−1

j−1 x̌

aj−1
j x̌

aj+1

j+1 . . . x̌

an+m

n+mr0, (6.227)

где

k(a, j) =

{
(p(xj) + 1) (a1 + . . . + aj−1 + 1) при j > 1,

p(xj) + 1 при j = 1.
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Отсюда следует явная формула для внешнего дифференциала на Fn|m (M):

d =
∑

j

(−1)p(xj)+1 ∂
2

∂x̌j∂xj

. (6.228)

Очевидно, d — Фурье-образ по переменным x̂ оператора (6.226).

6.6.4г. Связь между интегральными формами и регулярными
плотностями. Интегральными формами на M называются элементы
пространства

Vol(M) ⊗ S(Vect(M)Π) ∼=
⊕

i∈Z+

HomC∞ (M) (ΩPi (M), Vol(M)), (6.229)

где изоморфизм осуществляется с помощью описанного выше спаривания
пространства S(Vect(M)Π) и ΩP(M) в C∞ (M). Пространство интегральных
форм является C∞ (M)-модулем, который обозначается символом

Σ(M) =
n−m⊕
−∞

Σj (M), (6.230)

где
Σj (M) = HomC∞ (M) (ΩPn−m−j (M), Vol(M)). (6.231)

На Σ(M) мы автоматически получаем и внутреннее умножение iD,
и ΩP(M)-действие, и внешний дифференциал, определенный так же, как
на F∗|m (M).

Связь между интегральными формами на M и элементами из F∗|m (M)
следующая: оба пространства, и F∗|m (M), и Σ(M), могут быть (как про-
странства сечений пучков OM-модулей) любого из четырех типов (a, b) ∈
∈ Z/2 × Z/2, причем пространство F∗|m (M)a,b строится аналогично тому,
как это сделано выше, но не из форм, лежащих в ΩS(M), а из форм,
лежащих в ΩS(M)a,b ⊆ Ω(M)a,b. Итак,

Σ(M)a,b
∼= Vol(M)a,b ⊗ S(Vect(M)Π), (6.232)

и
Σj (M)a,b

∼= Πm (Fm+j|m (M)a,b+1) при −m 6 j 6 n−m. (6.233)

6.6.5. Связь между ΩH(M), F∗|∗ (M), ΩS(M) и VZ(M). Ниже мы
сформулируем основные утверждения о связях между указанными объек-
тами, отложив большую часть доказательств до более подробного изучения
интегральной геометрии (в следующих томах).

6.6.5а. На супермногообразии Rs|r с координатами t в стандартном

формате рассмотрим интегральную форму r = iE (volt), где E =
∑

ti
∂

∂ti
.

Лемма. Для любой однородной функции f ∈ Hr−s (Rs|r) форма fr

замкнута.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. На R
s|r
∗ перейдем к полярным координатам

R
s|r
∗
∼= R

1|0
+ × Ss−1|r, где Ss−1|r — суперсфера, т. е. Ss−1 × R0|r (или любое

другое (s− 1|r)-мерное подсупермногообразие в Rs|r, подстилающее мно-
гообразие которого пересекает каждый луч в Rs, выходящий из начала
координат, лишь один раз). Ясно, что у fr есть проекция на суперсферу
Ss−1|r, причем образ этой проекции — интегральная форма максимальной

степени
(

в полярных координатах E = r
∂

∂r

)
.

При s > 0 определим отображениеnr|s : ΩHr−s (M) −→Dr|s (M), (6.234)

положив в координатахnr|s (f(x, x̂)) = 
r|sf(x, A), где 
r|sf(x, A) =
]

Ss|r

rt̂f(x, t̂A), (6.235)

а координаты t̂ занумерованы нашим обычным антистандартным образом,
т. е. t̂1, . . . , t̂r — нечетные, а t̂r+1, . . . , t̂r+s — четные.

Определим пространство плотностей Воронова—Зорича, положив
VZ

r|s
0,1 (M) := Im nr|s при s > 0. Отметим, что оригинальное (эквивалентное)

определение было трудным для восприятия; см. [VZ1].

Предложение. Отображение nr|s корректно определено.
Для любого e ∈ Z/2 положим

ΩHk,e (M) := {f(x, x̂) ∈ ΩHk (M) | f(x, −x̂) = (−1)k+ef(x, x̂)}, (6.236)

тогда

ΩHk (M) ∼= ΩHk,0 (M) ⊕ ΩHk,1 (M) при k > 0 (6.237)

и

ΩHk (M) ⊆ ΩHk,0 (M) при k > 0. (6.238)

Нетрудно видеть, что d(ΩHk,e (M)) ⊂ ΩHk+1,e (M).

Теорема. При s > 0 и r ∈ Z+ выполняются следующие утвержде-
ния:

1) отображение nr|s : ΩHr−s (M) −→ VZ
r|s
0,1 (M) сюръективно;

2) Ker nr|s = ΩHr−s,1−e (M) ⊕ (ΩHr−s,e (M) ∩ ΩP(M)), где e = s
(mod 2);

3) p(nr|s) = r (mod 2);
4) внешние дифференциалы на ΩHr−s (M) и VZ

r|s
0,1 (M) согласованы.

Замечание. 1) Имеют место изоморфизмы

VZ
r|0
0,0 (M) ∼= VZ

r|0
0,1 (M) ∼= ΠrΩPr (M).
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2) Второе утверждение теоремы означает, что (здесь e = s (mod 2))

VZ
r|s
0,1 (M) ∼=





ΠrΩPr−s,e (M)
при 0 6 r < s или

r > s и нечетном s,

ΠΩPr−s,0 (M)/ΩPr−s (M) при четном s и s 6 r.

(6.239)

Д о к а з а т е л ь с т в а теоремы и предложения сводятся к ссылке на
суперверсию теории проективного преобразования, сформулированную
ниже.

Эта теорема позволяет нам яснее понять, каков же, в сущности, запас
плотностей Воронова—Зорича, и иметь дело с гораздо более удобными
объектами, а именно с суперкоммутативной супералгеброй ΩH(M). В част-
ности, оказывается,

VZ
r|s
0,1 (M) ∼= VZ

r+2|s+2
0,1 (M) при 0 < s + r < m− 2. (6.240)

6.6.5б. Предложение. Образ (определенного формулой (6.235))
отображения ΩS(M) −→Θ

r|s
0,1 (M) равен VZ

r|s
0,1 (M).

Следствие. 1) Справедливо соотношение

VZ
r|s
0,1 (M) = ΠrFr|s (M).

2) Справедливо соотношение

Fr|s (M) =





ΩHr−s,e (M) при s = 2k + 1 или

s = 2k и r < s,

ΩHr−s,0 (M)/ΩPr−s (M) при s = 2k и r > s,

где e= s (mod 2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Формула

f(x, x̂) 7→ 
r|sf(x, A) =
]

Rs|r

rt̂f(x, t̂A) (6.241)

немедленно следует из уравнений (6.180). Достаточно взять производную
по параметрам ak

i под знаком интеграла. Осталось доказать сюръектив-
ность этого отображения, а это можно проделать в карте с координатами
x1, . . . , xn+m.

При s = 0 предложение следует из предложения из п. 6.6.4а; поэтому
всюду ниже мы предполагаем, что s > 0 и m > s > 0.

При m > 0 положим

ΩSc (U) = {f(x, x̂) ∈ ΩS(U) = S(Rm|n; U) | f(x, x̂) = 0

в окрестности начала координат в Rm|n}
(6.242)
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и lz (f) =
∞]

0

l−z−1 · f(x, lx̂)dl ∈ ΩHz (U)

при любых z ∈ Z и f ∈ ΩSc (U).

(6.243)

Лемма. Отображение lz : ΩSc (U) −→ ΩHz (U) не зависит от си-
стемы координат и сюръективно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что единственное, что надо доказать, —
это сюръективность отображения lz. Возьмем произвольную функцию

g ∈ S(R1|0), такую что g|(−1,1) = 0 и
∞]

0

g(r)r−1dr = 0. Нетрудно видеть, что

f(g) = f(x, x̂)g
(√∑

x̂2
i

)
∈ΩS0 (u) для любой функции f∈ΩH(U), (6.244)

а для любой формы f(x, x̂) ∈ ΩH−z (u) имеемl−z (f(g)) =
∞]

0

f(x, x̂)g
(l√∑ x̂2

i

)
dl =

= f(x, x̂)
∞]

0

g
(l√∑ x̂2

i

)l−1dl = f(x, x̂). (6.245)

Замечание. Отображение f 7→ f(g) зависит от системы координат, и по-
этому глобального отображения ΩHz (M)→ ΩS(M) нет.

Вычислим образ преобразования (6.235)

f 7−→ 
r|sf ∈ VZ
r|s
0,1 (M) при f ∈ ΩSc (M). (6.246)

Имеем 
r|sf(x, A) =
∞]

0

dl ]
S(l)

rt̂f(x, t̂A) =

=
∞]

0

dl ]
S(l)

ls−r−1rt̂f(x, lt̂A) = nr|s
0 lr−s (f), (6.247)

где S(l) = {t̂ |∑ t̂2
j = l2}, и поэтому на ΩSc (M) ⊆ ΩS(M) преобразова-

ние (6.235) является композицией сюръективных отображений nr|s и lr−s,
а стало быть, и само сюръективно. Предложение доказано.

6.6.5в. На VZ
∗|∗
0,1 (M) и F∗|∗ (M) дифференциал, структуру ΩP(M)-мо-

дуля и внутреннее умножение на поле D ∈ Vect(M) можно перенести как
с ΩS(M), так и с ΩH(M). Результат перенесения этих структур с ΩS(M) на
F∗|∗ (M), а следовательно, и на VZ

∗|∗
0,1 (M) корректно определен, как было

проверено выше, а результат такого переноса с ΩH(M) очевиден, если
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принять во внимание явное описание ядра отображения nr|s. Совпадение
этих структур отмечено в следующем утверждении.

Предложение. Пусть m > 0, l∈Z, w∈ΩPk (M), D∈Vect(M), а отоб-
ражение ll : ΩS(M) −→ ΩHl (M) определено формулой (6.243).

Тогда следующие диаграммы коммутативны:

ΩS0 (M) d //ll

��

ΩS0 (M)ll+1

��
ΩHl (M) d // ΩHl+1 (M)

ΩS0 (M) w //ll

��

ΩS0 (M)ll+k

��
ΩHl (M) w // ΩHl+k (M)

(6.248)

ΩS0 (M)

iD //ll

��

ΩS0 (M)ll−1

��
ΩHl (M)

iD // ΩHl−1 (M)

(6.249)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выпишите все в координатах.

6.6.5г. Чтобы прояснить картину, напомним основные соотношения,
установленные в этом параграфе между разными персонажами этой главы.
Мы предполагаем, что m > 0:

ΩP(M) — градуированная супералгебра, производящая (r, 0)-плотно-
сти типа (0, 0) при любом r и переносимая на любое подсупермногообразие
N под действием морфизма f : N→M;

ΩS(M) производит плотности типа (0, 1) любой размерности, но со
значительным ядром;

VZ
r|s
0,1 (M) есть пространство (r|s)-плотностей, полученных из ΩS(M);

Fr|s (M) = ΩS(M)/ Ker(ΩS(M) −→D
r|s
0,1 (M));

Fr|s (M) ∼= ΠrVZ
r|s
0,1 (M);

Fr|0 (M) ∼= ΩPr (M);

Σi (M)a,b = HomC∞ (M) (ΩPn−m−i (M), Vol(M)a,b) при (a, b) ∈ (Z/2)2;

Fr|m (M)a,b ∼= ΠmΣr−m (M)a,b+1 при 0 6 r;

Fn|m (M)a,b = Πm Vol(M)a,b+1;

Σn−m (M)a,b = Vol(M)a,b;

ΩH(M) является Z-градуированной алгеброй, содержащей ΩP(M);

ΩH(M)/ΩP(M) производит (0, 1)-плотности всех размерностей; более
точно, при e = s (mod 2) имеет место равенство

Fr|s (M) = ΩHr−s,e (M)/(ΩP(M) ∩ ΩHr−s,e (M)). (6.250)
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Все эти соотношения можно выразить двумя коммутативными диаграм-
мами

ΩS(M) [a,b]

��

ΩS0 (M) [a,b]
? _

ioo lr−s // ΩHr−s (M) [a,b]nr|s

wwooooooooooo

Fr|s (M) [a,b] ∼
Π

r
// VZ

r|s
0,1 (M) [a,b]

� � i // Dr|s
0,1 (M) [a,b]

(6.251)

и

ΩS(M) [a,b]
d //

��

. . . d // ΩS(M) [a,b]
// ΩS(M) [a,b]

��

ΩS0 (M) [a,b]
d //?�

OO

l−m

��

. . . d // ΩS0 (M) [a,b]
?�

i

OO

ln−m

��

// ΩS0 (M) [a,b]
?�

OO

ln−m+1

��
ΩH−m (M) [a,b]

d //

��

. . . d // ΩHn−m (M) [a,b]nm|n

��

// ΩHn−m+1 (M) [a,b]

F0|m (M) [a,b]
d //

Π
m∼

��

. . . d // Fn|m (M) [a,b]

Π
m∼

��

// Fn+1|m (M) [a,b] = 0

Σ−m (M) [a,b+1]
d // . . . d // Σn−m (M) [a,b+1]

// 0

(6.252)
В обеих этих диаграммах дополнительным индексом [a, b] мы обозна-

чаем тип соответствующих объектов как элементов пучка на M. Например,
символом D

r|s
0,1 [a,b] (M) мы обозначаем объекты типа (a, b) на M, которые

производят плотности типа (0, 1) на (r|s)-мерных подсупермногообразиях.
На ΩS(M) и ΩH(M) имеются следующие естественные структуры:

структура ΩP(M)-модуля, внешний дифференциал и внутреннее умноже-
ние на векторное поле, которые согласованы с переносом на Fr|s (M),
а следовательно, и на VZ

r|s
0,1 (M).

Если f : N→M — морфизм полного нечетного ранга, то определены
отображенияf∗ : ΩS(M) −→ ΩS(N) и f∗ : ΩH(M) −→ ΩH(N),f∗ : Fr|s (M) −→ Fr|s (N), если s 6 dim ¯1̄ N). (6.253)

Если f : N→M — морфизм полного нечетного ранга и dim ¯1̄ N = dim ¯1̄ M,
то гомоморфизм f∗ определяет отображениеf∗ : Σr−m (M)0,1 −→ Σr−m (N)0,1. (6.254)
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Все отображения f∗ согласованы (когда определены) с ΩP(M)-действием,
внешним дифференциалом, а если D ∈ Vect(M) и D′ ∈ Vect(N) тако-
вы, что f∗D = D′f∗, то и с внутренними умножениями на D ∈ Vect(M)
и D′ ∈ Vect(N).

При m = 0 имеем

VZ
r|0
0,1 (M) = ΩPr (M) = ΩHr (M) (6.255)

и
ΩS(M) = Ω(M) = ΩP(M) = ΩH(M). (6.256)

В этом случае все вышеприведенные структуры превращаются в умноже-
ние на форму, внешний дифференциал и внутреннее умножение переходом
к обратному образу дифференциальных форм и изоморфизму Vol(M) =
= ΩPn (M) соответственно.

6.6.5д. Теоремы Стокса. В сущности у нас есть только одна теорема
Стокса для регулярных плотностей. Эта теорема производит подобное
утверждение для любых объектов, которые можно превратить в регу-
лярные плотности какого бы то ни было вида. Элементы из ΩS(M),
Fr|s (M), ΩHr−s (M) и VZ

r|s
0,1 (M) можно интегрировать по любой (r|s)-цепи

из C
r|s
1,1 (M). Элементы из ΩS(M) превращаются в плотности под действием
r|s, элементы из Fr|s (M) поднимаются до элементов из ΩS(M), элементы

из Ωr−s (M) превращаются в элементы из Fr|s (M) с помощью nr|s, а эле-
менты из VZ

r|s
0,1 (M) превращаются в элементы из Ξ

r|s
0,1 (M).

Предложение. Пусть x — элемент одного из вышеуказанных про-
странств. Тогда

]

c

dx =
]

∂c

x для любой цепи c ∈ C
r+1|s
1,1 (M). (6.257)

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из теоремы Стокса (см. п. 6.5.4), опреде-
ления пространства Fr|s (M) и коммутирующих диаграмм (6.251) и (6.252).

6.6.6. Интегрирование по слоям.

6.6.6а. Пусть f : Ln+k|m+l −→ Mn|m — морфизм супермногообразий,
субмерсивный во всех точках из L. Пусть k + l > 0 и задана (a+ 1, b)-по-
луориентация слоев. Если 
 ∈ D

r+k|s+la,b (L), то мы можем попробовать
«приготовить» r|s-плотность f∗ (
) на M следующим образом. Для любой
r|s-цепи c ∈ C

r|sa+1,b (M) положим
]

c

f∗ (
) =
]f−1 (c)


. (6.258)
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Чтобы определить отображение f∗ : D
r+k|s+la,b (L) −→ D

r|sa,b (M) по формуле
(6.258), необходимо преодолеть два препятствия.

Во-первых, образом морфизма f является (как следует из его субмер-
сивности) открытое подсупермногообразие f(L), которое не обязательно
совпадает с M. Если M \ f(L) 6= ∅, то f−1 (c) определено, лишь если
c⊆ f(L), т. е. формула (6.258) неоднозначно определяет f∗ (
).

Мы можем преодолеть эту трудность двумя способами: либо потребо-
вав, чтобы выполнялось условие f(L) = M, т. е. рассматривая расслоение,
либо рассматривая плотности с компактными носителями, т. е. требуя,
чтобы jf(supp 
) было бы компактно в M, поскольку тогда f∗ (
) можно
продолжить на M \ f(L) нулем.

Во-вторых, тот факт, что c — компакт, не является гарантией того, что
прообраз f−1 (c) — компакт, а поэтому существование интеграла в пра-
вой части формулы (6.258) требует дополнительных ограничений. Мы
можем здесь потребовать, либо чтобы форма 
 быстро убывала по каж-
дому слою, либо чтобы слои были компактами, либо заменить инте-
грирование по f−1 (c) интегрированием по f−1 (c) ∩ c′, где c′ — какая-то
(n + k|m + l)-цепь в L, и т. д.

Произведение разных способов преодолеть первое препятствие на ко-
личество способов преодолеть второе дает кучу утверждений, которые мы
не будем даже и формулировать, чтобы не перегружать изложение.

Ниже мы дадим примеры всех значительных (по нашему мнению)
утверждений об интегрировании по слоям, оставив читателю в качестве
упражнения рассмотрение различных модификаций, с тем чтобы получить
нужный ему вариант.

6.6.6б. Предположим, что f(L) = M. Обозначим символом hDa,b (L)
подмодуль в C∞ (L)-модуле Da,b (L), состоящий из плотностей 
, таких
что у любой точки t ∈M есть окрестность Ut с компактным замыканием,
причем supp 
 ∩ f−1 (Ut) является компактом в L.

Натурально, hD(L) содержит все плотности с компактным носителем,
а если слои морфизма f : L→M компактны, то hD(L) = D(L).

Предложение. Пусть f : Ln+k|m+l −→ Mn|m морфизм, субмерсив-
ный во всех точках супермногообразия L, причем k + l > 0 и f(L) =
= M, а слои морфизма f снабжены (a + 1|b)-полуориентации. Тогда
определено отображение f∗ : hDa,b (L) −→ Da,b (M), которое перево-

дит hDr+k|s+la,b (L) в D
r|sa,b (M) и имеет следующие свойства:

1) если c∈C
r|sa+1,b (M), то для любой формы 
∈ hDr+k|s+la,b (L) интеграл]f−1 (c)


, где прообраз f−1 (c) снабжен естественной (a + 1, b)-полуо-

риентацией, корректно определен и удовлетворяет формуле (6.258);
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2) f∗ (f∗ (f)
) = f · f∗ (
) для любых 
 ∈ hDr+k|s+la,b (L) и f ∈ C∞ (M);
3) supp f∗ (
) ⊆ f(supp
) для любой формы 
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разбиение единицы на M позволяет нам иметь
дело только с картой U на M. Можно предположить, что L ∩ f−1 (U) =
= U×N, где N — k|l-мерное супермногообразие, а f|U×N — проекция на
сомножители. Пусть 
 ∈ hDr+k|s+la,b (L). Тогда, уменьшая при необходимости
U, мы получаем supp 
⊂ U×K, где K — компакт в N. Пользуясь разби-
ением единицы в N, мы раскладываем 
 в конечную сумму форм 
i, таких
что supp 
i ⊆ U×Ki, где Ki ⊆ Vi, а Vi — карты в N.

Итак, осталось построить требуемое отображение в случае, когда L =
= U × V — произведение суперобластей. Пусть x и y суть координаты на
U и V соответственно. Тогда 
 = 
(x, y, A) и мы полагаемf∗ (
) (x, A′) =

]

U

(x, y, A(A′))Uy, (6.259)

где A′→A(A′) — естественное вложение матрицы A′ размера (r|s) × (n|m)
в матрицу A размера (r + k|s + l) × (n + k|m + l):




A′
11 0 A′

12 0
0 1k 0 0

A′
21 0 A′

22 0
0 0 0 1l


 ,

где A′ =
(

A′
11 A′

12

A′
21 A′

22

)
—

стандартное представление.
(6.260)

Упражнение. Проверка того, что f∗ (
) действительно плотность на M,
не зависящая от системы координат и покрытий супермногообразий M и N

картами, оставляется читателю в качестве упражнения.

Указание. Если для открытого подсупермногообразия M′ ⊆M можно
построить отображение f∗, удовлетворяющее формуле (6.258), то f∗ (
)|M′

устанавливается из формулы (6.258) однозначно.
Выполнение условий 1, 2 и 3 немедленно следует из описанного выше

явного построения отображения f∗.

6.6.6в. Предложение. В условиях предложения из п. 6.6.6б пусть
(a, b) = (0, 1). Тогда

1) определены отображенияf(a)
∗ : hΩS(L) −→ ΩS(M) и f(b)

∗ : hFr+k|s+l (L) −→ Fr|s (M), (6.261)

такие что следующая диаграмма коммутативна:

ΩS(L) //f(a)
∗

��

Fr+k|s+l (L) //f(b)
∗

��

D
r+k|s+l
0,1 (L)f∗

��

ΩS(M) // Fr|s (M) // Dr|s
0,1 (M)

(6.262)
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2) отображения f(a)
∗ и f(b)

∗ коммутируют с ΩP(M)-действием
(очевидно, что f∗ (ΩP(M)) ⊆ ΩP(L) действует на объекты из L);

3) f(a)
∗ и f(b)

∗ коммутируют с d.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в п. 6.6.6б, мы можем предположить, что
L = U× V. Пусть функция f ∈ hΩS(L) такова, что supp f ⊆ U×K, где K —
компакт в V, а x и y — координаты на U и V соответственно. Положимf(a)

∗ (f(x, y, x̂, ŷ)) =
]

V

voly,ŷ f(x, y, x̂, ŷ). (6.263)

Очевидно, что преобразование быстро убывающих псевдодифференциаль-
ных форм в плотности переводит f(a)

∗ в f∗. Это устанавливает единствен-
ность отображения f(a)

∗ .
Кроме того, если f ∈ hΩS(L) определяет нулевую (r + k|s + l)-плотность

на L, то f(a)
∗ f определяет согласно формуле (6.258) нулевую r|s-плотность

на M, а следовательно, f(a)
∗ можно спустить на hF∗|∗ (L).

Утверждения 2 и 3 для f(a)
∗ следуют из явной формулы, а для f(b)

∗ — из
коммутативной диаграммы

hΩS(L)

��

d

''OOOOOOOOOOO

f(a)
∗ // hΩS(M)

��

d

%%K
KKKKKKKK

hΩS(L)

��

f(a)
∗ // hΩS(M)

��

Fr+k|s+l (L)

d

''OOOOOOOOOOO

f(b)
∗ // Fr|s (M)

d

%%K
KKKKKKKK

Fr+k+1|s+l (L)

f(b)
∗ // Fr+1|s (M)

(6.264)

и аналогичной диаграммы для ΩP(M)-действия.

6.6.6г. Упражнение. Пусть f : L → M — такой же морфизм, как
и в п. 6.6.6а, (a, b) = (0, 1) и в L выделено подсупермногообразие с гра-
ницей (N, ∂N), такое что f субмерсивно во всех точках границы ∂N, а для
любой точки t ∈M множество f−1 (t) ∩N — компакт.

Сформулируйте и докажите аналоги предложений из п. 6.6.6б и 6.6.6в.

§ 6.7. Комментарии

6.7.0. Мы собрали в этом параграфе разнообразные сведения, для
которых не нашлось места в соответствующих параграфах. Номер 6.7.a.b
означает b-е утверждение по поводу параграфа a.
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6.7.1.1. Утверждение о том, что интеграл любой псевдодифференци-
альной формы сохраняется под действием диффеоморфизмов, сохраня-
ющих (1, 1)-полуориентацию, сформулирован в других терминах в ста-
тье [BL2]. Пространства Vol(M)a,b введены в статье [VZ2], в которой
также утверждается, что для интегрирования форм из Vol(M)0,1 требуется
полная ориентируемость супермногообразия M, что неверно.

6.7.2.1. Все содержание § 6.2 стандартно, за исключением явных вы-
числений производной Ли и прослеживания ориентаций.

6.7.2.2. Использование семейств здесь и ниже часто абсолютно необ-
ходимо, например в п. 6.6.2 или в § 6.2, для того чтобы автоматически
получить тождество

]

M

LDr = 0 для любой функции r ∈ Volc (M). Однако

иногда использование семейств лишь удлиняет изложение, не вводя ничего
существенно нового. В таких случаях мы старались избегать семейств,
давая читателю возможность самостоятельно произнести обычное закли-
нание.

6.7.2.3. Если M вполне ориентируемо, то, фиксируя ориентацию на M,
мы автоматически устанавливаем изоморфизмы суперпространств всех ти-
пов, и под действием этих изоморфизмов интегралы, конечно, совпадают.

6.7.3.1. Понятие подсупермногообразия с границей заимствовано из
статьи [BL1], где оно называется суперобластью с границей.

Перечислим вкратце отличные от описанного выше подходы по
преодолению трудностей, связанных с примером Рудакова. А. Роджерс
(см. [Rog]) предложила конструкцию, которая, если ее перевести на язык
представляющих функторов, сводится к тому, что мы не разрешаем нечет-
ным переменным участвовать в заменах четных переменных. Как ясно
из доказательства теоремы из п. 6.5.4, в этом случае любое подмного-
образие N с границей в подстилающем многообразии M единственным
образом оснащено структурой подсупермногообразия с границей: имеется
каноническая проекция cpr : M→M, и N переходит в (cpr−1 N, cpr−1 ∂N).
В координатах это означает, что уравнение f(u) = 0 на подстилающем
многообразии принимает в cpr∗ f(x) = 0 на M, где cpr∗ (ui) = ui. По-
этому конструкция Роджерс является вариантом конструкции Бернштей-
на—Лейтеса, но с дополнительными ограничениями непонятной ценно-
сти.

М. Ротштейн (см. [Rot]) пошел по дороге, намеченной Ф. А. Березиным
(см. например, посмертную книгу [Бер]), который показал, что под дей-
ствием замены координат интеграл от формы объема, носитель которой
некомпактен, приводит к дополнительным членам в виде распределения
с носителем на границе области интегрирования. Ротштейн рассматривал
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C∞ (M)-модули Ω(M) ⊗C∞ (M) D(M), где D(M) — свободный C∞ (M)-мо-
дуль дифференциальных операторов на M, а C∞ (M) ¯1̄ действует на Ω(M)
нулем: каждый элемент из Ωn (Mrd) ⊗ D(M) единственным образом пред-
ставляется в локальных координатах (u, x) в виде

h = du1 . . . dun ⊗
(

∂

∂x1
◦ . . . ◦ ∂

∂xm
◦
∑a (

∂

∂u1

)a1

◦ . . . ◦
(

∂

∂un

)an

◦ fa),

(6.265)
где fa ∈ C∞ (M), а ◦ означает композицию операторов. Если N — подмно-
гообразие в M, то по N и h мы строим распределение на M, спаривание
которого с пробной функцией из g ∈ C∞ (M) есть число

]
. . .
]

︸ ︷︷ ︸
n

du1 . . . dun
∂

∂x1
. . .

∂

∂x∑
ma ( ∂

∂u1

)a1

. . .
(

∂

∂un

)an

(fag). (6.266)

Для замены переменных в Ωn (M) ⊗D(M) Ротштейн смог вывести фор-
мулу и таким образом получить указанные Березиным конечные члены.
Действительно, в фиксированной системе координат члены h, для которыхa1 + . . . + an 6= 0, дают распределение с носителем на границе области

интегрирования N, а значение формы du1 . . . dun ⊗ ∂

∂x1
. . .

∂

∂xm
f0 на g равно

интегралу Березина от gf0 volx.
Такая конструкция позволяет получить аналог теоремы Стокса.
Существование двух разных подходов к интегрированию на супермно-

гообразиях можно объяснить следующим образом.
Чтобы корректно определить интеграл формы объема r по области

интегрирования N, необходимо, как показывает пример Рудакова, обладать
дополнительной информацией; назовем ее X. Если предположить, что X
касается супермногообразия N, то из того обстоятельства, что интеграл
корректно определен, мы получаем, варьируя r, что X — это структура
супермногообразия с границей на N (т. е. структура подсупермногообразия
на ∂N).

Если же мы предположим, что X касается формы r и мы хотим со-
хранить структуру C∞ (M)-модуля на новых «формах», то мы получим
пространство обобщенных функций с множеством C∞ (M) в качестве проб-
ных функций. Если не вводить нечетные параметры, то второй подход
приведет нас к пространству Ωn (Mn) ⊗D(M).

Ротштейн не рассматривал нечетные параметры, и конструкция,
которая требует выделить M, не выживет, если нечетные парамет-
ры ввести. Чтобы исправить этот недостаток, надо, видимо, заменить
Ω(Mn) ⊗ D(M) на замечательный комплекс Ω(M) ⊗C∞ (M) D(M), который
изучал И. Пенков и который (комплекс, а не Пенков) был для Ротштейна
исходным пунктом. Оба подхода (см. [BL1, BL2] и [Rot]) разумны и до
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некоторой степени равноправны, хотя лично мне (В. Ш.) подход из ста-
тей [BL1, BL2] представляется более авантажным в двух аспектах.

1) Когда N фиксировано, мы получаем из элементов пространства
Ωn (M) ⊗D(M) класс распределений, далеко не каждое из которых можно
получить из какой бы то ни было формы объема с помощью интеграла
Березина.

2) Абсолютно непонятно, дает ли подход Ротштейна (см. [Rot]) что-
нибудь кроме того, что предложено в § 4–6 этой главы: из соображе-
ний размерности следует, что все регулярные плотности суть аналоги
интегральных и дифференциальных форм. Хотя Ω(M) ⊗ D(M) является
C∞ (M)-модулем бесконечного ранга, он Z-градуирован, и каждая его ком-
понента конечномерна (в отличие от Fr|s (M) при s < m).

Кроме того, конструкции из статьи [Rot] кажутся мне не очень гео-
метричными, в то время как идея, что граница супермногообразия — это
подсупермногообразие коразмерности 1|0, довольно естественная: разум-
ная четная функция f задает нам разложение границы области на супер-
многообразии, выделенном неравенством f < 0, в произведении границы,
заданной уравнением f = 0, на область в R1|0, и, таким образом, граница
является в некотором роде «производной» от супермногообразия.

Утверждение, что продолжения интеграла Березина на компактное
многообразие нумеруются структурами подсупермногообразий с границей
на этом компакте, содержится, в сущности, в статьях [BL1, BL2], посколь-
ку основное его содержание — это утверждение о корректности интеграла
по подсупермногообразию с границей (теорема из п. 6.3.4 или [BL1, BL2]).

6.7.3.6. Рецепт вычисления интеграла взят из статьи [Sha4] .

6.7.3.7. Я мог бы ограничиться рассмотрением суперобластей с гра-
ницей, как это сделали И. Н. Бернштейн и Д. А. Лейтес, и таким образом
сократить изложение, а также упростить формулировку теоремы 6.3.7.
Я пошел по более трудному пути по двум причинам: невозможность
интегрировать по квадрату в R2 сильно раздражает, а произведение су-
перобластей с границей является цепью, а не суперобластью с границей.

6.7.3.8. Предложение из п. 6.3.8 — это, в сущности, описание всех
форм объема, интегралы которых по данному компакту корректно опреде-
лены.

6.7.4.1. Определение плотности в чисто четном случае сформулирова-
но, например, в работе [GG]. На супермногообразия это понятие было
перенесено М. А. Барановым и А. С. Шварцем (см. [BSc]), которые рас-
сматривали чуть более общий класс плотностей.

А именно, согласно Баранову—Шварцу r|s-плотностью ранга g на
(n|m)-мерном супермногообразии с координатами x называется функция
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от переменных x и ai1...il

k , где k∈ {1, . . . , n + m} и i1, . . . , il ∈ {1, . . . , r + s},
l 6 g, такая что для любого вложения (r|s)-мерного подсупермногообразия,
заданного в координатах параметрическими формулами xi = xi (t), где t —
координаты на Rr|s, формы объема

volt ·F
(

x(t),
∂

lx(t)
∂ti1

. . . ∂til

)
(6.267)

на Rr|s не зависят от системы координат на Rr|s (здесь
∂

lxk (t)
∂ti1

. . . ∂til

подстав-

лены в F вместо ai1...il

k ). Нетрудно видеть, что плотности из § 6.4 отвечают
плотностям Баранова—Шварца ранга 1.

Чтобы описать плотности ранга k > 1 инвариантно, нам надо бы
построить вместо Tr|s (M) совершенно аналогичное суперрасслоение, от-
вечающее сумме Уитни r экземпляров касательного пространства и s
экземпляров того же расслоения со сдвинутой четностью.

Для общих плотностей Баранов и Шварц ввели понятие замкнутой
плотности [BSc] , но как определить дифференциал на плотностях, неиз-
вестно. Это — открытая проблема. (А скорее — вопрос, учитывая, что
никаких примеров плотностей ранга больше 1 пока неизвестно.)

Плотности Воронова—Зорича, замкнутые относительно дифференци-
ала, замкнуты также, если их рассматривать как плотности Барано-
ва—Шварца; см. [VZ1].

6.7.4.2. Ю. И. Манин (см. [МаКП]) определяет плотности с помощью
грассманианов на супермногообразии. Это означает, что он рассматривает
(возможно, непродолжаемые) плотности из Ξr|s (M), где r|s 6 m|n = dim M.
Этот подход исключает возможность интерпретировать дифференциаль-
ные формы степеней больше m как плотности.

6.7.5.1. Псевдодифференциальные формы и супермногообразие M̂ по-
строены И. Н. Бернштейном и Д. А. Лейтесом в статье [BL2]. Алгебра
ΩH(M) введена в статье [Sha5] . Суперпространства S(Rn|m) и ΩS(M)
прежде специально не рассматривались.

Большая часть п. 6.5.1 и 6.5.3 — это переформулировка работы [BL2].

6.7.5.2. Супермногообразие M̂ — это один из примеров супермно-
гообразий с выделенной формой объема. Несколько других примеров
рассмотрены в книге [МаКП]. Более общим образом, если Mp|q — супер-
многообразие с G-структурой, где супергруппа G содержится в SL(p|q), то
на M, конечно же, имеется выделенная форма объема. Таковы, в частности,
случаи, когда G является произвольной группой Ли, алгебра Ли которой
проста, и когда G = GQ(n).
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6.7.5.3. Доказательство леммы Пуанкаре из статьи [БЛ] применимо
и к пространству ΩS(U). Что касается когомологий в пространстве ΩH(M),
они несут ответственность за нетривиальность векторного расслоения,
с которым ассоциировано супермногообразие M. Если M ∼= M × R0|m, то
Ker d = Im d на ΩH(M), поскольку если форма w ∈ ΩS замкнута, тоw= d

((∑ xid ˆxi

) w
∑

(d ˆxi)2

)
, (6.268)

где x— координаты на R0|m.

6.7.7.1. Обобщенные функции. Пусть F(Rn) — алгебра функций
какого-то типа (класса C∞, с компактным носителем, быстроубывающих
и т. д.). Очевидно, что любой «разумный» класс имеет свой супераналог
F(Rn|m), определенный буквально теми же словами.

Поскольку функции любого из этих классов аналитические, а также
гладкие, а также полиномиальные по нечетным переменным,

F(Rn|m) ∼= F(Rn) ⊗R F(R0|m), где F(R0|m) = Λ(m) в каждом случае.
(6.269)

Как и для многообразий, имеется вложение множества регулярных (т. е.
пробных) функций в множество обобщенных функций, рассматриваемых
как функционалы f ∈ F(Rn|m)∗, такие что

(f, g) =
]

fg volx для любой функции g ∈ F(Rn|m), (6.270)

и определения пространств F и F∗ должны быть согласованы, чтобы ин-
теграл существовал.

Это согласование нужно производить только на Rn = (Rn|m)rd, а на Rn|m

оно продолжается автоматически.

Следствие. Имеет место изоморфизм

C∞ (R0|m) ∼= (C∞ (R0|m))∗, (6.271)

поскольку dim C∞ (R0|m) = 2m <∞.

Другими словами, все обобщенные функции на R0|m регулярны! Сле-
дующее упражнение — хороший пример.

Упражнение. Докажите, что на R0|m с координатами x = (x1, . . . , xm)
роль d-функции с носителем в начале координат выполняет функцияx1 . . . xm.

Наконец, мы видим, что

(F(Rn|m))∗ = (F(Rn))∗ ⊗R C∞ (R0|m) для любого класса F. (6.272)
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Глава 7

Градуированные алгебры

и группы Брауэра

(по М. Финкельбергу)

§ 7.1. Введение

Теория полупростых алгебр и групп Брауэра является одной из наибо-
лее красивых и в то же время простых тем в общей алгебре 1) .

7.1.1. Напоминания. Всюду ниже основное поле k будет при необ-
ходимости уточнено, а слово «алгебра» означает «ассоциативная алгебра
с единицей».

Пусть q — квадратичная форма на пространстве k2 с матрицей Π2,
и пусть форма

Q1 ⊕Q2 на пространстве V1 ⊕ V2 (7.1)

есть прямая сумма квадратичных форм Q1 на V1 и Q2 на V2. Напомним,
что квадратичные формы P и Q называются Витт-эквивалентными, если
существуют натуральные числа m и n, такие что P ⊕ mq ∼= Q ⊕ nq, где
nq = q⊕ . . .⊕ q (n слагаемых)— форма на k2n.

Ассоциативная алгебра A называется центральной, если ее центр
изоморфен полю k. Центральные простые алгебры A и B называются
Морита-эквивалентными (мы будем писать A∼ B), если

категория A-модулей эквивалентна категории B-модулей. (7.2)

Это требование можно выразить в виде эквивалентного условия, которое
легче проверить:

A⊗Mat(m) ∼= B⊗Mat(n) для некоторых m, n > 0. (7.3)

Доказательство эквивалентности условий (7.2) и (7.3) см., например,
в [BW].

1) Ниже приводится с минимальными изменениями и дополнениями перевод препринта
М. Финкельберга, опубликованный в [SoS], № 14. Раньше и независимо (еще в досуперную
эпоху) некоторые из этих результатов сформулировал С. Т. С. (Терри) Уолл (Wall), но о его
статье мы узнали, когда работа М. Финкельберга (содержащая гораздо больше) была почти
закончена; современное изложение результатов Уолла см. в лекции Делиня в книге [QFS].
Ни общий градуированный, ни частный супераспекты этой темы никогда раньше не излага-
лись. — Прим. ред.
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Пусть Witt(k) — группа классов Витт-эквивалентных невырожденных
форм. Эта группа называется группой Витта.

Пусть Br(k) — группа классов Морита-эквивалентных центральных
простых алгебр. Эта группа называется группой Брауэра поля k.

Цель этой главы — вычислить группы Witt(k) и Br(k), определенные
с соответствующими изменениями для G-градуированных алгебр, где
G — коммутативная группа. Одно время такие алгебры стали называть
«цветными» алгебрами, но эта мода, к счастью, проходит.

Наиболее интересный случай соответствует G = Z/2, т. е. супералгеб-
рам.

Заметим, что, как хорошо известно, алгебра Клиффорда Cliff(2n) яв-
ляется центральной простой, в то время как Cliff(2n + 1) не является
ни центральной, ни простой, но является прямой суммой центральных
простых алгебр. Описание алгебр Клиффорда становится естественным,
если алгебру Клиффорда рассматривать как супералгебру относительно
естественной Z/2-градуировки: она является центральной простой для лю-
бого (во всяком случае, конечного) числа образующих. Более того, прямая
сумма квадратичных форм соответствует супертензорному произведению
супералгебр Клиффорда, определенных этими формами.

Мы скажем, что супералгебра A центральна, если ее центр изомор-
фен полю k ⊂ A ¯0̄. Мы скажем, что центральные простые супералгебры
A и B супер Морита-эквивалентны, если условие (7.2) выполняется
для супермодулей. Это требование можно выразить в виде эквивалентного
условия, которое несложно проверить:

A⊗Mat(m|l) ∼= B⊗Mat(r|s) для некоторых l, m, r, s > 0, (7.4)

где тензорное умножение понимается как супертензорное.

Упражнение. На категории A-Mod есть инволюция Π. Определение
(7.2) различает модули M и Π(M). Опишите, как изменятся результаты
этой главы, если вместо вышеприведенного определения Морита-эквива-
лентности мы используем одно из следующих определений:

1) A∼ B, если A⊗A≃ B⊗B, где A ∈Q(a), a B ∈Q(b) для некоторых
a, b > 0;

2) A∼B, если A≃B⊗B, где либо A∈Q(a), либо A∈Mat(m|n), и либо
B ∈Q(b), либо B ∈Mat(r|s) для некоторых a, b, l, m, r, s > 0.

Пусть Witt(k) — группа классов Витт-эквивалентности невырожденных
квадратичных форм, и пусть WBr(k) — группа классов по модулю супер
Морита-эквивалентности центральных простых супералгебр. Мы назовем
группу WBr(k) группой Уолла—Брауэра поля k.

Заметим, что алгебра Клиффорда Cliff(q) стандартной гиперболической
формы q на k2 является матричной супералгеброй Mat(1|1), откуда следует

§ 7.1. Введение 345

(см. [W]) что конструкция алгебр Клиффорда определяет гомоморфизм
групп

Cliff : Witt(k) −→WBr(k). (7.5)

Гомоморфизм Cliff вместе с вычислением группы WBr(R) дает объяс-
нение известной 8-периодичности Ботта вещественных алгебр Клиффорда
(см. также [QFS, W]).

7.1.2. Структурная теория полупростых и простых G-алгебр.
Пусть G — коммутативная группа, 0 — ее единица. Всюду ниже G-градуи-
рованные понятия будут использоваться с приставкой G- (за исключением
случая G = Z/2, когда используется приставка «супер»), чтобы отличить
их от неградуированных объектов. Назовем G-градуированную алгебру
A центральной, если ее G-центр — это k ⊂ A0. Когда все определения
обобщены должным образом (см. § 7.2), результат оказывается буквально
таким же, как и в классическом случае. Более точно, мы докажем следу-
ющую теорему.

7.1.2а. Теорема. 1) Каждая полупростая G-алгебра изоморфна
прямому произведению простых G-алгебр.

2) Каждая простая G-алгебра изоморфна алгебре эндоморфизмов
свободного модуля над G-телом.

Определение G-тела может показаться странным, но из G-леммы Шу-
ра (см. п. 7.2.7) и структурной теоремы (см. п. 7.4.4) следует, что оно
правильно отвечает ситуации. Отметим, что структурные теоремы теряют
немного общности по сравнению с их классическими аналогами: последние
верны над произвольными артиновыми кольцами. Дело в том, что для
определения эндоморфизмов нам нужно правило знаков, а следователь-
но, «антисимметрический бихарактер» на градуирующей группе G. Только
в частном случае

G = (Z/2)a ⊕ Zb (7.6)

область значений бихарактера — множество {−1, 1}, и мы можем иметь
дело с кольцами, а не с алгебрами, и результаты верны для любых арти-
новых колец, как и в обычной неградуированной теории.

Предложения из § 7.2–7.3 близко следуют книге [B] , глава «Полупро-
стота».

7.1.3. Общая G-брауэрова теория. Мы разовьем эту теорию в § 7.4,
а более конкретные результаты получены в § 7.5. Определение G-группы
Брауэра G-Br(k) близко к классическому: это группа классов централь-
ных простых G-алгебр над полем k относительно G-тензорного произве-
дения, которое мы скоро определим, где центральные простые G-алгебры
A и B считаются эквивалентными (A∼B), если существуют G-k-модули
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(т. е. просто G-градуированные линейные пространства) M и N, такие что

A⊗G EndG-k (M) ∼= B⊗
G

EndG-k (N)). (7.7)

Оказывается, для любой группы G и поля k группа G-Br(k) содержит
классическую группу Брауэра поля k в качестве подгруппы.

Одним из главных результатов здесь является следующее утверждение.

7.1.3а. Теорема. Группа G-Br(k) порождена своей подгруппой
Br(k) и классами G-полей над k.

G-поля определены в п. 7.2.1. Это понятие может показаться даже еще
более странным на первый взгляд, чем понятие G-тел, но его происхож-
дение становится ясным, когда мы переходим к изучению супералгебр (см.
классификацию из п. 7.2.2).

7.1.4. Суперслучай. Этот случай исследован в оставшейся части ра-
боты. Исторически это был первый наиболее интересный случай. Практи-
чески все общие результаты о группах Уолла—Брауэра принадлежат Уол-
лу (см. [W]). Его замечательная работа была опубликована в досуперную
эпоху, а сейчас мы можем перевести его результаты на соответствующий
язык. Однако сформулированная ниже «настоящая» задача до сих пор
открыта.

Задача. Определить не просто группу Уолла—Брауэра, а супергруппу
Брауэра.

Основной результат этой главы — первый шаг в решении этой задачи,
а именно теорема из п. 7.6.5, которая описывает отношения между супер-
полями по модулю классической группы Брауэра.

Поскольку и Br(k), и множество суперполей допускают когомологиче-
ское описание, теорема из п. 7.6.9 позволяет нам дать чисто когомологиче-
ское описание группы WBr(k) (см. п. 7.6.9). Точнее, мы опишем подгруппу
в WBr(k), введенную Уоллом в работе [W], которую в его честь мы назовем
Wall(k). Эта подгруппа индекса 2 состоит из классов центральных простых
алгебр, расщепляющихся над алгебраическим замыканием ¯k̄ поля k.

Переписывая результаты Уолла (см. [W]), мы дадим несколько новых
доказательств, а именно:

• элементарное (по модулю теоремы Брауна [B, гл. IV.6.6]) доказа-
тельство основных теорем из п. 7.6.4 и 7.6.5; наше доказательство гораздо
короче, чем доказательство Уолла.

• чисто когомологическое доказательство чисто когомологической
теоремы из п. 7.6.9; мы еще раз докажем теорему из п. 7.6.4 на пути к до-
казательству теоремы из п. 7.6.9 (см. пп. 7.6.6–7.6.8), и это доказательство
будет даже еще более коротким, чем предыдущее.
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7.1.5. Группы Уолла—Брауэра локальных полей. Эти группы вы-
числены в § 7.7, см. [S4] . Первый пример, а именно WBr(R) = Z/8,
отражает уже упомянутую хорошо известную периодичность вещественных
алгебр Клиффорда, см. [W].

В случае p-адических полей k мы получаем следующее описание груп-
пы Уолла—Брауэра WBr(k) и группы Wall(k) (чтобы таблица уместилась,

образующие даны для всех слагаемых, кроме Q/
1
2
Z):

Та б л и ц а 7.1

WBr(Q2) Q
/ 1

2
Z ⊕ Z/8 ⊕ Z/2 ⊕ Z/2

образующие Q2 (
√

1), Q2 (
√

1) ⊕ Q2 (
√
−5),

Q2 (
√

1) ⊕ Q2 (
√
−2)

Wall(Q2) Q/
1

2
Z ⊕ Z/4 ⊕ Z/2 ⊕ Z/2

WBr(Qp), p = 4k + 3 Q/
1

2
Z ⊕ Z/4 ⊕ Z/4

образующие Qp (−1), Qp (−1) ⊕ Qp (p)

Wall(Qp), p = 4k + 3 Q/
1

2
Z ⊕ Z/2 ⊕ Z/4

WBr(Qp), p = 4k + 1 Q/
1

2
Z ⊕ Z/2 ⊕ Z/2 ⊕ Z/2 ⊕ Z/2

образующие Qp (g) для всех g

Wall(Qp), p = 4k + 1 Q/
1

2
Z ⊕ Z/2 ⊕ Z/2 ⊕ Z/2

В § 7.6 мы исследуем дальнейшие подробности взаимоотношений меж-
ду WBr(k) и Witt(k).

7.1.6. Нереализованные идеи и открытые проблемы.

7.1.6а. Задача. Дать когомологическое описание группы G-Br(k) для
произвольной группы G (в стиле описания, данного в теореме из п. 7.6.9),
по крайне мере для алгебраически замкнутых полей k.

Частичным результатом в этом направлении является следующий: мно-
жество классов изоморфизма полных (т . е . имеющих ненулевые элементы
в каждой степени) G-полей можно отождествить с H2 (G; k×).

Действительно, выберем однородный k-базис {ag | g ∈ G} G-поля k

и положим c(g, h) = agaha−1
g+h. Ясно, что c(g, h) является 2-коциклом на

G с коэффициентами в k, и непосредственная проверка показывает, что
его когомологический класс не зависит от выбора базиса.

7.1.6б. Существует далеко идущее обобщение G-модулей и G-алгебр,
а именно понятие «категорий симметрий» или «категорий Янга—Баксте-
ра» (см. [Lu]).
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Задача. Для данной категории Янга—Бакстера S вычислить S-симмет-
ричную группу Брауэра BrS (k), в частности «квантовую группу Брауэра».

Основная трудность здесь заключается в том, что наиболее интересные
S-алгебры бесконечномерны, а в этом случае определение группы BrS (k)
отсутствует.

7.1.6в. Теперь, когда мы знаем WBr(Qp) для всех p, было бы здорово
решить следующую задачу.

Задача. Определить суперзакон взаимности, а стало быть, вычислить
WBr(Q).

Основные трудности здесь следующие:
1) вместо одного типа локальных групп Брауэра, как в обычном случае,

у нас теперь три типа локальных групп Уолла—Брауэра;
2) каждое суперполе над Q не локально расщеплено в бесконечном

множестве точек.
Тем не менее, WBr(Q) вложено в прямое произведение

∏
p

WBr(Qp)

очевидным образом (это тривиальное следствие классического закона вза-
имности), и это дает нам надежду, что можно доказать аналог теоремы
Минковского—Хассе следующим образом: если квадратичная форма Q
над Q локально расщеплена всюду, то элемент Cliff(Q) тривиален (см.
п. 7.7.4а и 7.7.5).

Достаточно было бы доказать, что гомоморфизм Cliff инъективен. Ос-
новная трудность здесь заключается в том, что он, увы, не инъективен.
Например, Witt(R) = Z, в то время как WBr(R) = Z/8.

Напомним (см. [S4]), что, отождествив Z/2 с подгруппой в Q/Z, мы
делаем сумму в следующем условии корректно определенной:

Br(Q) ={x= (x0, x2, x3, x5, . . .)∈Z/2⊕Q/Z⊕Q/Z . . . |∑xi =0∈Q/Z}. (7.8)

7.1.7. Соглашение. Простые утверждения, которые любой читатель
непременно сможет проверить самостоятельно, названы упражнениями.
Начиная с § 7.6 мы предполагаем, что char k 6= 2.

§ 7.2. Общие факты

7.2.1. Пусть G — абелева группа, а 0 — ее единица. Пространство
V называется G-градуированным пространством, если его аддитив-
ная группа есть прямая сумма подгрупп Vg, индексированных элементами
группы G. Множество {g ∈ G | Vg 6= 0} называется носителем G-градуи-
ровки пространства V .
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Кольцо A называется G-кольцом, если оно является G-градуирован-
ным пространством и

Ag1 · Ag2 ⊂ Ag1+g2 для любых g1, g2. (7.9)

Ненулевые элементы пространства Ag называются однородными степе-
ни g (обозначение a ∈ Ag ⇐⇒ deg a = g). Если a =

∑
g∈G

ag, где deg ag = g,

то мы скажем, что ag — однородная компонента степени g элемента a.
Пусть A — G-кольцо, а M — A-модуль. Пространство M называется

G-градуированным A-модулем или просто G-A-модулем, если

M =
⊕

g∈G

Mg и Ag1 Mg2 ⊂Mg1+g2 для любых g1, g2 ∈G. (7.10)

Всюду ниже k означает основное поле, а все кольца и модули рас-
сматриваются над k, в то время как k предполагается G-градуированным
с носителем в степени 0. Обозначим через 〈· , ·〉 : G × G −→ k× функцию,
которая является гомоморфизмом по каждой переменной и удовлетворяет
условию

〈g, h〉= 〈h, g〉−1 для любых g, h ∈G. (7.11)

Другими словами, 〈· , ·〉— аналог антисимметричной формы.
Пусть символ EndG-A (M) =

⊕
g∈G

(EndG-A (M))g обозначает G-простран-

ство G-A-гомоморфизмов, где линейный оператор F ∈ Hom(M, M), дей-
ствующий на G-A-модуле M называется однородным G-A-гомоморфиз-
мом степени f ∈ G, если

aFm = 〈h, f〉Fam для любых a ∈ Ah и m ∈M. (7.12)

Гомоморфизмы степени 0 называются морфизмами в категории G-граду-
ированных пространств.

7.2.2. Всюду ниже мы будем пользоваться следующим обобщением
Правила Знаков:

если что-то степени p движется мимо чего-то степени q, то выска-
кивает коэффициент 〈p, q〉, где p, q ∈ G, а 〈· , ·〉— антисимметрич-
ный бигомоморфизм (7.11).

Как и в суперслучае (G = Z/2), мы будем молчаливо предполагать, что
формулы, определенные лишь на однородных элементах, распространены
на произвольные элементы по линейности.

7.2.2. Примеры непосредственного применения правила знаков:
G-скобка, G-коммутативность, G-центр, G-алгебра Ли, G-правило Лейб-
ница и т. д. Например, ассоциативная G-алгебра A с новым умножени-
ем, заданным G-скобкой, является G-алгеброй Ли, которая обозначает-
ся AG-L.
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7.2.4. Упражнение. Докажите, что EndG-A (M) является G-алгеброй
относительно композиции (здесь мы используем лишь то, что 〈· , ·〉 адди-
тивна по каждому переменному). Заметим, что тогда EndG-A (M) изоморфна
неградуированной алгебре EndA (M) тогда и только тогда, когда A = A0.

7.2.5. Пусть M и N суть G-A-модули. Алгебра A-подмодуль N назы-
вается G-A- подмодулем, если Ng = N ∩Mg.

Мы можем рассматривать данное G-кольцо A и как левый G-A-модуль,
и как правый G-A-модуль по отношению к умножению на элемент слева
или справа. Соответственно G-A-подмодули кольца A называются левы-
ми G-идеалами или правыми G-идеалами, а G-идеалы, одновременно
являющиеся левыми и правыми, называются просто G-идеалами. Нако-
нец, G-A-модуль M без собственных G-A-подмодулей называется про-
стым G-A-модулем, а G-кольцо B без собственных G-идеалов называ-
ется простым G-кольцом.

7.2.6. G-алгебра D называется G-телом, если каждый ее ненулевой
элемент обратим.

7.2.7. Теорема (G-градуированный аналог леммы Шура). Пусть
M — простой G-A-модуль. Тогда EndG-A (M) является G-телом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть E — однородный ненулевой необратимый
G-A-эндоморфизм модуля M. Тогда у него есть либо нетривиальное ядро,
либо нетривиальный образ, который является собственным G-A-подмоду-
лем.

7.2.8. Пусть A есть G-кольцо. Левый G-идеал I ⊂ A называется
максимальным, если нет никакого собственного левого G-идеала, содер-
жащего I.

Предложение. Идеал I — максимальный левый G-идеал тогда
и только тогда, когда A/I — простой G-A-модуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о. =⇒ Если N есть собственный G-подмодуль
в A/I, то его прообраз является левым G-идеалом, содержащим I, и он
содержится в A, причем все включения строгие.
⇐= В предыдущих рассуждениях замените прообраз на образ.

7.2.9. Определим G-аналог классического радикала Джекобсона
G-кольца A как пересечение всех максимальных левых G-идеалов коль-
ца A. Если такой G-радикал Джекобсона равен нулю, то G-кольцо A
называется полупростым. Дальнейшие подробности см. в § 7.3.

7.2.10. Определим G-тензорное произведение A⊗
G

B G-алгебр A

и B следующим образом. Его пространство — A⊗
k

B с естественной G-гра-
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дуировкой, заданной формулой

(A⊗
G

B)h =
⊕

g′+g′′=h

Ag′ ⊗
G

Bg′ , (7.13)

и умножением, заданным по Правилу Знаков:

(a1 ⊗ b1) · (a2 ⊗ b2) = 〈deg b1, deg a2〉a1a2 ⊗ b1b2. (7.14)

Важно отметить, что G-алгебры A⊗
G

B и B⊗
G

A изоморфны относитель-

но следующего скручивающего гомоморфизма

a⊗ b 7→ 〈deg a, deg b〉b⊗ a. (7.15)

§ 7.3. Структура полупростых алгебр

7.3.1. В дополнение к предыдущему определению из п. 7.2.9 имеется
и другое (категорное) определение полупростоты: G-алгебра называется
полупростой, если категория G-A-модулей полупроста. Напомним, что
абелева категория называется полупростой, если каждый ее подобъект
является прямым слагаемым.

Так что давайте прежде всего выясним взаимоотношения этих двух
определений. Доказательство утверждений этого пункта стандартны
(см. [Lam], глава «Полупростота») и поэтому опущены.

7.3.1а. Лемма. Для G-алгебры A и G-A-модуля M следующие свой-
ства эквивалентны:

а) M =⊕Mi, где Mi — простые G-подмодули;
б) M = +Mi, где Mi — простые G-подмодули;
в) любой G-подмодуль N ⊂M является прямым слагаемым, т. е.

существует G-подмодуль N′, такой что M = N ⊕ N′.
Если выполнено любое из условий а)–в), то модуль M называется

полупростым.
7.3.1б. Следствие. Любые G-под- или G-фактормодули полупро-

стого модуля полупросты.

7.3.1в. Следствие. Если G-алгебра A полупроста как (левый)
G-A-модуль, то G-A-модуль M полупрост.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Любой модуль M является G-фактором некото-
рого свободного модуля.

Свойство алгебры A быть полупростой как G-A-модуль назовем ка-
тегорной полупростотой.

Мы покажем, что полупростота эквивалентна категорной полупросто-
те. Перечислим теперь несколько первых полезных свойств G-радикала
Джекобсона.
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7.3.1г. Предложение. Пусть A есть G-алгебра, а R — ее G-ради-
кал Джекобсона. Тогда

а) a ∈ R ⇐⇒ aM = 0 для любого простого G-A-модуля M;
б) R является G-идеалом (а не просто левым G-идеалом);
в) A/R является полупростой G-алгеброй.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение а) является немедленным след-
ствием из п. 7.2.8.

Утверждение б) следует из того, что aM = 0 для любого простого
M =⇒ abM = 0 для любого b ∈ A и простого M.

Докажем утверждение в). Благодаря а) имеется следующее естествен-
ное взаимно однозначное соответствие между множествами:

{простые G-A-модули }←→ { простые G-A/R-модули}. (7.16)

Теперь воспользуемся утверждением а) еще раз.

7.3.1д. Теорема. Пусть A — полупростая G-алгебра. Тогда она
категорно полупроста.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первым делом докажем, что существует ко-
нечное множество максимальных левых G-идеалов I1, . . . , In, таких что
I1 ∩ . . .∩ In = 0. Чтобы это доказать, мы должны упорядочить множества
максимальных левых G-идеалов I1, I2, . . . и индуктивным образом выби-
рать идеалы Iik

так, чтобы выполнялось неравенство

dim(Iik
∩ Iik−1 ∩ . . .∩ Ii1) < dim(Iik−1 ∩ . . .∩ Ii1). (7.17)

По предположению индукции и благодаря тому, что dim A < ∞, про-
цесс закончится через конечное число шагов с требуемым результатом.
Теперь предложение из п. 7.3.1г означает, что естественный морфизм
A −→ ⊕

16i6n

A/Ii является вложением. Но каждое слагаемое является по-

лупростым G-A-модулем, так что A является полупростым G-A-модулем
благодаря п. 7.3.1б.

Обратное утверждение тоже верно.

7.3.1е. Теорема. Пусть A — категорно полупростая G-алгебра.
Тогда она полупроста.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A = ⊕Ii — разложение алгебры A в пря-
мую сумму простых левых G-идеалов (т. е. простых G-подмодулей), и пусть
e =

∑
ei — соответствующее разбиение единицы. Теперь если a∈R и aei =

= 0 при всех i (см. 7.2.4), то a · e = 0, следовательно, a = 0.

Таким образом, мы можем (и будем) работать только с определением
полупростоты из п. 7.2.9.
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7.3.2. G-аналог теоремы Джекобсона о плотности. Этот аналог
нам не нужен для доказательства структурной теоремы, однако мы приве-
дем его для полноты картины.

Пусть M — полупростой G-A-модуль. Положим K = EndG-A (M) и рас-
смотрим EndG−K (M). (Ясно, что M является G-K-модулем Ex = E(x).)
Очевидно, имеется естественный G-гомоморфизм A −→ EndG−K (M), т. е.
морфизм алгебр, сохраняющий градуировку (a 7→ la, где la (x) = ax).

Приняв эти обозначения, мы можем сформулировать следующую тео-
рему.

Теорема (о плотности). Пусть M — полупростой G-A-модуль, K =
= EndG-A (M), а f ∈ EndG-K M. Пусть x1, . . . , xn ∈M0. Тогда существует
элемент a ∈ A, такой что axi = f(xi) при всех i.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего рассмотрим частный случай n = 1.
В силу утверждения в) леммы из п. 7.3.1а существует G-подмодуль

F ⊂M, такой что M = Ax1 ⊕ F, где Ax1 = {ax1 | a ∈ A} является G-под-
модулем. Пусть p : M→ Ax1 — проекция. Тогда p ∈ K0, и, следовательно,
f(x1) = f(px1) = p(f(x1)), т. е. f(x1) ∈ Ax1 или f(x1) = ax1 для некоторого
a ∈ A.

Рассмотрим теперь общий случай. Мы сведем его к вышеописанному
частному случаю классическим «диагональным приемом».

Пусть M(n) = M⊕ . . .⊕M︸ ︷︷ ︸
n раз

с естественной G-градуировкой и структурой

A-модуля; пусть f (n) = (f, . . . , f), т. е. f (n) (y1, . . . , yn) = (f(y1), . . . , f(yn)).
Положим K (n) = EndG-A (M(n)). Ясно, что f (n) ∈ EndG-K (n) M(n) . Но M(n) —
полупростой G-A-модуль, так что мы оказались в ситуации нашего част-
ного случая: возьмем элемент a ∈ A, такой что

(ax1, . . . , axn) = (f(x1), . . . , f(xn)). (7.18)

7.3.3. Подготовительные результаты для структурной теоремы.
G-A-модули M и N назовем квазиизоморфными, что обозначим сим-
волом M ≃S N (где S от слова «shift»), если существует обратимый
гомоморфизм f : M→ N, такой что

f(Mg) ⊂ Ng+g0 при любых g ∈G и фиксированном g0 и

af = 〈deg a, g0〉fa при всех a ∈ A.
(7.19)

Таким образом, любой квазиизоморфизм является композицией изомор-
физма и сдвига градуировки. Его частным случаем является «нечетный
изоморфизм» суперпространств. Заметим, что EndG-A (M) ∼= EndG-A (N) то-
гда и только тогда, когда M≃S N.
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Лемма. Пусть A — G-алгебра, M — простой G-A-модуль, L⊂ A —
простой (как модуль) левый G-идеал. Тогда либо L≃S M (как модули),
либо LM = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ALM = LM, мы заключаем (поскольку
модуль M прост), что либо LM = 0, либо LM = M. Предположим, что LM =
= M. Пусть y — однородный элемент из M, такой что Ly 6= 0. Тогда Ly = M,
поскольку Ly — G-подмодуль в M. Морфизм L→ M, a 7→ ay, является
эпиморфизмом. Он будет также и квазиизоморфизмом, поскольку модуль
L прост.

Через некоторое время мы покажем, что следующее определение —
еще один вариант определения простоты G-алгебры. Это определение даст
нам возможность немедленно доказать структурную теорему, а потом мы
должны будем только ее переформулировать.

7.3.4. G-алгебра A называется элементарной, если она полупроста
и все ее простые левые G-идеалы квазиизоморфны друг другу.

Теорема (структурная теорема для полупростых G-алгебр).
Пусть A — полупростая G-алгебра. Имеется лишь конечное число
с точностью до квазиизоморфизма простых левых G-идеалов. На-
зовем их, скажем, L1, . . . , Ls. Пусть Ai — сумма всех простых левых
G-идеалов квазиизоморфных Li.

Тогда Ai — G-идеал, а также и G-алгебра (т. е. содержит еди-
ницу) и A ∼=

∏
16i6s

Ai. Каждая алгебра Ai является элементарной

G-алгеброй. Пусть ei — единица в Ai. Тогда l = e1 + . . . + es, где eiej =
= dijei, т. е. ei суть ортогональные идемпотенты.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 7.3.3 следует, что Ai ·Aj = 0 при i 6= j.
Заметим, что Ai — левый G-идеал, а A — сумма алгебр Ai, поскольку
A — сумма простых левых идеалов (см. п. 7.3.1а.) Следовательно, для
любого j ∈ I, где I — множество классов квазиизоморфных простых левых
G-идеалов, имеем

Aj ⊂ (поскольку A содержит единицу) ⊂ Aj · A =

= Aj · Aj ⊂ (поскольку A — левый G-идеал) ⊂ Aj. (7.20)

Это значит, что Aj является также и правым G-идеалом, т. е. G-идеалом.
Представим единицу 1 ∈ A в виде суммы 1 =

∑
i∈I

ei, где ei ∈ Ai. Эта

сумма конечна и пробегает, скажем, индексы i = 1, . . . , s. Заметим, что
все элементы ei могут быть выбраны принадлежащими A0, где 0 — единица
в группе G.
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Аналогичным образом разложим произвольный элемент x ∈ A. Мы
начинаем с произвольного разложения

x =
∑

i∈I

xi, xi ∈ Ai. (7.21)

Для каждого i = 1, . . . , s имеем eix = eixi, а также

xi = 1 · xi = e1xi + . . . + esxi = eixi. (7.22)

Окончательно получаем x = e1x + . . . + esx. Отсюда следует, что все эле-
менты в разложении (7.21), за исключением тех, которые отвечают индек-
сам 1, . . . , s, равны нулю, а i-слагаемое xi однозначно определено равен-
ством xi = eix. Следовательно, A = A1 + . . . + As — прямая сумма и ei —
единица в Ai, т. е. Ai — алгебра и A =

∏
16i6s

Ai, Ai · Aj = 0 при i 6= j.

7.3.4а. Следствие (cтруктурная теорема для модулей). В обозна-
чениях предыдущего пункта пусть A =

∏
16i6s

Ai — полупростая G-ал-

гебра, а M — ненулевой G-A-модуль. Тогда M =
⊕

16i6s

AiM =
⊕

16i6s

eiM

и AiM есть G-подмодуль, равный сумме всех простых G-подмодулей,
квазиизоморфных подмодулю Li.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Mi — сумма всех простых G-подмодулей,
квазиизоморфных модулю Li. Если V — простой G-подмодуль, то AV = V ,
откуда следует, что LiV = V при некотором i. Но это значит, что Li ≃S V
благодаря лемме из п. 7.3.3. Следовательно, M = M1 ⊕ . . . + Ms. Ясно, что
AiM = Mi.

7.3.5. Следствие. 1) Пусть A — полупростая G-алгебра. Тогда
каждый простой G-A-модуль квазиизоморфен одному из простых
левых G-идеалов.

2) У элементарной G-алгебры имеется один, с точностью до
квазиизоморфизма, простой G-A-модуль.

7.3.6. Наша ближайшая цель — показать, что для алгебр понятие
«элементарный» и «простой» — синонимы. Прежде всего каждая простая
G-алгебра A полупроста, поскольку ее радикал есть G-идеал, см. п. 7.3.1г.
Теперь очевидно, что алгебра A элементарна. Обратное тоже верно:

Теорема. Пусть A — элементарная G-алгебра. Тогда
а) A — конечная прямая сумма левых простых G-идеалов;
б) A не содержит G-идеалов, кроме 0 и A;
в) для любых простых G-идеалов L и M существует однородный

элемент a ∈ A, такой что La = M;
г) LA = A.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего ясно, что в) =⇒ б), г).

Лемма. Каждый однородный G-A-эндоморфизм E G-алгебры A
имеет вид

E(x) = 〈deg a, deg x〉xa для некоторого

однородного элемента a ∈ A.
(7.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. По определению

E(x) = E(x · 1) = x〈deg E, deg x〉E(1). (7.24)

Теперь положим a = E(1).

Продолжим доказательство теоремы. Осталось доказать п. в). Суще-
ствует левый идеал L′, такой что A = L⊕ L′ (см. утверждение в) леммы из
п. 7.3.1а. Пусть p : A→ L — проекция на L. Конечно, p является G-A-эн-
доморфизмом. Теперь рассмотрим любой квазиизоморфизм 
 : L → M,
существующий в силу пункта 2 следствия 7.3.5. Тогда 
 ◦ p : A→ A — од-
нородный G-A-эндоморфизм. По лемме из п. 7.3.6 существует однородный
элемент a ∈ A, такой что
 ◦ p(x) = 〈deg a, deg x〉xa при всех x. (7.25)

Взяв x ∈ L, мы получим 
(x) = 〈deg a, deg x〉xa.

7.3.7. Теорема (структурная теорема). Каждая полупростая
G-алгебра является прямым произведением простых G-алгебр.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Объедините теоремы из п. 7.3.1 и теорему из
п. 7.3.6

§ 7.4. Структура простых G-алгебр

Структурные теоремы из этого параграфа являются точными аналогами
классических. (Это и является косвенным свидетельством того, что данное
определение G-тела разумно.) Прежде всего нам потребуется одна лемма.

7.4.1. A-модуль M называется точным, если из того, что am = 0
следует, что a = 0 для любого a ∈ A и ненулевого m ∈M.

Лемма. Пусть A — простая G-алгебра, L — простой G-идеал,
а M — простой G-A-модуль. Тогда LM = M и модуль M — точный
модуль.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, отметим, что

LM = L(AM) = (LA)M = AM = M.

Предположим, что aM = 0 для некоторого a ∈ A. Тогда agM = 0 для
каждой однородной компоненты элемента a. Тогда AagAM = AagM = 0
для любого g, но AagA — G-идеал, а следовательно, AagA = 0, т. е. ag = 0
при всех g, так что a = 0 и M точен.

7.4.2. Теорема (структурная теорема для простых G-алгебр).
Любая простая G-алгебра A изоморфна EndG-D (L), где L — простой
левый G-идеал, а D есть G-тело его G-A-эндоморфизмов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно G-лемме Шура (см. п. 7.2.7) мы ви-
дим, что EndG-A (L) является G-телом. Теперь рассмотрим естественный
G-гомоморфизм l : A→ EndG-D (L). Ясно, что ker l есть G-идеал в силу
инъективности отображения l. Имеем также LA = A, поэтому l(L)l(A) =
= l(A). Для любых x, y ∈ L и f ∈ EndG-D (L) имеем

f(〈deg y, deg x〉xy) = 〈deg f, deg y〉 · (〈deg y, deg f(x)〉f(x)y), (7.26)

поскольку x 7→ 〈deg y, deg x〉xy является G-A-эндоморфизмом степени
deg y G-A-модуля L. Из свойств отображения 〈· , ·〉 следует, что

f(xy) = f(x)y для любых f и x, y ∈ L. (7.27)

Следовательно, l(L) — левый G-идеал в A′ = EndG-D (L), т. е.

A′ = A′l(A) = A′l(L)l(A) = l(L)l(A) = l(A). (7.28)

Следующая теорема в некотором смысле обратна предыдущей.

7.4.3. Теорема. Пусть D есть G-тело, M — G-D-модуль, а A =
= EndG-D (M). Тогда

а) A — простая G-алгебра;
б) M — простой G-A-модуль;
в) D = EndG-A (M).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что M прост. Пусть v1 — ненулевой
однородный элемент модуля M. Мы можем дополнить его до базиса v1, . . .
. . . , vn G-D-модуля M. Поэтому для данного m ∈ M существует a ∈ A,
такой что a(v1) = m, откуда следует, что модуль M прост. Ясно, что M
также и точен как G-A-модуль.

Из существования точного простого G-A-модуля немедленно следует
полупростота алгебры A (см. п. а) предложения из п. 7.3.1г) и, более того,
тот факт, что A — элементарная алгебра (см. п. 7.2.5).
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Теперь воспользуемся утверждением б) теоремы из п. 7.3.6. Осталось
показать, что D = EndG-A (M). Поскольку D — G-тело, M — полупростой
G-D-модуль. Мы можем поэтому воспользоваться теоремой из п. 7.3.2.

Пусть f∈EndG-A (M) и v∈M — однородные элементы. Тогда существу-
ет d ∈D, такой что f(v) = dv. Легко видеть, что можно выбрать элемент d
так, чтобы он был однородным степени degf. Пусть w ∈M — однородный
элемент. Тогда существует однородный элемент f ∈ A, такой что f(v) = w.
Следовательно,f(w) = f(f(v)) = 〈degf, deg f〉f(f(v)) = 〈degf, deg f〉f(dv) =

= 〈degf, deg f〉 · 〈deg f, deg d〉df(v) = dw.
(7.29)

Это значит, что f(w) = dw для любых (не обязательно однородных) эле-
ментов w ∈M, f ∈D.

Следующая теорема суммирует результаты этого параграфа для удоб-
ства ссылок.

7.4.4. Теорема. Следующие свойства G-алгебры A эквивалентны:
а) A проста,
б) A элементарна (см. п. 7.3.4),
в) A = EndG-D (M), где D есть G-тело, а M есть G-D-модуль.

§ 7.5. G-тензорные произведения и G-группа Брауэра

7.5.1. Мы увидим, что G-тензорное произведение двух центральных
простых G-алгебр — снова центральная простая G-алгебра (см. п. 7.5.5
и 7.5.6). Предложение 7.5.4 показывает, что классы изоморфизма цен-
тральных простых G-алгебр — абелева полугруппа относительно G-тен-
зорного произведения. Эта полугруппа содержит подполугруппу, состоя-
щую из центральных простых G-алгебр вида End M, где M — G-k-модуль
(см. п. 7.5.4 и 7.5.3).

Чудесным образом оказывается, что факторполугруппа является груп-
пой (см. п. 7.5.7). Эта группа, зависящая от групп G, 〈· , ·〉 и k, называется
G-группой Брауэра поля k; мы обозначаем ее символом G-Br(k).

7.5.2. Предложение. Пусть M — G-k-модуль. Тогда Z(EndG-k (M)) =
= k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вспомним утверждение в) теоремы 7.4.3. Если
a ∈ Z(EndG-k (M)), то умножение на a является G-EndG-k (M)-эндомор-
физмом модуля EndG-k (M). Следовательно, a ∈ k.

7.5.3. Предложение. Пусть M, N — G-k-модули. Тогдаy : EndG-k (M) ⊗G EndG-k (N) −→ EndG-k (M⊗G N), (7.30)
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где y(E⊗ F) (x⊗ y) = 〈deg F, deg x〉E(x) ⊗ F(y) (7.31)

— изоморфизм.

Упражнение. Докажите это.

7.5.4. Предложение. Пусть A и B — центральные G-алгебры. То-
гда A⊗G B тоже центральная G-алгебра.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x = a1 ⊗ b1 + . . . + ak ⊗ bk — элемент из
Z(A⊗G B), причем все bi линейно независимы. Ясно, что x и a⊗ 1 комму-
тируют при любом a ∈ A тогда и только тогда, когда ai ⊗ bi коммутирует
с a⊗ 1 при любом i. Однако

(ai ⊗ bi) · (a⊗ 1) = 〈deg bi, deg a〉(ai · a) ⊗ bi (7.32)

и (a⊗ 1) · (ai ⊗ bi) = aai ⊗ bi.
Итак, ai ⊗ bi и a⊗ 1 коммутируют тогда и только тогда, когда

〈deg bi, deg a〉ai · a = 〈deg ai + deg bi, deg a〉a · ai, (7.33)

т. е. когда a и ai коммутируют. Но a — произвольный элемент, поэтому
ai ∈ k при всех i. Дальнейшие аргументы очевидны.

7.5.5. Переформулируем утверждение в) теоремы 7.4.4 для наших
тензорных целей. Пусть x1, . . . , xn — однородный D-базис в модуле M,
а M̂ есть G-k-модуль, натянутый над x̂1, . . . , x̂n на k. Для каждого G-тела
D положим

D̂ = EndG-D (D). (7.34)

Из G-леммы Шура следует, что D — простой G-D-модуль, а D̂ — простой
G-D-модуль.

Существует изоморфизмf : EndG-D (M) ∼= D̂⊗G EndG-k (M̂), (7.35)

заданный формулойf(F ⊗ E) (d⊗ x) = 〈deg E, deg d〉F(d) ⊗ E(x) (7.36)

для любых F ∈ EndG-D (D), E ∈ EndG-k (M̂), d ∈D, и x ∈M.
Заметим, что M∼= D⊗G M̂, а D∼= D̂̂.

7.5.6. Предложение. Пусть A и B — центральные простые G-ал-
гебры. Тогда их G-тензорное произведение тоже простая G-алгеб-
ра.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. С помощью предыдущих рассуждений и резуль-
татов п. 7.4.4 мы представим наши алгебры в виде A = D1 ⊗G EndG-k (M1),
B = D2 ⊗G EndG-k (M2). Теперь из коммутативности и ассоциативности
G-тензорных произведений (см. предложение из п. 7.5.4) мы можем свести
всю задачу к случаю A = D1, B = D2.

Вот пример применения предыдущих рассуждений: A — центральная
простая G-алгебра, поэтому алгебра

A⊗G EndG-k (N) = D⊗G EndG-k (M) ⊗G EndG-k (N) =

= D⊗G EndG-k (M⊗G N) = End
G−D̂

(D̂⊗G M⊗G N) (7.37)

проста.
Итак, пусть A и B — G-тела. Пусть R⊂A⊗G B — собственный G-иде-

ал. Выберем однородный элемент x ∈ R, x = a1 ⊗ b1 + . . . + as ⊗ bs, с ми-
нимальным числом слагаемых s. Легко видеть, что s > 2 для собственного
идеала R. Умножая на const · a−1

1 ⊗ b−1
1 , мы получаем новый элемент

1 + a′
2 ⊕ b′

2 + . . . + a′
s ⊗ b′

s = y ∈ R. (7.38)

Существует однородный элемент a⊗ b ∈ A⊗G B, который не G-коммути-
рует с y, см. п. 7.5.4. Но тогда [a⊗ b, y] G 6= 0 и [a⊗ b, y] ∈ R, поскольку
R является G-идеалом и соответствующее число слагаемых в нем меньше,
чем в x, по крайней мере на одно. Это противоречие.

7.5.7. Теперь мы хотим построить центральную простую G-алгебру,
обратную к данной центральной простой алгебре A относительно умноже-
ния в полугруппе Брауэра, см. п. 7.5.2. Это докажет, что эта полугруппа
на самом деле группа.

По данной G-алгебре A определим обратную алгебру Â как копию
алгебры A но с умножением ·̂ , заданным формулой

a ·̂ b = 〈deg a, deg b〉b · a. (7.39)

Ясно, что Â — центральная простая алгебра тогда и только тогда,
когда A — центральная простая алгебра. Заметим, что обозначение D̂ не
случайное: EndG-A (A) ∼= Â для любой G-алгебры A. Действительно,

a 7→ â = a(·), где a(x) = 〈deg a, deg x〉x · a для любых a, x ∈ A, (7.40)

Предложение. Пусть A — центральная простая G-алгебра. Тогда
A⊗

G
Â∼= EndG-k (A), где изоморфизм устанавливается по формулеf(a⊗ â) (x) = 〈deg â, deg x〉a · x · â (7.41)

(в правой части элемент â рассматривается как элемент из A).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Упражнение. Покажите, что f — G-гомо-
морфизм.

2) Из результатов п. 7.5.4–7.5.4 следует, что A ⊗G Â — централь-
ная простая G-алгебра, так что Kerf, будучи G-идеалом, тривиально.
Совпадение k-размерностей алгебр A ⊗G Â и EndG-k (A)) завершает до-
казательство.

7.5.8. Как G-Br(k) зависит от G и k. Эта зависимость описывается
до некоторой степени гомоморфизмами

G-Br(k) ⊗K−→G-Br(K) для любого

алгебраического расширения K поля k
(7.42)

и

HBr(k)

t∗−→G− Br(k) для любого вложения t : H −→G,

такого что〈·, ·〉H = t∗〈· , ·〉G,
(7.43)

т. е. 〈· , ·〉H является ограничением функции 〈· , ·〉G.

7.5.8а. Предложение. Пусть K — алгебраическое расширение
поля k, A — центральная простая G-алгебра над k. Тогда A⊗G K —
центральная простая G-алгебра над K, где K рассматривается как
G-k-модуль степени 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Замените B на K в п. 7.5.5 и 7.5.6 и буквально
повторите доказательство.

Теперь легко видеть, что A 7→ A⊗G K корректно определяет гомомор-
физм G-Br(k) −→G-Br(k).

7.5.8б. Элементы ядра гомоморфизма

G-Br(K) −→G-Br(k) (7.44)

называются центральными простыми G-алгебрами расщепимыми над
K. Обозначения для этого ядра: Ker(⊗K) или G-Br(K/k).

7.5.9. Предположим, что H — подгруппа в G, а 〈· , ·〉H — ограничение
функции 〈· , ·〉G на H. По данной H-алгебре A = ⊕

h∈H
Ah построим G-алгебруt∗A следующим образом: как алгебра t∗A совпадает с A, а

(t∗A)g =

{
Ah, если g = h ∈H;

0, если g 6∈H.
(7.45)

Очевидно, мы получили корректно определенный гомоморфизмt∗ : HBr(k) −→G-Br(k), A 7→ t∗A. (7.46)
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Предложение. Гомоморфизм t∗ инъективен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы собираемся проверить, что еслиt∗ (A) ⊗G EndG-k (M) ∼= t∗B⊗
G

EndG-k (N) (7.47)

для некоторых центральных простых H-алгебр A и B и G-k-модулей M
и N, то существуют H-k-модули MH и NH, такие что

A⊗H EndH-k (MH) ∼= B⊗H EndH-k (NH). (7.48)

Но это же очевидно: положим (MH)h = Mt(h) и (NH)h = Nt(h) .

Ясно, что {0}-Br(k) — это просто Br(k), т. е. классическая группа Брау-
эра.

Следствие. Группа G-Br(k) содержит Br(k) в качестве подгруппы.

§ 7.6. Суперслучай

7.6.1. Заметим с самого начала, что для любой группы G имеется вза-
имно однозначное соответствие между множеством классов изоморфизма
центральных G-тел над k и множеством классов G-Морита-эквивалент-
ности G-Br(k), а именно

A←→ EndG-A (L), (7.49)

где L — произвольный G-левый идеал центральной простой G-алгебры A.
В этом параграфе char k 6= 2, G = Z/2, 〈g, h〉 = (−1)hg, где h, g ∈ G.

Мы обозначаем группу Z/2-Br(k) символом WBr(k).

7.6.2. Итак, мы начнем с исследования центральных супертел над
фиксированным полем k.

Имеется альтернатива:
а) центральное супертело чисто четно D = D ¯0̄. Тогда D — центральное

тело над k. Соответствующие классы Брауэра образуют подгруппу группы
WBr(k), а именно Br(k).

б) D = P ⊕ ΓP, где P — тело, а Γ — нечетный элемент, так что D ¯0̄ = P
и D ¯1̄ = ΓP. Как мы сейчас увидим, этот случай гораздо более интересный.

Введем суперполя — главные персонажи этого параграфа.
Пусть G — произвольная группа; тогда G-k-тело D назовем G-полем,

если dimk Dg 6 1 при всех g ∈ G.
С этого момента мы обозначаем Z/2 буквой G, если не оговорено

противное.
Прежде всего классифицируем все центральные суперполя, а затем пе-

рейдем к супертелам. Центральное суперполе F — это либо k, либо k⊕ Γk.
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Легко видеть, что Γ2 ∈ k× и образ g элемента Γ2 в k×/k×2 однозначно
определяет суперполе F с точностью до изоморфизма.

Если g = 1, то F называется странным полем (обозначение F =

= k(
√

1)).). Опытный читатель, конечно же, узнал в F кольцо двойных
чисел.

Если g 6= 1, то F изоморфно, как алгебра, полю k(
√g). Это обстоя-

тельство и мотивировало термин «суперполе». Обозначение: F = k(
√g).

Вернемся к утверждению.
Мы покажем, что этот случай распадается на два:

1) D = P⊗G k(
√g), если P — центральное тело над k, и в этом случае

можно выбрать Γ так, что Γ2 ∈ k× и g есть образ элемента Γ2 в k×/k×2;
2) D = Q ⊗G k(

√g1) ⊗G k(
√g2), где Q — некоторое центральное тело

над k.

Предположим, что P центрально. Тогда Γ2 ∈ k×. Действительно, лег-
ко видеть, что x 7→ ΓxΓ−1 — автоморфизм поля P. По теореме Сколе-
ма—Нётера этот автоморфизм внутренний, скажем,

x 7→ x0xx−1
0 при некотором x0 ∈ P. (7.50)

Теперь заменим Γ на x−1
0 Γ = Γ′. Оказывается, Γ′ коммутирует с каждым

элементом x ∈ P, следовательно, коммутирует и Γ′2, а значит, Γ′2 ∈ k.
Теперь утверждение п. 1 очевидно.

Пусть K — центр тела P. Тогда отображение x 7→ ΓxΓ−1 является ав-
томорфизмом 
 поля K над k. Поскольку тело D центрально, множество
-инвариантов имеет вид K
 = k, откуда в свою очередь следует, что группа
Gal(K/k) циклическая, порожденная элементом 
. Но 
2 = 1, поскольку
Γ2 ∈ P, так что K = k(

√g) для некоторого g ∈ k× и Γ
√g =−√gΓ.

Нам потребуется когомологическая техника расширений. Дело в том,
что мы хотим доказать, что P = Q ⊗k K для некоторого тела Q и, более
того, что оператор сопряжения с помощью элемента Γ′, т. е.

conj(Γ′) (x) = Γ′xΓ′−1, (7.51)

есть оператор вида id⊗
 для подходящего элемента 
. Это делается так
же, как и в [B, ch. IV, 6.6] .

С помощью теоремы Сколема—Нётера мы получаем точную последо-
вательность

1−→ Int(P) −→ Autk (P) −→ Z/2−→ 0, (7.52)

где Int(P) — группа внутренних автоморфизмов тела P; Autk (P) — группа
всех автоморфизмов тела P над k, а группа Z/2 порождена образом 


элемента conj(Γ)−1.
Положим Outk (P) = Autk (P)/ Int(P). Итак, Outk (P) = Z/2.
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Достаточно доказать, что Autk (P) = Int(P) ⋉ Z/2 — полупрямое произ-
ведение относительно действия, заданного формулой
 conj(d)
−1 = conj(
d
−1) для любого d ∈ P. (7.53)

Доказав полурасщепление, мы полагаем 0 = P
 (вспомним, что теперь 
—
корректно определенный элемент группы Autk (P), а элемент Γ′ определен
из уравнения 
= conj(Γ′)−1.

Что касается полурасщепления, то оно немедленно следует из рабо-
ты [B, ch. IV, 6.6] , поскольку центр группы Int(P) тривиален и, следова-
тельно, H2 (Z/2; Z(Int(P)) = {0}.

Теперь конец доказательства не за горами. Во-первых, умножив при
необходимости Γ′ на

√g, мы добиваемся того, что Γ′2 ∈ k. Пусть g′ —
образ элемента Γ′2 в k×/k×2.

Упражнение. Докажите, что D = Q⊗G k(
√g′) ⊗

G
k(
√
−g/g′).

Суммируя результаты п. 7.6.2, мы получаем следующую теорему.

7.6.3. Теорема (структурная теорема для центральных супертел).
Пусть D — центральное супертело. Тогда может иметь место одна
из следующих трех возможностей:

а) D = Q, где Q — центральное тело над k;
б) если D ¯0̄ — центральное тело, то D = Q⊗

G
k(g), где Q — цен-

тральное тело над k;
в) если у D ¯0̄ есть нетривиальный центр, то

D = Q⊗
G

k(
√g1) ⊗G k(

√g2), где Q — центральное тело над k.

Следствие. Группа WBr(K) = Z/2 порождена телом K (
√

1) для ал-
гебраически замкнутого поля K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Над K нет тел (см. [VdW]) и K×/K×2 = {1}.
В силу результатов п. 7.5.1 мы немедленно выводим отсюда еще одно

следствие.

7.6.4. Теорема. Группа WBr(k) порождена своей подгруппой Br(k)
(см. следствие 7.5.9) и классами супертел над k.

Более того, мы теперь можем вывести и все соотношения между супер-
полями по модулю Br(k)! Начиная с этого момента мы будем обозначать
композицию в группе WBr(k) аддитивно, символом +.

Пусть H(ab, ag) — классическая четырехмерная алгебра кватернионов
с образующими j и l и соотношениями

j2 =−ab · 1, l2 =−ag · 1, jl =−lj. (7.54)
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Согласно результатам книги [VdW, § 93] , эта алгебра есть




центральное тело, если квадратичная форма

x2
0 + abx2

1 + agx2
2 + bgx2

3

не представляет нуль над k,

матричная алгебра Mat(2) в противном случае.

(7.55)

7.6.5. Теорема. Единственные соотношения в WBr(k)/ Br(k) сле-
дующие:

k(
√g) + k(

√
−g) = 0; (7.56)

k(
√a) + k(

√b) + k(
√g) + k(

√abg) = H(ab, ag). (7.57)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношение (7.56) очевидно: k̂(
√g) =k(

√−g).
Докажем соотношение (7.57). Непосредственными вычислениями (не-

плохое упражнение) можно показать, что

k(
√a) ⊗G k(

√b) ⊗
G

k(
√g) ∼= H(ab, ag) ⊗

G
k(
√
−abg). (7.58)

Полнота нашей системы соотношений практически немедленно вытекает
из теоремы из п. 7.6.3.

Следствие. Для нечетного q выполняется соотношение

WBr(Fq) =

{
Z/2⊕ Z/2, если −1 — квадрат;

Z/4 в противном случае.
(7.59)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Над Fq нет нетривиальных центральных тел, по-
скольку все конечные тела коммутативны (см. [VdW, § 112]). А F×q /F×2

q =

= Z/2, поскольку F×q — циклическая группа (см. [VdW, § 43]).

В следующем параграфе будут даны более замысловатые примеры.

7.6.6. К описанию группы WBr(k) имеется еще один независимый
подход, а именно классификация форм с помощью некоммутативных ко-
гомологий Галуа, см. [S1, ch. III.1] . Нам не хочется застрять в деталях,
поэтому мы предполагаем, что читатель опытный, и в оставшейся части
этого параграфа приведем только наброски доказательств.

Пусть M — G-k-модуль. Мы начнем с исследования центральных про-
стых супералгебр над алгебраически замкнутым полем K. Из п. 7.6.3 и 7.5.6
следует, что любая центральная простая супералгебра имеет вид либо
Mat(m|n), либо K (

√
1) ⊗G Mat(m|n).
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Лемма. Пусть deg Γ = ¯1̄, Γ2 = 1, ΓAΓ−1 = A для любой матрицы
A ∈Mat(m + n|0). Тогда

K (
√

1) ⊗G Mat(m|n) ∼= K (
√

1) ⊗G Mat(m + n|0) ∼=
∼= Mat(m + n|0) ⊕ Γ Mat(m + n|0) = Q(m + n).

(7.60)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Формула (7.60) есть интерпретация того, что все
G-K-модули данной суперразмерности изоморфны.

Итак, существует лишь одна с точностью до изоморфизма центральная
простая супералгебра суперразмерности n2|n2, а из предложения 7.5.8а
следует, что центральные простые супералгебры суперразмерности n2|n2

над произвольным полем k — это формы алгебры Q(n; K).

7.6.7. Теперь общая теория требует вычислить Aut ¯k̄ (Q(n)), где ¯k̄ —
алгебраическое замыкание поля k.

Лемма. Справедливо соотношение

Aut ¯k̄ (Q(n)) = PGL(n) ⋉ Z/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Все автоморфизмы алгебры Q(n) ¯0̄ = Mat(n)
внутренние и образуют группу Q(n) ¯0̄ = Mat(n). Пусть Σ — автоморфизм
алгебры Q(n). Ограничивая его на Q(n) ¯0̄, получаем элемент 
 ∈ PGL(n).
Ясно, что Σ(Γ) коммутирует с элементами из Mat(n) и (Σ(Γ))2 = 1, как
и раньше. Следовательно Σ(Γ) = ±Γ, поскольку Z(Mat(n)) = ¯k̄. Пустьt — автоморфизм супералгебры Q(n), равный тождественному автомор-
физму на Mat(n) и переводящий Γ в −Γ. Определим действие группы
PGL(n) ⋉ Z/2 на Q(n) следующим образом:

(
× ¯0̄) (E + ΓF) = 
E + Γ
F;

(
× ¯1̄) (E + ΓF) = 
E− Γ
F, где E, F ∈Mat(n).
(7.61)

Теперь требуемый изоморфизм очевиден.

7.6.8. Итак, мы получили, что
{

¯k̄/k — формы алгебры Q(n)
}∼=

{
H1 (Gal( ¯k̄/k); Aut ¯k̄ (Q(n))

}
=

=
{

H1 (Gal( ¯k̄/k); PGL(n))
}
×
{

H1 (Gal( ¯k̄/k); Z/2)
}

. (7.62)

Первый изоморфизм установлен в книге [S1, гл. 3] , а второй очевиден по
предыдущей лемме. Согласно [S1, гл. 3] , мы видим, что

H1 (Gal( ¯k̄/k); PGL(n)) = {классы изоморфизмов n2-мерных
центральных простых алгебр над k} (7.63)

и

H1 (Gal( ¯k̄/k); Z/2) ={классы изоморфизмов

1|1-мерных суперполей над k}.
(7.64)
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Таким образом, очень похоже, что n2|n2-мерные центральные простые
супералгебры над k являются G-тензорными произведениями 1|1-мерных
суперполей и n2-мерных центральных простых алгебр степени 0. Более
того, если это правда, мы можем заменить здесь G-тензорное произведе-
ние обычным тензорным произведением. Ожидаемый результат немедленно
вытекает из следующей леммы. Вспомним, что структура алгебры на про-
странстве V есть не что иное, как тензор валентности (1, 2), который задает
умножение.

Лемма. 1) Пусть A, B — алгебры, заданные тензорами a и b со-
ответственно. Тогда алгебра A⊗k B задана тензором a⊗ b.

2) Имеет место изоморфизм Aut(a⊗ b) ∼= Aut(a) ×Aut(b) для любых
тензоров a и b, а тензорное произведение ¯k̄/k-форм тензоров a и b

соответствует произведению соответствующих коциклов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оба утверждения очевидны.

7.6.9. Когомологическое описание группы Уолла (по Уоллу;

см. [W]). Заметим, что WBr(k) имеет естественную Z/2-градуировку:
(WBr(k)) ¯0̄ = Wall(k) и (WBr(k)) ¯1̄ = k(

√
1). Заметим, что (WBr(k)) ¯1̄ = k(

√
1)

не подгруппа.
Прежде всего из теоремы 7.6.3 следует, что любой элемент группы

Wall(k) представи́м либо в виде

Q, где Q — центральное тело, (7.65)

либо в виде
Q⊗G k(

√
−1) ⊗G k(

√g). (7.66)

(Чтобы это проверить, нужно к рассматриваемому элементу добавить
k(
√

1).)
Итак, любой элемент D ∈Wall(k) можно представить в одном из двух

видов:

D =

{
(Q, ∅) в случае (7.65),

(Q, k(
√g)) в случае (7.66).

(7.67)

Вспомним теперь, что имеет место классический канонический изоморфизм

Br(k) = H2 (Gal( ¯k̄/k)k; ¯k̄
×

) (см. [C, гл. 5]), (7.68)

а вышеприведенное соответствие дает отождествление

H1 (Gal( ¯k̄/k); Z/2) = {1|1-мерные тела}. (7.69)

Итак, любой элемент D∈Wall(k) можно представить в виде D = (d, m), гдеm— либо 0, либо принадлежит H1 (Gal( ¯k̄/k); Z/2), а d ∈H2 (Gal( ¯k̄/k); ¯k̄
×

).
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Теорема. В предыдущих обозначениях закон композиции выгля-
дит следующим образом:

1) (d, 0) + (ε, m) = (d + ε, m);
2) (d, n) + (ε, −n) = (d + ε− n× n, 0), если n 6= 0, где «×» означает

сквозное отображение

H1 (Gal( ¯k̄/k); Z/2) ×H1 (Gal( ¯k̄/k); Z/2)
(внутреннее

произведение)−−−−−−−−→
−→H2 (Gal( ¯k̄/k); Z/2) −→ ({1, −1} →֒ ¯k̄

×
) −→H2 (Gal( ¯k̄/k); ¯k̄

×
);

(7.70)

3) (d, n) + (ε, m) = (d + ε + n × m, n + m) если либо n 6= 0 (а тогда
и m 6= 0), либо n 6=−m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся теоремой из п. 7.6.5 и явным
видом вышеописанных отождествлений.

7.6.10. Замечание. Теорема из п. 7.6.4 верна для любой группы G,
поскольку группа G-Br(k) порождена множеством Br(k) и G-полями. До-
казательство в сущности такое же, как гомологическое доказательство
теоремы 7.6.4, см. п. 7.6.6–7.6.8. Напомним основные шаги.

1) Если F — полное (т. е. dim Fg = 1 при всех g ∈ G) G-тело над
алгебраически замкнутом полем K, то существует единственный с точно-
стью до изоморфизма G-F-модуль данной размерности. Следовательно,
существует единственное с точности до изоморфизма представление тела
F в данной размерности, а именно F(n).

2) Имеем AutK (F(n)) = PGL(n) × Ĝ, где Ĝ — есть группа характеров
группы G, т. е. группа гомоморфизмов G→ K×. Поскольку G — конечная
абелева группа, группа Ĝ изоморфна, хотя и не канонически, группе G.

3) См. п. 7.6.8 при подстановке char(G)←→ Z/2.

§ 7.7. Примеры вычислений групп WBr(k),
Wall(k) и Witt(k)

Вспомним прежде всего следствия из п. 7.6.3 и 7.6.5.

7.7.1. Теорема. Справедливы соотношения

Br(R) = Z/8; Wall(R) = Z/4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Единственным центральным телом над R явля-
ется тело кватернионов H, а кроме того, R×/R×2 = {±1}. Теперь нужный
результат следует либо из теоремы 7.6.5, либо из теоремы 7.6.9.

Чуть более подробно: R(
√
−1) является образующей, и 4R(

√
−1) =H.

Нетрудно видеть, что R(
√
−1) ⊗G R(

√
−1) изоморфно H как алгебра.

§ 7.7. Группы WBr(k), Wall(k) и Witt(k) 369

7.7.2. Теорема. Пусть K = Qp — поле p-адических чисел. Тогда
группы Br(Qp), Wall(Qp) и их образующие описаны в таблице 7.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существует единственное тело кватернионов
над Qp. Оно обозначается символом Hp. Имеется канонический изомор-

физм Br(Qp)
invp−−→Q/Z (см. [C, гл. 7]); invp (Hp) =

1
2

. Мы также знаем, что
(см. [S2])

Q×
p /Q×2

p = Z/2⊕ Z/2⊕ Z/2 с образующими −1, 5, 2 при p 6= 2,

Q×
2 /Q×2

2 = Z/2⊕ Z/2 при p = 2.
(7.71)

Наконец, −1 является квадратом при p = 4k + 1 и не является квадратом
при p = 4k + 3.

Из результатов п. 7.6.5 читатель легко и непосредственно выведет
необходимый результат.

Указание. При исследовании того, представляет ли форма

x2
0 + ax2

1 + bx2
2 + abx2

3

нуль над Qp или нет, сто́ит использовать символ Гильберта (a, b)p

(см. [S2]). Он равен 1 тогда и только тогда когда соответствующая форма
представляет нуль.

7.7.3. О связи между WBr(k) и Witt(k). Напомним (см. [VdW]), что
определение группы Witt(k) очень похоже на определение группы Br(k).
Действительно, рассмотрим абелеву полугруппу W классов изоморфизма
невырожденных квадратичных форм над k. Пусть U — подполугруппа, по-
рожденная формой (7.1). Оказывается, факторполугруппа W/U является
в действительности группой, которая обозначается символом Witt(k).

Напомним хорошо известную конструкцию клиффордовых алгебр
CliffQ (V), заданных квадратичной формой Q, и определим индуцированный
гомоморфизм

Cliff : Witt(k) −→WBr(k). (7.72)

По невырожденной квадратичной форме Q, полярная билинейная форма
которой на k-пространстве V есть B := BQ, т. е. B есть единственная сим-
метрическая билинейная форма на V , которой соответствует квадратичная
форма Q, определим CliffQ (V) как фактор Z-градуированной тензорной
алгебры T (V) по модулю двустороннего идеала, порожденного элементами

v1 ⊗ v2 + v2 ⊗ v1 − B(v1, v2) при любых v1, v2 ∈ V . (7.73)

Поскольку образующие этого идеала однородны относительно четности,
хотя и не однородны относительно степени, CliffQ (V) наследует Z/2-гра-
дуировку.
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7.7.4. Теорема. Алгебра CliffQ (V) — центральная простая су-
пералгебра над k для любой невырожденной квадратичной формы Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из следующих трех лемм (всюду ниже
G — это Z/2).)

7.7.4а. Лемма. Пусть Q и P — невырожденные квадратичные
формы на V и W соответственно. Тогда отображение q, заданное
на образующих формулами

v⊗ 1

q7−→ (v, 0); 1⊗w

q7−→ (0, w) при любых v ∈ V и w ∈W , (7.74)

устанавливает изоморфизм CliffQ (V) ⊗G CliffP (W) ∼= CliffQ⊕P (V ⊕W).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, отображение q корректно определе-
но, поскольку

(v⊗ 1) · (1⊗w) + (1⊗w) · (v⊗ 1) = 0 (7.75)

по определению G-тензорного произведения. (Напомним, что из того фак-
та, что (V , 0) ⊥ (0, W), следует, что (v, 0) · (0, w) + (0, w) · (v, 0) = 0.)
Кроме того, отображение q сюръективно, поскольку любая образующая
алгебры CliffQ⊕P (V ⊕W) принадлежит образу отображения q. Совпадение
суперразмерностей рассматриваемых супералгебр завершает доказатель-
ство.

7.7.4б. Лемма. Пусть K — алгебраическое расширение поля k,
и пусть Q — невырожденная квадратичная форма на k-простран-
стве V , а Q(K) — соответствующая форма на K-пространстве
V ⊗k K. Тогда CliffQ (V) ⊗G K ∼= CliffQ(K) (V ⊗k K).

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.

7.7.4в. Лемма. Имеет место изоморфизм Cliffq (k2) ∼= Mat(1|1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v1, v2 — базис в k2. Полярная форма B
имеет вид

B((x1v1 + y1v2), (x2v1 + y2v2)) = x1y2 + x2y1. (7.76)

Отсюда вытекает явный изоморфизм:

1 7→
(

1 0
0 1

)
, v1 7→

(
0 1
0 0

)
, v2 7→

(
0 0
1 0

)
, v1v2 7→

(
1 0
0 0

)
. (7.77)

Упражнение. Если Q(x) = x2 на k, то CliffQ (k) = k(
√

1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 7.7.4. Пусть сперва K — алгебраически
замкнутое поле. Хорошо известно, что любая невырожденная форма Q
является прямой суммой нескольких экземпляров форм q плюс, возможно,
форма x2 на K.

Поэтому из лемм из п. 7.7.4а и 7.7.4в следует, что CliffQ (V) есть G-тен-
зорное произведение нескольких экземпляров алгебры Mat(1|1) (возмож-
но, умноженное на k(

√
1)), т. е. центральная простая супералгебра (см.

п. 7.5.6, 7.5.5).
Из леммы из п. 7.7.4б следует теперь, что CliffQ (V) является формой

(в смысле п. 7.6.6) центральной простой супералгебры Q(n) над ¯k̄ при
любом k.

7.7.5. Мы видим, что отображение Q 7→Cliff(Q) корректно определяет
гомоморфизм Cliff : Witt(k) −→WBr(k), который и объясняет известную
8-периодичность вещественных алгебр Клиффорда.

Следствие. Любая вещественная невырожденная квадратичная
форма задается с точностью до изоморфизма числами p, q ее
положительных и отрицательных квадратов, т. е. мы можем обо-
значать вещественные алгебры Клиффорда символом Cliff(p, q). В
предыдущих обозначениях мы видим, что

Cliff(p + 8, q) = Cliff(p, q + 8) = Cliff(p, q) ⊗R Mat(8). (7.78)

§ 7.8. Несколько вопросов редактора

7.8.1. Вопрос. Надо бы точно понять что в вышеприведенном тексте
действительно зависит от квадратичных форм, а что — от билинейных.
И перенести акцент на билинейные формы. Примером такого переноса
служит недавний результат А. Лебедева (см. [BGLL] и ссылки), который
в процессе поиска новых простых алгебр Ли, описал классы эквивалент-
ности невырожденных билинейных форм над алгебраически замкнутыми
полями характеристики 2. В частности, результат А. Лебедева, хотя и по-
хож на известную классификацию квадратичных форм, не имеет с ней
ничего общего: в характеристике 2 соответствие

квадратичные формы ←→ билинейные формы (7.79)

НЕ взаимно однозначно; обе стрелки в (7.79) не «на» и имеют ядра.
Обобщим конструкцию супералгебры CliffQ (W), точнее CliffBQ

(W), сле-
дующим образом. Пусть W — суперпространство с невырожденной ан-
тисимметрической билинейной формой B, а hei(W) — супералгебра Ли
(супералгебра Гейзенберга), пространство которой есть W ⊕ Πp(B) (k)
с единственным отличным от нуля соотношением вида

[v, w] = B(v, w)z, (7.80)
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где z — образующая одномерного центра Πp(B) (k). Пусть Weyl(W , B) =
= U(hei(W)) — обертывающая алгебра супералгебры Ли hei(W , B).

Если форма B четна, положим

Cliff~ (W , B) = Weyl(W , B)/(z− ~1) для любого ненулевого ~ ∈ k. (7.81)

Как хорошо известно, Cliffa (W , B) ∼= Cliffb (W , B) при ab 6= 0 1) ; так что
мы можем предположить, что ~= 1, и писать попросту Cliff(W , B).

Если W — пространство, а не суперпространство (т. е. W ¯1̄ = 0), то
алгебра Ли hei(W , B) — это привычная (лиева) алгебра Гейзенберга и
Weyl(W , B) — есть привычная (ассоциативная) алгебра Вейля.

Мы будем отличать супералгебры Вeйля от супералгебр Клиффорда,
хотя в случае W ¯1̄ = 0 то, что мы обозначили символом Cliff(W , B), обычно
тоже называется алгеброй Вeйля, и это вносит невообразимую путаницу.

Факторизация алгебры Weyl(W , B), которая проводит к алгебре
Cliff(W , B), обычно мотивирована нуждами теории представлений суперал-
гебры Ли hei(W , B), когда мы интересуемся неприводимыми представле-
ниями, на которых (одномерный) центр должен действовать как скалярный
оператор. В физике этот скаляр отождествляется с (кратным) постоянной
Планка ~, отсюда и наше обозначение.

Если же p(B) = ¯1̄, то аналога супералгебры Cliff(W , B), по крайней мере
над k, не существует, а вот аналог супералгебры Вeйля определен всегда.

Чтобы не перепутать случай четной формы B с нечетным случаем,
обозначим аналоги супералгебр hei(W , B) и Weyl(W , B) для нечетной фор-
мы B символами ab(W , B) и Sch(W , B) соответственно, и назовем их
антискобочной супералгеброй (это лиева супералгебра) и супералгеб-
рой Схоутена (это ассоциативная супералгебра).

Функториальный подход предлагает определять аналог алгебры
Cliff(W , B) для нечетной формы B как функтор, который «произвольной»
(скажем, конечнопорожденной) суперкоммутативной супералгебре C сопо-
ставляет еще одну супералгебру, а именно супералгебру Бюттэн (Buttin)

ButC (W , B) = Sch(W , B) ⊗ C)/(z− ~1) при любом 0 6= ~ ∈ C ¯1̄. (7.82)

Ясно, что если форма B четна, то функториальный подход сводится
к тензорному умножению на C и поэтому ничего нового не добавляет,
поскольку симплектические и периплектические формы расщепимы.

Мы лишь немного добавили к конструкции группы Уолла—Брауэра из § 7.1–7.6, однако
получили не так мало: эта группа является на самом деле кольцом с умножением инду-

1) Легко видеть, что это правда: если размерность пространства W четна, то обе алгебры

реализуются дифференциальными операторами на алгебре Грассмана от
1

2
dim W образу-

ющих, т. е. изоморфны Mat(Λ(V)), где мы представили W в виде W = V ⊕ V∗. Если же
W = V ⊕ V∗ ⊕ V0, где dim V0 = 1, то обе алгебры изоморфны алгебре Q(Λ(V)).
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цированным тензорным произведением суперпространств, которые порождают алгебры Cliff
и But.

Даже в рамках вышеприведенных определений (в которых, мне кажется, чего-то не
хватает) мы получаем следующее расширение группы WBr (k), которая, как я надеюсь, может
привести к интересной арифметике над супералгебрами.

Пусть e и Π суть элементы множества WBr(k), отвечающего алгебре Weyl(W , B)
и Sch(W , B) соответственно. Тогда для любых f, g ∈ WBr(k) выполняются следующие соот-
ношения:

eΠ = Π, fΠ = Π, Π2 = 1, ef = 1, fg = e, (7.83)

где 1 — единица группы WBr(k).

7.8.2. Вопрос. Как определить Морита-эквивалентность для беско-
нечномерных алгебр, например для разных версий алгебры gl(l), где l ∈ k,
(см. [GL, XS])?
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Дополнения

§ Д.1. Описание автоморфизмов алгебры Грассмана

Пусть R — коммутативное кольцо с единицей. По определению алгебра
Грассмана Λ := Λ(n) с образующими x = (x1, . . . , xn), где, быть может,
n =∞, является свободной ассоциативной алгеброй с образующими x над
R и соотношениями xixj + xjxi = 0 для всех i, j, (Д.1)

в частности, x2
i = 0 для всех i. (Д.2)

Если умножение на 2 инъективно в R, то ясно, что уравнения (Д.1)
и (Д.2) эквивалентны. Если же char R = 2, то определяющие соотношения
надо задавать формулой (Д.2), а формула (Д.1) следует из формулы (Д.2).

Замечание. Алгебры Грассмана обычно рассматривают над полем K
(и пишут ΛK для ясности). Мы рассмотрим суперкоммутативные су-
пералгебры вида ΛK ⊗ R, где R — коммутативная K-алгебра, как алгебры
Грассмана над R, благодаря легко устанавливаемому изоморфизму

ΛK ⊗K R≃ ΛR. (Д.3)

Многие свойства алгебр Грассмана над полями верны и для алгебр
Грассмана над более широким классом коммутативных колец.

Например, для любого кольца R, алгебра ΛR (n), рассматриваемая
как R-модуль, является свободным 2n-мерным R-модулем с базисом,
состоящим из мономов

1 и xi1 . . . xik
, где 1 6 k 6 n и i1 < . . . < ik, (Д.4)

благодаря естественному (по x := (x1, . . . , xn)) изоморфизму, где

ΛR (n) ≃ Λ(R〈x1, . . . , xn〉),

где Λ(R〈x〉) — внешняя алгебра свободного R-модуля R〈x〉, порожденного
всеми векторами xi.

Полагая p(xi) = ¯1̄ при всех i, мы превращаем ΛR в суперкоммутативную
супералгебру. Это суперструктура на ΛR будет называться стандартной.
Мы увидим, что вообще говоря, существуют другие суперструктуры на ΛR,
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превращающие ΛR в суперкоммутативную супералгебру. За парой исклю-
чений 1) все эти структуры изоморфны стандартной.

Автоморфизмы супералгебры ΛR описаны в [B3] . Здесь мы опишем
автоморфизмы алгебры ΛR с проигнорированной суперструктурой. Хотя
Ф. А. Березин заявил в [B3] , что он описал все автоморфизмы, он нико-
гда не думал ни о каких автоморфизмах, кроме тех, которые сохраняют
четность и был поражен моим (Д.Л.) примером «дополнительных авто-
морфизмов»: пусть n < ∞ четно и для фиксированных a1, . . . , an ∈ K
рассмотрим автоморфизм xi 7→ xi + aix1 . . . xn.

Я не смог, однако, описать все автоморфизмы и первым, по-видимому,
кто получил правильный ответ, был Л. Макар-Лиманов в 1975 году (про-
цесс эмиграции задержал публикацию ответа [M-L]); его результат чуть
позже был переоткрыт А. Вайнтробом (частное сообщение). Однако са-
мое первое опубликованное доказательство принадлежит Джоковичу [Dj] .
(Оно, очевидно, проигнорировано широкой массой читающей публики,
также, впрочем, как и его вклад в классификацию простых конечномерных
супералгебр Ли, см. [?] .)

Пусть E— внешняя алгебра векторного пространства V над полем K
характеристики 6= 2. Она Z/2-градуирована: E= E ¯0̄ ⊕ E ¯1̄, где E ¯0̄ = ⊕

i>0
E2i,

а E ¯1̄ = ⊕
i>0
E2i+1, а Ei есть i-я внешняя степень пространства V . Джокович

показал, что алгебра Ли D дифференцирований супералгебры E тоже
Z2-градуирована: D= D ¯0̄ ⊕ D ¯1̄, где Da — подпространство в D, состоящее
из дифференцирований D, таких что D(Eb) ⊂ Ea+b, где a, b ∈ Z/2.

Удивительно, что D ¯1̄ является идеалом внутренних дифференцирований
супералгебры E, за исключением случая dim V = ℵ0.

Джокович также описал группу A автоморфизмов алгебры E, когда V —
конечномерное пространство, и вывел, что A есть полупрямое произведе-
ние A = N1 ⋊ A0, где A0 — подгруппа в A, состоящая из автоморфизмов 
,
таких что 
(Ea) = Ea, где a ∈ Z/2, а нормальный делитель N1 есть группа
внутренних автоморфизмов алгебры E.

Ниже следует исправленное В. Молотковым доказательство из первого
издания книги [?] , при этом расширенное на чуть более широкий класс
колец R, чем в [Dj] .

Пусть I — идеал в ΛR, порожденный элементами x1, . . . xn.

1) Чтобы их описать, заметим, что если рассмотреть ΛR как коммутативную алгебру (что
возможно в двух случаях: если n = 1 (при любой характеристике) или если char R = 2),
то на ΛR существует суперструктура не изоморфная стандартной, а именно, тривиальная
суперструктура, для которой p(xi) = ¯0̄ при всех i.
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Ясно, что для любого k идеал Ik — свободный R-модуль, а мономы
степени > k из (Д.4) образуют базис пространства Ik.

Д.1.1. Лемма. а) Пусть C — ассоциативная R-алгебра с единицей.
Пусть h = (h1, . . . , hn) — набор элементов из C, такой чтоhihj + hjhi = 0 для всех i, j (Д.5)

и, в частности, h2
i = 0 для всех i. (Д.6)

Тогда существует в точности один морфизм R-алгебр fh : ΛR → C,
такой что fh (xi) = hi при всех i 6 n.

б) Пусть C = ΛR, а в R нет нильпотентов. Тогда hi ∈ I для каждого
i, т. е. имеется единственное разложениеhi =

∑

j

a
j
ixj + mi, (Д.7)

где a
j
i ∈ R и mi ∈ I2. Эндоморфизм fh : ΛR→ ΛR является автоморфиз-

мом тогда и только тогда, когда матрица (aj
i) обратима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. а) Если такой морфизм R-алгебр существует,
то он однозначно определяется своими значениями на базисных элемен-
тах (Д.4). Из ассоциативности алгебры C очевидным образом следует, что

fh (1) = 1,

fh (xi1 . . . xik
) = hi1 . . . hik

для всех 1 6 k 6 n и i1 < . . . < ik.
(Д.8)

Осталось показать, что R-линейное отображение, заданное форму-
лой (Д.8), является на самом деле морфизмом R-алгебр. В силу R-ли-
нейности достаточно доказать, что

fh ((xi1 . . . xik
) (xj1 . . . xjm

)) = fh (xi1 . . . xik
)fh (xj1 . . . xjm

) (Д.9)

для любых i1 < . . . < ik и j1 < . . . < jm. Равенство (Д.9) эквивалентно,
благодаря (Д.8), равенству

fh (xi1 . . . xik

xj1 . . . xjm
) = hi1 . . .hik

hj1 . . .hjm
. (Д.10)

Если у множеств {i1, . . . , ik} и {j1, . . . , jm} непустое пересечение, то
очевидно, что обе части равенства (Д.10) обращаются в нуль. Поэто-
му предположим, что эти множества не пересекаются. Теперь применим
«правила знаков» (Д.1) и (Д.5), чтобы переставить индексы, как в левой,
так и в правой частях равенства (Д.10) в восходящем порядке, а потом
применим (Д.8) к левой части.

б) Предположим, что hi = r + n, где r ∈ R и n ∈ I. Тогда из форму-
лы (Д.6) следует, что 0 = h2

i = r2 + n′ для некоторого n′ ∈ I. Разлагая над I,
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получаем r2 = 0, откуда следует, что r = 0, поскольку в R нет нильпотентов.
Итак, мы доказали формулу (Д.7).

Заметим, что из формулы (Д.7) следует, что fh (Ik) ⊂ Ik для любых k.
Отсюда, в свою очередь, следует, что fh пропускается через ΛR/Ik для
любых k, т. е. существует в точности одно отображение fk : ΛR/Ik −→ΛR/Ik,
делающее диаграмму

ΛR

fh //

��

ΛR

��
ΛR/Ik

fk // ΛR/Ik

коммутативной.
Пусть fh — автоморфизм. Тогда ясно, что fh (I) = I, откуда следует, что

fh (Ik) = Ik при любых k. Другими словами, для каждого k эндоморфизм fk

является автоморфизмом. В частности, из обратимости эндоморфизма f2

следует, что матрица A = (aj
i) обратима, поэтому это условие необходимо

для обратимости отображения fh.
Чтобы доказать, что оно достаточно, заметим, что обратимость

отображения fh эквивалентна следующему условию:

набор h1, . . . , hn является множеством образующих алгебры ΛR. (Д.11)

Действительно, из условия (Д.11) очевидно следует, что отображение fh

сюръективно. Из этого, в свою очередь, следует, что ker fh = 0, поскольку
алгебра ΛR конечномерна. Следовательно, отображение fh биективно. А из
биективности отображения fh следует, что отображение f−1h — морфизм
R-алгебр.

Чтобы доказать, что набор h1, . . . , hn является множеством образую-
щих алгебры ΛR, достаточно найти представление любого «канонического»
образующего xi в виде полинома от h1, . . . , hn. Выразим (Д.7) в векторной
форме: h = Ax + m. (Д.12)

Пусть B := A−1. Тогда, очевидно, равенство (Д.12) эквивалентно равенствуx = B(h− m). (Д.13)

Для любого элемента l ∈ΛR и для любого набора x = (x1, . . . , xn) элемен-
тов ΛR обозначим через l(x) элемент алгебры ΛR, полученный подстанов-
кой xi вместо xi в разложении l в ряд по x:l = r +

∑

i1<...<ik

ci1...ikxi1 . . . xik
(r, ci1...ik ∈ R).
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Другими словами, l(x) := r +
∑

i1<...<ik

ci1...ik xi1 . . . xik
. (Д.14)

Для любого l = (l1, . . . , ln), где li ∈ R, положимl(x) := (l1 (x), . . . , ln (x)). (Д.15)

Очевидно, что l = l(x), так что формулу (Д.13) можно переписать
в виде x = B(h− m(x)). (Д.16)

Рассмотрим формулу (Д.16) как уравнение на x. Мы решим это уравнение
методом итераций, положив рекуррентноx(0) := 0, x(1) := Bh, x(k) := B(h− m(x(k−1))) для k > 1. (Д.17)

Ясно, что x(k) — многочлен от h при каждом k. Осталось доказать, что
последовательность x(1) , . . . , x(k) , . . . «сходится» к x, т. е., существует чис-
ло k, такое что x(k) = x(k+1) и, более того, x = x(k) .

Для любого k > 1 положимd(k) := x(k+1) − x(k) = B(m(x(k)) − m(x(k−1))). (Д.18)

Докажем, что d(k) ∈ Ik+1. Ясно, что это верно при k = 1, поскольку hi ∈ I

и mi ∈ I2 при любом i. Предположим, что d(k−1)
i ∈ Ik при всех i. Докажем,

что d(k)
i ∈ Ik+1 при всех i. Мы представим (Д.18) в видеd(k) = B(m(x(k−1) + d(k−1)) − m(x(k−1))). (Д.19)

Теперь, поскольку x(k−1)
i ∈ I, mi ∈ I2 и d(k−1)

i ∈ Ik, то d(k)
i ∈ Ik+1 в силу того,

что в разложении выражения (Д.19) в ряд по h все члены степени 6 k
очевидным образом равны нулю, а сами элементы hi принадлежат I.

Мы доказали, что последовательность элементов x(k) стабилизируется,
поскольку In+1 = 0 и, следовательно, x(n+1) = x(n) .

Пусть d := x− x(n) . Осталось доказать, что d = 0. Мы видим, чтоd = B(m(x) − m(x(n))) = B(m(x(n) + d) − m(x(n))), (Д.20)

откуда следует, что di ∈ I2 при каждом i. Применяя те же самые аргументы,
что и при доказательстве того, что d(k)

i ∈ Ik+1, мы видим, что если в правой
части формулы (Д.20) все di принадлежат Ik, то и в левой части формулы
(Д.20) все di принадлежат Ik+1. Следовательно d = 0.

Прежде чем двигаться дальше, мы суммируем основные свойства отоб-
ражения подстановки (Д.14) в следующем утверждении.
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Д.1.2. Предложение. Пусть l, l′ ∈ ΛR, а h и h′ — наборы из n
элементов алгебры ΛR. Тогда

а) (l + l′) (h) = l(h) + l′ (h);
б) если h удовлетворяет формулам (Д.5) и (Д.6), где эндоморфизм

fh определен в утверждении а) леммы Д.1.1, тоl(h) = fh (l), (Д.21)

(ll′) (h) = l(h)l′ (h); (Д.22)

в) если, сверх того, h′ удовлетворяет условиям (Д.5) и (Д.6), то

fhfh′ (l) = l(h′) (h) = l(h′ (h)) = fh′ (h) (l). (Д.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. а) очевидно.
б) Заметим, что эндоморфизм fh существует благодаря утверждению а)

леммы Д.1.1. Ясно также, что условие (Д.21) выполнено, если l— элемент
базиса (Д.4), в силу определений (Д.8) и (Д.14). Для произвольного l это
следует из утверждения а).

Очевидно, что условие (Д.22) эквивалентно тому, что

fh (ll′) = fh (l)fh (l′), fh (ll′) = fh (l)fh (l′),

что, в свою очередь, верно, поскольку fh является морфизмом R-алгебр.
в) Мы видим, что благодаря условию (Д.21),

fhfh′ (l) = fh (fh′ (l)) = fh (l(h′)) = l(h′) (h).

С другой стороны, образом образующих x под действием fhfh′ является,

очевидно, h′ (h): действительно, глядя на композицию x fh′7−→ h′ fh7−→ h′ (h), мы
видим, что fhfh′ = fh′ (h) , откуда следует условие (Д.23).

Начиная с этого места, мы предполагаем, что в кольце R нет
делителей нуля. Для таких колец R мы скажем, что char R = 0 (соответ-
ственно char R = p для некоторого простого числа p), если образ кольца Z
в R относительно канонического отображения Z→ R, (z 7→ z1) изоморфен
Z (соответственно конечному полю Z/p).

Автоморфизм fh (x 7→ h) алгебры ΛR назовем элементарным, еслиh = x + l, где l— набор из n четных элементов идеала I2. (Д.24)

Если char R = 2, то алгебра ΛR, очевидно, коммутативна. Более того,
для любого l ∈ I имеем l2 = 0. Действительно, пустьl =

∑

i

cibi (Д.25)
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есть разложение элемента l по базису (Д.4). Тогдаl2 =
∑

i6=j

2cicjbibj +
∑

i

(ci)2bi
2 = 0.

По лемме Д.1.1 отсюда следует, что формула (Д.24) задает элементарный
автоморфизм для любого набора из n четных элементов алгебры ΛR.

Если char R 6= 2, то пусть m ∈ ΛR ¯1̄ — любой ненулевой элемент. Ясно,
что элементы hi = xi (1 + m(x)) удовлетворяют условию (Д.5), а, следо-
вательно, задают элементарный автоморфизм fh по утверждению б) лем-
мы Д.1.1.

Д.1.3. Теорема. 1) Отображение xi 7→ hi (при i = 1, . . . , n) про-
должается до четного автоморфизма алгебры ΛR тогда и только
тогда, когда hi =

∑

j

a
j
ixj +

∑

j1j2j3

a
j1j2j3
i xj1xj2xj3 + . . . , (Д.26)

где матрица (aj
i) обратима.

2) Отображение xi 7→ ji при i = 1, . . . , n продолжается до неод-
нородного изоморфизма алгебры ΛR тогда и только тогда, когдаji =

{hi (1 + m(x)) для некоторого m ∈ (I2) ¯1̄, если char R 6= 2hi + fi (x) для некоторых четных fi ∈ (I2) ¯0̄, если char R = 2,
(Д.27)

где hi описаны в пункте 1.
Любой автоморфизм fj можно однозначно представить как

композицию

fj = fhfz (Д.28)

четного автоморфизма fh и элементарного автоморфизма fz, гдеzi =

{xi (1 + m) для некоторого m ∈ (I2) ¯1̄, если char R 6= 2,xi + f−1h (fi) для некоторых четных fi ∈ (I2) ¯0̄, если char R = 2.

3) Если char R 6= 2, то множество N всех элементарных авто-
морфизмов является нормальной абелевой подгруппой в группе всех
автоморфизмов 1) .

1) Если char R = 2, то множество N не является даже группой, вообще-то говоря. Например,
пусть hi = xi + x1x2 и h′i = xi + x3x4. Легко видеть, что

fhfh′ (xi) = xi + x1x2 + x3x4 + x1x2 (x3 + x4),

т. е. композиция fhfh′ двух элементарных автоморфизмов алгебры ΛR (4) не является элемен-
тарным автоморфизмом.
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Следствие. Если char R 6= 2, то подпространство ΛR ¯0̄ не зависит
от выбора системы образующих.

А вот дополнение к ΛR ¯0̄ — пространство ΛR ¯1̄ — НЕ инвариантно (от-
носительно автоморфизмов), что очевидно из определения (Д.24) элемен-
тарных автоморфизмов. Таким образом,

четные функции — вещь инвариантная, а нечетные зависят

от выбора координат, т. е., образующих алгебры ΛR. Говоря
неформально, «бозон— он и в Африке бозон», а вот фермион
ли данная частица, зависит от точки зрения (координат =
образующих).

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия. И ΛR ¯0̄, и ΛR ¯1̄, очевидно, инвариант-
ны относительно четных автоморфизмов и любой автоморфизм является,
благодаря условию (Д.27), композицией четного автоморфизма и элемен-
тарного. Поэтому нам осталось доказать инвариантность относительно
элементарных автоморфизмов xi 7→ zi = xi (1 + m). Поскольку m2 = 0, по-
лучаем zizj = xi (1 + m)xj (1 + m) = xixj, (Д.29)

а мономы xixj очевидно порождают все пространство ΛR ¯0̄ за исключением
констант.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. 1) Элементы hi очевидно удовлетворя-
ют как условию (Д.5), так и (Д.6), а, стало быть, задают автоморфизм fh

тогда и только тогда, когда матрица A = (aj
i) обратима (по утверждению б)

леммы Д.1.1).
2) Пусть теперь некоторые элементы ji удовлетворяют условиям (Д.5)

и (Д.6) и порождают алгебру ΛR, таким образом задавая автоморфизм fj.
Пусть ji = hi + fi, где hi ∈ ΛR ¯1̄ и fi ∈ ΛR ¯0̄,

— разложение по однородным компонентам.
Мы доказали в п.1), что h задает автоморфизм fh, такой что fh (x) = h.

Отсюда следует, что для любого i существует элемент li ∈ ΛR ¯0̄, такой чтоfi = fh (li) (вспомним, что fh сохраняет четность). Итак, ji = fh (xi + li).
Теперь заметим, что элементы zi := xi + li, будучи прообразами эле-

ментов ji относительно автоморфизма fh, являются антикоммутирующими
образующими алгебры ΛR, так что существует некий автоморфизм fz, та-
кой что fz (x) = z. Автоморфизм fz элементарен, так что мы представили
произвольный автоморфизм fj алгебры ΛR в виде композиции

fj = fhfz

элементарного автоморфизма и четного. Очевидно, что такое представле-
ние единственно.
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Таким образом мы свели доказательство утверждения 2) теоремы к за-
даче описания всех элементарных автоморфизмов. Мы уже видели, что
если char R = 2, то на элементы li нет никаких ограничений, кроме требо-
вания, чтобы они были четными.

Осталось рассмотреть элементарные автоморфизмы, когда char R 6=
6= 2. Пусть xi 7→ zi = xi + li — произвольный элементарный автоморфизм.
Поскольку при любых i, j имеем

0 = zizj + zjzi = 2(xilj + lixj + lilj), (Д.30)

то, принимая во внимание, что умножение на 2 инъективно при char R 6= 2,
заключаем, что при i = j имеет место равенство

2xili =−l2
i . (Д.31)

Поскольку левая и правая части равенства (Д.31) имеют разную четность,
это возможно лишь, если обе они равны нулю. Следовательно,li = ximi, где mi ∈ ΛR ¯1̄. (Д.32)

Из равенства (Д.30) следует, чтоxixj (mj − mi − mimj) = 0, (Д.33)

а, значит, в разложении элемента mi − mj − mimj по каноническому бази-
су (Д.4) выживают только члены, пропорциональные xi или xj. Другими
словами, mi − mj = l′ixi − l′jxj (Д.34)

для некоторых нечетных элементов l′i. В частности, элементm := mi − l′ixi = mj − l′jxj (Д.35)

не зависит от i. Ясно, что li = xim при всех i.
3) Из условия (Д.29) следует, что элементарные автоморфизмы сохра-

няют не только подпространство ΛR ¯0̄, но и каждый его элемент. Из этого,
в свою очередь, следует, что элементарный автоморфизм x 7→ z = x(1 + m)
отправляет любой нечетный элемент l в

fz (l) = l(z) = l(1 + m). (Д.36)

Пусть x 7→ z′ = x(1 + m′) другой элементарный автоморфизм. Имеем

fzfz′ (x) = fz (x + xm′) = fz (x) + fz (xm′) = x + xm + xm′ = x(1 + m + m′)

в силу (Д.36) и (Д.29). Следовательно, элементарные автоморфизмы об-
разуют абелеву группу 1) .

1) Если 2 обратима в R, то очевидно, чтоx(1 + m) =

(
1 − 1

2

m)x(1 +
1

2

m),
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Осталось доказать, что подгруппа N элементарных автоморфизмов
нормальна. Благодаря разложению (Д.28), достаточно доказать, что для
любого четного автоморфизма fx автоморфизм f−1x fzfx элементарный.
И правда,

f−1x fzfx (x) = f−1x fz (x) = f−1x (x(1 + m)) = x(1 + f−1x (m)) = x(1 + m′),

где m′ := f−1x (m) четен, поскольку fx — четный автоморфизм. Теорема до-
казана.

Д.1.4. Автоморфизмы четности. Определим автоморфизмы четности
Pty, положив

Pty(f) = (−1)p(f) f для любого однородного элемента f ∈ ΛR.

Если характеристика основного поля равна 2, мы определим Pty как нетож-
дественный автоморфизм алгебры ΛR, такой что

Pty2 = id и Pty |ΛR ¯0̄
= id.

Не надо думать, что четность элемента супералгебры — это что-то
фиксированное раз и навсегда. Поскольку мы можем выбрать новые об-
разующие hi = xi (1 + m(x)), где m ∈ ΛR ¯1̄, то автоморфизмы четности Pty
нумеруются элементами m ∈ ΛR ¯1̄ и образуют таким образом даже не век-
торное, а аффинное пространство. Конечно, это аффинное пространство
нужно рассматривать функториально: как линейное супермногообразие,
которое представляет функтор C 7→ (C ⊗ ΛR) ¯1̄, и тогда мы сможем по-
добрать потерявшиеся в предыдущем рассуждении нечетные параметры,
занумерованные элементами пространства (C⊗ ΛR) ¯0̄.

Д.1.5. Над-группа автоморфизмов алгебры ΛR и аналог ее алгеб-
ры Ли. Заметим, что множество C-точек (где C — суперкоммутативная
супералгебра) супергруппы автоморфизмов алгебры ΛR составляет группу

AutC (ΛR ⊗ C)

(где тензорное произведение берется над основным полем) C-линейных
автоморфизмов не самой алгебры ΛR, как в первых подпунктах этого
параграфа, а алгебры ΛR ⊗ C. Произвольный сохраняющий четность ав-
томорфизм имеет теперь видhi =

∑

j

a
j
ixj +

∑

j1j2j3

a
j1j2j3
i xj1xj2xj3 + . . . + ai +

∑

j1j2j3

a
j1j2j3
i xj1xj2xj3 + . . . , (Д.37)

где a
j1...j2k+1

i ∈ ΛR ¯1̄ и ai, a
j1...j2k

i ∈ ΛR ¯1̄ при всех k.

т. е., элементарные автоморфизмы являются внутренними и наоборот: все внутренние авто-
морфизмы элементарны (ср. с соответствующим результатом в [Dj]).



384 Дополнения

В соответствии с этим, произвольный C-линейный автоморфизм алгеб-
ры ΛR ⊗ C имеет видhi = xi (1 + m), где m ∈ (ΛR ⊗ C) ¯1̄. (Д.38)

Обозначим через Aut ¯0̄ (ΛR) супергруппу морфизмов алгебры ΛR, чьи
C-точки имеют вид (Д.37), а через Autnh (ΛR) — виртуальную супергруп-
пу всех неоднородных (inhomogeneous) автоморфизмов алгебры ΛR, чьи
C-точки имеют вид (Д.38). Итак, каждый автоморфизм является ком-
позицией автоморфизма Ta вида (Д.37) и автоморфизма Tm вида (Д.38).
Очевидно, что

(id, Tm) ◦ (id, Tn) = (TL(1+mn) , Tm+n),

где
TL(1+mn) (xi) = xi (1 + mn).

Таким образом, группа Autod (ΛR), порожденная на уровне C-точек эле-
ментами (id, Tm), не является нормальной подсупергруппой в супергруппе
Autih (ΛR), и представление супергруппы Autih (ΛR) как (полупрямого) про-
изведения супергрупп Aut ¯0̄ (ΛR) и Autod (ΛR) зависит от выбора автомор-
физма четности Pty или, что то же самое, от выбора (исходной) системы
переменных x.

Ситуация напоминает разные реализации элементов супералгебры Ли
(или C-точек группы Ли) суперматрицами разных форматов, где переход от
одного формата к другому производится неоднородными преобразованиями
(за редкими исключениями, когда эти преобразования чисто нечетные).

§ Д.2. Определения для полей произвольной
характеристики

В этом параграфе k — произвольное коммутативное кольцо, а слово
«пространство» означает k-модуль. Модифицируем определения и тео-
ремы гл. 1, чтобы приспособить их к полям произвольной характери-
стики. Случай характеристики 2 особо интересен; например, результаты
А. Лебедева, использованные в [BGLL], войдут, несомненно, в стандарт-
ные учебники по линейной алгебре.

Д.2.1. Суперкоммутативные супералгебры. Супералгебра C назы-
вается суперкоммутативной, если

а) [a, b] = 0 при любых a, b ∈ C и

б) a2 = 0 при любых a ∈ C ¯1̄.

Замечание. Если 2 обратима, то а) влечет б); а если char k = 2, то б) —
независимое условие.
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Д.2.2. Принцип переноса. Пусть I = {P1, P2, Q1, Q2}— множество
многочленов из суперкоммутативной супералгебры Z [u, x] , где u =
= (u1, . . . , un), x= (x1, . . . , xm), таких что Q1 и Q2 четны. Мы скажем, что
тождество I выполняется над суперкоммутативной супералгеброй
C, если

P1 (a, d)/Q1 (a, d) = P2 (a, d)/Q2 (a, d) (Д.39)

при любой подстановке элементов u и x вместо a и d соответственно при
условии, что Q1 (a, d) и Q2 (a, d) обратимы в C, где ai ∈ C ¯0̄ и dj ∈ C ¯1̄.

Предложение (принцип переноса). Если данное тождество I вы-
полняется над любой суперкоммутативной супералгеброй C над
полем k нулевой характеристики, то оно выполняется и над произ-
вольной суперкоммутативной супералгеброй C над любым полем K
любой характеристики.

Очевидно, что поле K должно быть k-алгеброй: иначе I не определено
над C.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы можем считать, что cpr(Q1) и cpr(Q2) — об-
ратимые элементы из Z [u1, . . . , un] : в противном случае Q1 (a, d) и Q2 (a, d)
не могут быть обратимы при любой подстановке. Теперь осталось прове-
рить лишь, что P2Q1 = P1Q2.

Вложим Z [u, x] в C =Q(u) [x] . Очевидно, cpr(Q1 (u, x)) и cpr(Q2 (u, x))
обратимы, а, следовательно, благодаря пункту 1.6.5, обратимы Q1 (u, x)
и Q2 (u, x). Поскольку тождество I выполняется над C, то

(P1/Q1) (u, x) = (P2/Q2) (u, x),

и поэтому P1Q2 = P2Q1.

Примеры. 1) Суперцентр Z(A) ассоциативной супералгебры A опре-
деляется формулой

Z(A) = {a ∈ A | [a, b] = 0 для любых b ∈ A и a2 = 0 при a ∈ A ¯1̄}. (Д.40)

2) Суперследы. Пусть tr — это str или qtr. В дополнение к условию
tr([X, Y]) = 0, которое следует из принципа переноса, потребуем чтобы

str X2 = 0 при всех X ∈Mat(p|q; C) ¯0̄,
qtr X2 = 0 при всех X ∈Q(M; C) ¯0̄.

(Д.41)

3) Супердетерминанты. Тождество Ber X = 1 при всех X ∈ GQ(u; C)
следует из принципа переноса.

Пусть S ∈ Mat(n; C) — матрица с нечетными элементами, а r > 0 —
нечетное число. Положим,

S(i1, . . . , ir) = Si1i2 Si2i3 . . . Siri1 . (Д.42)
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Ясно, что
str Sr =

∑
S(i1, . . . , ir), (Д.43)

где сумма берется по всем наборам индексов 1 6 i1, . . . , ir 6 n.
Раз элементы Sij нечетны, то S(i1, . . . , ir) не меняется при цикличе-

ских перестановках индексов, а если циклическая перестановка переводит
набор индексов (i1, . . . , ir) в себя, то S(i1, . . . , ir) = 0. Положим

Fr (S) =
∑

S(i1, . . . , ir), (Д.44)

где сумма берется по всем классам эквивалентности индексов с точностью
до циклических перестановок. Таким образом,

rFr = str Sr.

Д.2.3. Ограниченные супералгебры Ли. Принцип переноса опреде-
ляет супералгебры Ли над любыми суперкоммутативными супералгебра-
ми k, если char k 6= 2, 3 (в этих характеристиках нужно слегка изменить
привычные определения). Однако, если характеристика проста, то у су-
пералгебры Ли может быть больше структур, чем над полем характери-
стики 0. Перечислим некоторые из них.

Пусть A — алгебра, а D ∈ derA. Из правила Лейбница следует, что

Dn (ab) =
∑

l

(
n

l

)
Dl (a)Dn−l (b) для любых a, b ∈ A. (Д.45)

Таким образом, если char k = p, то Dp — дифференцирование алгебры A.
Пусть теперь g — алгебра Ли. Если для каждого элемента g ∈ g

оператор (adg)p является внутренним, т. е., (adg)p = adg [p] для некоторо-
го элемента g [p] , то отображение (однозначно определенное на простых
алгебрах Ли)

[p] : g 7→ g [p] . (Д.46)

называется p-структурой на g, а алгебра Ли g с p-структурой называ-
ется ограниченной алгеброй Ли.

Переходя к супералгебрам, мы для любого нечетного D∈ derA и любых
a, b ∈ A имеем

D2n (ab) =
∑(

n

l

)
D2l (a)D2n−2l (b). (Д.47)

Поэтому если char k = p, то D2p — дифференцирование. Это видно также

из того, что D2 =
1
2

[D, D] — четное дифференцирование.
Поскольку в универсальной обертывающей алгебре любой супералгеб-

ры Ли g выполняется тождество

[X, X] = 2X2 для любых X ∈ g ¯1̄, (Д.48)
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то имеется отображение sq : S2 (g ¯1̄) → g ¯0̄ — квадрирование, которое при
p 6= 2 можно задать формулой

sq(X) =
1
2

[X, X] для любых X ∈ g ¯1̄. (Д.49)

Замечание. Казалось бы, благодаря этому отображению любая
p-структура на g полностью определяется p-структурой на g ¯0̄, и нет
нужды задавать 2p-структуру на нечетных элементах. Однако, это неверно,
даже если g проста, но в g ¯0̄ есть центр. Случай p = 2 приносит еще больше
неожиданностей; подробности см. в [L1] .

Квадрирование нечетных элементов

x2 =
1
2

[x, x] для любого x ∈ g ¯1̄. (Д.50)

задает скобку, поскольку

[x, y] = (x + y)2 − x2 − y2 для любых x, y ∈ g ¯1̄. (Д.51)

В случае характеристики p = 2 супералгебра Ли — это такое супер-
пространство g, четная часть g ¯0̄ которого является алгеброй Ли, а нечетная
часть g ¯1̄ является g ¯0̄-модулем (двусторонним по симметрии) с допол-
нительной структурой: на g ¯1̄ задано квадрирование (условно говоря,
половина скобки) со значениями в g ¯0̄:

x 7→ x2, так что (ax)2 = a2x2 для любых x ∈ g ¯1̄ и a ∈K,
отображение (x, y) 7→ (x + y)2 − x2 − y2 билинейно и
g ¯0̄-инвариантно:. [y2, x] = (ady)2 (x) для всех x ∈ g ¯0̄ и y ∈ g ¯1̄.

(Д.52)

Тогда скобка (т. е. умножение в супералгебре Ли g) двух нечетных элемен-
тов определяется формулой (Д.51).

Тождество Якоби для трех нечетных элементов заменяется следующим
соотношением:

[x, x2] = 0 для любого x ∈ g ¯1̄. (Д.53)

Если основное поле отлично от Z/2, то определение на этом заканчивается.
Если же основное поле —Z/2, то следует добавить еще одно условие:

[y2, x] = (ady)2 (x) для любых x ∈ g и y ∈ g ¯1̄, (Д.54)

которое делает условие (Д.53) излишним и заменяет и его, и последнюю
строку в (Д.52).

Если p = 3, то возникает другой феномен. Дело в том, что тождество
Якоби для трех нечетных элементов эквивалентно (если p 6= 2, 3) тожде-
ству

3[X, [X, X] ] = 0. (Д.55)
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Поэтому при p = 3 мы определяем супералгебры Ли, требуя выполнения
не условия (Д.55), а условия

[X, [X, X] ] = 0. (Д.56)

Если p = 2, то возникает несколько неожиданных феноменов. На-
пример, в п р и с о е д и н е н н о м п р е д с т а в л е н и и п р о с т о й с у -
п е р а л г е б р ы Л и м о г у т б ы т ь н е т р и в и а л ь н ы е п о д м о д у л и
( о т л и ч н ы е о т 0 и в с е й с у п е р а л г е б р ы ). Написанного выше
достаточно, чтобы понять почему такое возможно, причем лишь для су-
пералгебр Ли и только в характеристике 2, а пример см. [?] .

Алгебры Ли векторных полей. Выбрав Z-базис в алгебре многочле-
нов от m переменных C [x] , состоящий из разделенных степеней

u
(ri)
i :=

x
ri
i

ri!
, (Д.57)

получим семейство аналогов алгебры многочленов, обозначаемых (для об-
резающего вектора N = (N1, . . . , Nm) ∈ (Z+)m)

O(m; N) :=K [u; N] := SpanK (u(r) | ri < pNi для всех i). (Д.58)

Заметим, что из этих многочисленных алгебр разделенных степеней только
одна порождается заявленными переменными — , а именно, та, для которой
Ni = 1 для всех i. В противном случае в список образующих к ui нужно

добавить u
(pki)
i для всех i и всех ki, таких что 1 < ki < Ni. Поскольку любое

дифференцирование алгебры определяется своими значениями на образу-
ющих, то, как мы видим, алгебра Ли der(O [m; N]) всех дифференцирований
алгебры O [m; N] имеет больше, чем m функциональных параметров (ко-
эффициентов при аналогах частных производных), если Ni 6= 1 хотя бы для
одного i. Определим выделенные частные производные, положив

∂i (u(k)
j ) = diju

(k−1)
j для всех k < pNj .

Алгебра Ли всех дифференцирований der(O [m; N]) оказывается менее ин-
тересной, чем ее подалгебра выделенных дифференцирований, обозначае-
мая vect(m; N), общая векторная алгебра выделенных дифференцирований

derdistK [u; N] = SpanK (u(r)
∂k | ri < pNi при i 6 m), (0.59)

и называемая общей векторной алгеброй. Супералгебра Ли выделенных
дифференцирований супералгебры O(m; N|n) определяется очевидным об-
разом и обозначается vect(m; N|n).

Раз есть разделенные аналоги алгебры многочленов, а дифференци-
алы нечетных переменных четны, то естественно попытаться определить
разделенные аналоги супералгебры внешних форм и надеяться на то,
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что имеются и соответствующие теории (ко)гомологий. Соответствующие
определения, первые результаты, и интересные задачи см. в [BGLL].

§ 0.3. Существует ли цветная
(анти)коммутативность или лиевость?

(В. Молотков по Е. Неклюдовой и М. Шейнерту)

0.3.1. Цветные алгебры. Пусть G — коммутативная (абелева) группа
с операцией + и единичным элементом 0. Пусть R — нетривиальное (т. е.
1 6= 0) коммутативное кольцо. G-градуированной (или G-цветной) R-ал-
геброй называется R-алгебра C вместе с семейством {Ci}i∈G подмодулей
модуля C, таким что

Ci ∩ Cj = {0}, CiCj ⊂ Ci+j, C≃⊕
i∈G

Ci для любых i, j ∈G.

Пусть C есть G-градуированная R-алгебра, а C′ есть G′-градуирован-
ная R-алгебра. Морфизм из C в C′ — это пара (f, f), где f : G→ G′ —
морфизм групп, а f : C→ C′ — морфизм R-алгебр, такой что f(Ci) ⊂ Cf(i)

при всех i∈G. Любой морфизм вида (f, f) будет также называться f-мор-
физмом.

Вышеприведенные определения задают «большу́ю» категорию ∗-AlgR

всех градуированных алгебр. Фиксируя абелеву группу G, мы определяем
ее полную подкатегорию G-градуированных алгебр. Для последней ка-
тегории более удобно рассматривать лишь Id-морфизмы, т. е., морфизмы
вида (Id, f), которые, допуская вольность речи, мы будем отождествлять
с морфизмами f.

Обозначим через G-AlgR — категорию всех G-градуированных алгебр
и Id-морфизмов.

Пусть f : G→ G′ — морфизм абелевых групп. Определим переграду-
ирующий функтор f∗ : G-AlgR −→ G′-AlgR следующим образом. Для
любой G-градуированной R-алгебры C положим f∗ (C) = C, и для любого
элемента i ∈G′ положим

(f∗ (C)) i := R
〈 ⋃

j∈f−1 (i)
Cj

〉
≃ ⊕

j∈f−1 (i)
Cj,

где R〈S〉 есть R-линейная оболочка множества S. Ясно, что морфизм
G-градуированных R-алгебр f : C→ C′ можно рассматривать также как
морфизм G′-градуированных R-алгебр f∗f := f : f∗ (C) −→ f∗ (C′), так что
отображение

C−→ f∗ (C), f 7−→ f∗f

действительно является функтором.
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0.3.1а. Предложение. а) Для любых гомоморфизмов f : G → G′

и f′ : G′ → G′′ выполняется тождество (f′f)∗ = f′
∗f∗. Другими сло-

вами, отображение

G 7→G-AlgR, f 7→ f∗

является функтором из категории абелевых групп в категорию
G-градуированных R-алгебр.

б) Для любой G-градуированной R-алгебры C и любого гомо-
морфизма f : G→ G′ пара (f, Id) является морфизмом в категории
∗-AlgR.

в) Пусть (f, f) : C→ C′ — морфизм G-градуированной R-алгебры
C в G′-градуированную R-алгебру C′. Пара (Id, f) задает морфизмf∗ (C)→ C′ в категории G′-AlgR и диаграмма

C
(f,f) //

(f,Id)   B
BB

BB
BB

B C′

f∗C

(Id,f)

=={{{{{{{{

коммутативна.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.

Пусть C — G-градуированная R-алгебра, а V — G-градуированный R-
модуль. R-билинейное отображение

C× V −→ V ((c, v) 7−→ cv),

такое что CiVj ⊂ Vi+j при любых i, j ∈G, будет называться (G-градуиро-
ванным) левым действием алгебры C на V . Морфизмом из G-граду-
ированного левого действия C× V −→ V в G′-градуированное левое
действие C′ × V ′→ V ′ называется согласованная пара

jf = (f, f) : C−→ C′, g : V −→ V ′,

где согласованность означает, конечно, что

g(Vi) ⊂ V ′f(i) при всех i ∈G, a g(cv) = f(c)g(v) для любых c ∈ C и v ∈ V .

Обозначим категорию всех градуированных левых действий символом
LAct∗.

Полагая в этом определении C′ = C и jf = IdC, мы задаем категорию
LActC левых C-действий.

Мы оставляем читателю задачу определить градуированные правые
действия и категорию RAct∗ всех правых действий, а также категорию
RActC правых C-действий для любой G-алгебры C.
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Пусть f : G→ G′ — морфизм абелевых групп. Ниже нам потребуется
функтор, переградуирующий модули. Мы обозначим егоf∗ : LActC −→ LActf∗C,

a определение функтора f∗ почти дословно копирует соответствующее
определение функтора f∗ для алгебр, и мы оставляем читателю задачу
дать его точную формулировку.

Мы резервируем термин «левый C-модуль» (или «правый C-модуль»)
для специальных случаев G-градуированных R-алгебр — ассоциативных
или лиевых, которые мы сейчас определим. В этих специальных случаях
на левые (соответственно правые) действия приходится наложить допол-
нительные условия с тем, чтобы превратить их в правые (соответственно
левые) C-модули.

Здесь хорошо то, что хотя понятия модулей различаются для разных
многообразий градуированных алгебр, понятие морфизма остается одним
и тем же. Оно совпадает с определением морфизма левых действий.

Замечание. Все определения и результаты этого параграфа остаются
верными, если заменить градуирующую абелеву группу на градуирующий
моноид, т. е. полугруппу с единицей, не обязательно коммутативную. Одна-
ко в дальнейшем мы ограничимся случаем абелевых градуирующих групп.

0.3.2. Цветные ассоциативные алгебры. Обозначим символом
∗-AssAlgR (соответственно G-AssAlgR ) полную подкатегорию категории
∗-AlgR (соответственно G-AlgR), состоящую из градуированных (со-
ответственно G-градуированных) ассоциативных R-алгебр. Для любого
морфизма групп f : G→ G′ функтор f∗, очевидно, сохраняет ассоциатив-
ность, так что предложение 0.3.1а остается верным, если заменить в нем
∗-AlgR на ∗-AssAlgR, а G-AlgR на G-AssAlgR.

Пусть C есть G-градуированная ассоциативная R-алгебра. Отобра-
жение C × V −→ V (соответственно V × C −→ V) называется левым
(соответственно правым) C-действием, а V называется левым (соответ-
ственно правым) C-модулем, если для любых c, c′ ∈C и v∈V выполняется
равенство

(cc′)v = c(c′v) (соответственно v(cc′) = (vc)c′).

Обозначим символом LModC (соответственно RModC) полную под-
категорию категории LActC (соответственно RActC), состоящую из всех
левых (соответственно правых C-модулей.

Структура левого C-модуля C× V −→ V на V называется согласован-
ной со структурой правого C-модуля V × C−→ V на V , если

(cv)c′ = c(vc′) при любых c, c′ ∈ C, v ∈ V .
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G-градуированный R-модуль V , снабженный согласованной парой ле-
вой и правой модульных структур называется C-бимодулем. Если V ′

является C′-бимодулем, то (f, f) : V → V ′ называется морфизмом бимо-
дулей, если он является морфизмом как левых, так и правых модулей

f(cv) = f(c)f(v) и f(vc) = f(v)f(c) при всех c ∈ C, v ∈ V .

Категория всех (би)модулей будет обозначаться символом Mod∗, а ее
подкатегорию, состоящую из всех C-(би)модулей и морфизмов типа (Id, f)
мы обозначим символом ModC.

0.3.3. Цветно-коммутативные алгебры. Пусть C — G-градуирован-
ная ассоциативная R-алгебра. Похоже, что наиболее естественный способ
обобщить коммутативность — это потребовать выполнение следующего
условия (см. (0.61)), где l : G×G−→R× — некоторая функция, такая что:

cicj = l(i, j)cjci для любых ci ∈ Ci, i ∈ G. (0.60)

До открытия цветов у кварков (и еще лет 15 спустя) G-градуированные
алгебры, удовлетворяющие условию (0.60), назывались градуировано-
коммутативными, но в последнее время они стали известны под именем
цветно-коммутативных алгебр.

Из ассоциативности умножения следует, что отображение l обладает
следующими свойствами:

(1) l(i, j) = l−1 (j, i), в частности, (l(i, i))2 = 1;

(2) l(i, 0) = l(0, i) = 1;

(3) l(i, j1)l(i, j2) = l(i, j1 + j2) и l(i1, j)l(i2, j) = l(i1 + i2, j).

(0.61)

Вообще-то, свойство (2) следует из свойства (3) (положите j1 = j2 = 0)
и добавлено для удобства.

Отображение l со свойствами (1)–(3) будет называться (вслед за
[Sch1]) коммутационным множителем (на G).

Замечание. В аддитивных обозначениях (+ вместо · и 0 вместо 1) для
группы R× обратимых элементов из R свойство (1) означает, что l ан-
тисимметрично, а свойство (3) означает, что отображение l би-аддитивно
(т. е. Z-билинейно).

Мы будем часто использовать эти термины в «мультипликативном»
контексте в том числе, хотя в таком контексте «бимультипликативный»,
похоже, более подходящий синоним слову «би-аддитивный».

Если группа G конечна, то из свойств (1)–(3) следует, что l|G| = 1,
и для фиксированного элемента i0 отображение l(i0, j) : G→ R× являет-
ся характером на G со значениями в корнях |G|-й степени из единицы
в кольце R.
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Обозначим символом G-l-CommAlgR полную подкатегорию категории
G-градуированных ассоциативных R-алгебр, состоящую из всех алгебр,
удовлетворяющих условию (0.60). Алгебры, принадлежащие этой кате-
гории, будут называться G-градуированно l-коммутативными, или
просто l-коммутативными, а градуирующая группа G неявно опреде-
лена самим отображением l.

Пусть C — l-коммутативная алгебра, а V — левый C-модуль. Легко
проверить, что формула

vicj := l(i, j)cjvj для любых vi ∈ Vi, cj ∈ Cj

задает на V структуру правого C-модуля. Эта структура согласована с ис-
ходной структурой левого C-модуля.

Таким образом, для любой l-коммутативной алгебры C понятия левого
и правого модуля совпадают с понятием модуля:

LModC ≃ RModC ≃ModC.

Пусть f : G→ G′ — гомоморфизм групп. Возникает естественный во-
прос, как ведет себя категория G-l-CommAlgR по отношению к перегра-
дуирующему функтору f∗:

Всегда ли существует отображениеl′ : G′ ×G′ −→ R×

такое , что G′-градуированная алгебра f∗ (C) является l′-коммутативной
для любой l-коммутативной алгебры C?

Очевидно, что ответ отрицательный. Например, любая суперкоммута-
тивная супералгебра рассматриваемая как алгебра, очень редко является
коммутативной.

Пусть l : G × G −→ R× и l′ : G′ × G′ −→ R× — коммутационные
множители. Мы скажем, что отображение l′ f-согласовано с l, еслиf∗ (G-l-CommAlgR) ⊂G′-l′-CommAlgR.

Предложение. Отображение l′ является f-согласованным с l

тогда и только тогда, когдаl = l′ ◦ (f× f).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что это условие достаточно. Чтобы
доказать, что оно также и необходимо, рассмотрим свободную ассоци-
ативную алгебру C′, порожденную семейством {Xi}i∈G. Превратим C′

в G-градуированную алгебру, положив Xi ∈ C′
i при всех i ∈ G. Фактор C

алгебры C′ по модулю соотношений (0.60) — свободная l-коммутативная
алгебра. Теперь возьмем фактор алгебры C, убив все тройные произве-
дения XiXjXk. Осталось доказать, что все попарные произведения XiXj
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выживают эту факторизацию и, более того, R-подмодуль, порожденный
всеми произведениями XiXj свободен. Детали мы оставляем читателю.

Следствие. Для любого гомоморфизма f : G→G′ и любого комму-
тационного множителя l′ : G′ ×G′ −→R× отображение l′ являетсяf-согласованным с f∗ (l′) := l′ ◦ (f× f).
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Хотя переградуирующие функторы f∗ редко отображают l-комму-
тативные алгебры в l′-коммутативные, мы увидим чуть ниже, что во-
обще говоря, существует много отображений l′, таких что категории
G-l-CommAlgR и G-l′-CommAlgR естественно эквивалентны.

Пусть l : G×G−→R× — коммутационный множитель, а C —l-комму-
тативная алгебра. Определим на C новое умножение ∗, которое отличается
от старого (которое никак не обозначается, просто сомножители стоят
рядом) на обратимый множитель, зависящий от градуировки:

ci ∗ cj = g(i, j)cicj, (0.62)

где g : G × G −→ R× — произвольная функция. Обозначим алгебру C
с новым умножением символом Cnew. Умножение в Cnew удовлетворяет
следующему новому коммутационному соотношению

ci ∗ cj = lnew (i, j)cj ∗ ci, где lnew (i, j) = l(i, j)g(i, j)g−1 (j, i). (0.63)

Мы часто будем писать IgC вместо Cnew и lg вместо lnew, чтобы под-
черкнуть зависимость от g.

Чтобы Cnew была ассоциативной, следующее условие, очевидно, необ-
ходимо и достаточно:g(i, j + k)g(j, k) = g(i + j, k)g(i, j). (0.64)

Этому условию, очевидно, удовлетворяет любая би-аддитивная функция g,
а также любая би-аддитивная функция, умноженная на произвольную
обратимую ненулевую константу.

Заметим, что вышеприведенная конструкция очевидно функториальна:
любой морфизм f : C → C′ l-коммутативных алгебр является в то же
время морфизмом f : IgC−→ IgC′. Более того, если g удовлетворяет усло-
вию (0.64), то g обеспечивает естественную эквивалентность (и даже
изоморфизм) категории G-l-CommAlgR l-коммутативных ассоциа-
тивных G-цветных алгебр с категорией G-lg-CommAlgR lg-комму-
тативных ассоциативных G-цветных алгебр:

Ig : G-l-CommAlgR ≃G-lg-CommAlgR.

Более того, легко проверить, что имея l-коммутативную цветную ассоци-
ативную алгебру C и C-модуль V , действие

ci ∗ vj = g(i, j)civj = lg (i, j)vj ∗ ci

превращает V в IgC-модуль относительно нового умножения в Cnew, еслиg удовлетворяет условию ассоциативности (0.64). Мы обозначаем этот
модуль символом IgV . Морфизмы модулей тоже сохраняются. Итак, соот-
ветствующие категории модулей естественно эквивалентны (и даже
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изоморфны). В частности, для любой l-коммутативной алгебры C име-
ется изоморфизм ModC ≃ModIgC категорий.

Всюду ниже g предполагается би-аддитивной функцией.
Коммутационные множители l : G × G −→ R× и l′ : G× G −→ R× на-

зовем эквивалентными, и обозначим этот факт символом l ∼ l′, если
существует би-аддитивная функция g : G × G −→ R×, такая что l′ = lg.
Очевидно, что отношение ∼ является отношением эквивалентности и, как
сказано выше, эквивалентность функций l и l′ влечет изоморфизм кате-
гории l-коммутативных алгебр с категорией l′-коммутативных алгебр.

В следующем предложении собраны вместе некоторые легко прове-
ряемые свойства отношения эквивалентности ∼ и соответствия l 7→ lg,
которые потребуются в доказательстве «суперизационной» теоремы 0.3.3б
(теоремы Неклюдовой).

Предложение. а) Пусть l — коммутационный множитель на G,
а функции g, g′ : G×G−→ R× би-аддитивны. Тогдаlgg′

= (lg)g′

и Igg′ = IgIg′ . (0.65)

б) Пусть f : G→G′ — гомоморфизм групп, а l∼ l′ — коммутаци-
онные множители на G′. Пусть g : G′ × G′ −→ R× — би-аддитивное
отображение, такое что l′ = lg. Тогдаf∗ (l) ∼ f∗ (l′) и f∗ (l′) = (f∗ (l)f∗ (g) , (0.66)

а диаграмма

G-f∗l-CommAlgR

If∗g //f∗

��

G-f∗l′-CommAlgRf∗

��
G′-l-CommAlgR

Ig // G′-l′-CommAlgR

(0.67)

коммутативна.

0.3.3а. Лемма. Пусть G — конечно-порожденная абелева группа.
Тогда в G найдется базис над Z, т. е. набор элементов g1, . . . , gn,
такой что они

1) порождают G как Z-модуль;

2) если
n∑

i=1
aigi = 0, где ai ∈ Z при всех i, то aigi = 0 при каждом i.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим G в виде Zr
⊕⊕

p
Gp, где Gp под-

группа элементов, чей аннулятор — степень простого числа p. Каждая
группа Gp, также как и Z, является локальным модулем, для которой
требуемый базис очевидно существует.
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Ясно, что значения би-аддитивной (т. е. = Z-билинейной) функции f на
G в базисе, чье существование установлено в лемме 0.3.3а, однозначно
определяют функцию f.

0.3.3б. Теорема (Е. Неклюдовa). Пусть G — конечнопорожден-
ная абелева группа. Пусть l : G × G −→ R× — коммутационный
множитель. Существует би-аддитивная функция g : G × G −→ R×

и переградуировка f : G→ Z/2, такие что для любой G-градуиро-
ванной l-коммутативной алгебры C алгебра f∗ (IgC) является либо
коммутативной алгеброй, либо суперкоммутативной супералгеб-
рой.

Другими словами, существует точный функтор

G-l-CommAlgR

Ig−→G-lg-CommAlgR

f∗−→ Scommsalgs. (0.68)

где Scommsalgs — категория суперкоммутативных супералгебр.

Говоря неформально, мы доказали следующее утверждение (теорема
Неклюдовой):

Любая градуированно-коммутативная алгебра C может быть сведена
(с помощью преобразований (0.62) и в подходящей переградуировке f)
к алгебре Cnew, которая либо коммутативная алгебра (если Im f∗ = 0),
либо суперкоммутативная супералгебра , если (Im f∗ 6= 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 0.3.3а существует базис g1, . . . , gn

в G (напомним, что G конечно порождена). Положимg′ (gm, gn) =

{
−l(gm, gn) при m < n,

0 в других случаях.

Тогда lg′

(gm, gn) := l(gm, gn) + g′ (gm, gn) − g′ (gn, gm) =

=

{l(gm, gm) при m = n,

0 в других случаях.

Всюду ниже мы заменили мультипликативные обозначения для компо-
зиции в R× на аддитивные. Поскольку 2lg′

= 0, мы можем считать, чтоlg′

принимает значения в Z/2. Положим

H = Ker lg′

:= {h ∈G | lg′

(h, g) = 0 для любых g ∈G}.
Ясно, что H — группа, порожденная всеми элементами gm базиса, та-

кими что lg′

(gm, gm) = 0, а также всеми элементами 2gk для оставшихся
элементов базиса. Следовательно, группа G/H является на самом-то деле
конечномерным векторным пространством над полем Z/2.
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Из того, что lg′

— кососимметрическая функция, следует, что она
пропускается через G/H × G/H, т. е. существует (в точности одно) отоб-
ражение l′ : G/H ×G/H −→ R×, такое что диаграмма

G×G

lg′ //f′×f′

%%JJ
JJJ

JJJ
JJ

R∗

G/H ×G/H

l′ ;;wwwwwwwww

коммутативна; здесь f′ : G−→G/H — каноническая проекция.
Поэтому f′

∗ (Ig′C) — G/H-градуированная l′-коммутативная алгебра.
Пусть ¯Ḡ = G/H. Нам надо только рассмотреть случай, когда ¯Ḡ 6= 0.

Обозначим через i1, . . . , ik базис группы ¯Ḡ над Z, состоящий из образов
тех элементов gm базиса группы G, которые выживают при факторизации
по H. Тогда l′ (im, in) =

{
1 при m = n,

0 в других случаях.

Перейдем к новому базису

j1 = i1, j2 = i1 + i2, . . . , jk = ik−1 + ik.

Мы получили, что l′ (jn, jn) =

{
1 при n = 1,

0 при n > 1.

Полагая снова

hg(jm, jn) =

{
−l′ (jm, jn) при m < n,

0 в других случаях,

мы получаем в конце концов функцию
jl(i, j) := l′hg (i, j) = l′ (i, j) + hg(i, j) − hg(j, i),

такую что группа ¯H̄ = Ker jl порождена элементами j2 . . . , jk, а стало быть,
¯Ḡ/ ¯H̄ = Z/2. Итак, мы видим, что градуирующая группа сводится к hG =

= Z/2 и стандартной градуирующей функции (четности) jl : hG× hG−→ Z/2
на Cnew := f′′

∗ (Ihgf′
∗ (Ig′C)), где f′′ : ¯Ḡ→ Z/2 — каноническая проекция.

Теперь мы видим, чтоf′′
∗ ◦ Ihg ◦ f′

∗ ◦ Ig′ = f′′
∗ ◦ f′

∗ ◦ If′∗hg ◦ Ig′ = (f′′f′)∗ ◦ I(f′∗ hg)g′ ,

где первое равенство следует из (0.67), а второе — из (0.65).
Полагая f = f′′f′ и g = (f′∗hg)g′, мы окончательно получаем, что

Cnew = (f∗ ◦ Ig)C.
Возвращаясь обратно от G к группе корней из единицы в R×, мы

получаем стандартную Z/2-градуировку на Cnew.
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Замечания. 1) Формулировка и доказательства этой теоремы воспро-
изводят с небольшими изменениями и уточнениями теорему, доказанную
Е. Неклюдовой (примерно в 1976 году) и процитированную в [?] . В ее
первоначальной формулировке группа G предполагалась конечной, но до-
казательства без изменений проходят и для конечно-порожденных групп.

2) Такая же конструкция очевидно приводит (для конечно-порожден-
ных групп G) к стирающему функтору из категории модулей над
G-градуированными ассоциативными l-коммутативными алгебра-
ми в категорию супермодулей над суперкоммутативными ассоциа-
тивными супералгебрами.

3) Возникает естественный вопрос: верно ли, что функторы Ig и f∗

в формуле (0.68) единственные?
Прежде всего, функция g не единственная, а стало быть, и функтор

Ig не единственный. Если заменить g на gd, где d : G × G −→ R× —
симметричное билинейное отображение, то ясно, что l′ := lg = lgd.

Можно доказать изоморфизм функторов

Ig : G-l-CommAlgR −→G-l′-CommAlgR,

Igd : G-l-CommAlgR −→G-l′-CommAlgR.

Но что можно сказать о единственности отображения l′ и функтора f∗?
Глядя на доказательства теоремы Неклюдовой, можно увидеть, что

подгруппа ¯H̄ группы ¯Ḡ = (Z/2)k состоит из всех элементов группы ¯Ḡ,
у которых число ненулевых компонент в первоначальном базисе i1, . . . , ik

четно, т. е. не зависит от выбора нового базиса j1, . . . , jk.
Отсюда следует, что коммутационный множитель l′ = lg, а также

и гомоморфизм f : G→ Z/2 не зависят от выборов, участвующих в до-
казательстве теоремы Неклюдовой 0.3.3б.

Более того, Шейнерт доказал в [Sch1] , что l′ и f единственным обра-
зом определяются следующим условием

Ker f= {i ∈ G | l(i, i) = 1}, l′ = f∗ (l0), (0.69)

где l0 : Z/2× Z/2−→ Z/2 — стандартный (т. е. единственный нетривиаль-
ный) коммутационный множитель на Z/2.

Строго говоря, в [Sch1] соответствующий факт был доказан в контек-
сте цветных лиевых алгебр. Но в следующем подпункте мы увидим, что
многие результаты о цветных алгебрах Ли можно автоматически перевести
в контекст цветных коммутативных алгебр и наоборот.

4) Нетрудно показать, что казалось бы, более общее определение обоб-
щенной коммутативности, а именно требование, чтобыm(i, j)aiaj − m(j, i)ajai = 0 для функции m : G×G−→ R
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эквивалентно выше приведенному после замены l(i, j) =

m(j, i)m(i, j)
, если вы-

полняется следующее естественное предположение:m(i, j) и m(j, i) не обращаются в нуль одновременно для всех i, j. (0.70)

Вопрос (Е. Неклюдова). Следующее обобщение коммутативности
приходит на ум: фиксируем n > 2 и потребуем, чтобы для любых
i
(1) , . . . i
(n) ∈ G выполнялось соотношение

∑
∈Sn

m(i
(1) , . . . , i
(n))ai
(1) · . . . · ai
(n) = 0,

где по крайней мере один из коэффициентов не обращается в ноль. Ис-
следуйте, куда это определение (или его модификация) могут привести.

0.3.4. Цветные алгебры Ли. Аналогом теоремы Неклюдовой о цвет-
но-коммутативных алгебрах является следующий результат о цветных
алгебрах Ли, принадлежащий Шейнерту [Sch1] .

Пусть снова l : G × G −→ R× — коммутационный множитель, т. е.,
функция, удовлетворяющая условиям (0.61). G-градуированная R-алгебра
L с умножением, которое мы обозначим [· , ·] , называется l-алгеброй Ли,
если для любых xi ∈ Li, xj ∈ Lj и xk ∈ Lk она удовлетворяет следующим
двум условиям:

[xi, xj] =−l(i, j) [xj, xi] ; (0.71)l(i, j) [xi, [xj, xk] ] + l(j, k) [xj, [xk, xi] ] + l(k, i) [xk, [xi, xj] ] = 0. (0.72)

Обозначим символом G-l-LieAlgR полную подкатегорию категории
G-AlgR, состоящую из всех l-лиевых алгебр.

Пусть L есть лиева алгебра, а L × V
.−→ B — левое L-действие на V .

Пространство V называется левым L-модулем, если для любых gi ∈ Li,
gj ∈ Lj и v ∈ V выполняется следующее соотношение:

[gi, gj] · v = gi · (gj · v) − l(i, j)gj · (gi · v).

Правые L-модули определяются аналогично. Заметим, что так же,
как и в случае l-коммутативных алгебр, для любого левого L-модуля V
существует согласованная правая структура L-модуля, заданная формулой

vi · gj := l(i, j)gj · vi для любых vi ∈ Vi, gj ∈ Lj.

Итак, мы можем определить модули над l-лиевыми алгебрами тем
же способом, что и в случае l-коммутативных алгебр. Категория левых
(соответственно правых) L-модулей будет обозначаться символом LModL

(соответственно RModL)
Пусть l : G× G−→ R× — коммутационный множитель, а L — l-лиева

алгебра. Так же, как и в случае l-коммутативных алгебр, определим на
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L новое умножение [· , ·]∗, которое отличается от старого [· , ·] обратимым
коэффициентом, зависящим от градуировки:

[ci, cj]∗ = g(i, j) [ci, cj] ,

где g : G×G−→ R× — произвольная (пока) функция. Обозначим алгебру
L с новым умножением символом Lnew. Умножение в Lnew удовлетворяет
следующему коммутационному соотношению:

[ci, cj]∗ = lnew (i, j) [cj, ci]∗, где lnew (i, j) = l(i, j)g(i, j)g−1 (j, i). (0.73)

Всюду ниже мы будем часто писать, также как и в случае l-комму-
тативных алгебр, IgL вместо Lnew и lg вместо lnew, чтобы подчеркнуть
зависимость от g.

М. Шейнерт доказал в [Sch1] , что необходимым и достаточным усло-
вием на отображение g для того, чтобы Cnew стала lnew-лиевой алгеброй,
является, как это ни удивительно, условие (0.64).

Это позволяет перевести результаты теории l-коммутативных алгебр
на язык l-лиевых алгебр и наоборот, если в доказательствах используются
лишь свойства коммутационных множителей, как в теореме 0.3.3б.

В частности, для данной би-аддитивной функции g : G×G−→ R× су-
ществует функтор Ig : G-l-LieAlgR −→G-lg-LieAlgR, действующий тож-
дественно на l-лиевых алгебрах и морфизмах, который устанавливает
изоморфизм соответствующих категорий.

Таким образом, мы немедленно получаем следующий аналог теоремы
0.3.3б.

Теорема (Шейнерт). Пусть G — конечно-порожденная абелева
группа, а l : G × G −→ R× — коммутационный множитель. Суще-
ствуют би-аддитивная функция g : G×G−→R× и переградуировкаf : G→Z/2, такая что для любой G-градуированной l-лиевой алгеб-
ры L алгебра f∗ (IgL) является либо супералгеброй Ли, либо алгеброй
Ли.

Другими словами, существует точный функтор

G-l-LieAlgR

Ig−→G-lg-LieAlgR

f∗−→ супералгебры Ли. (0.74)

Говоря неформально, мы доказали следующее утверждение (теорема
Шейнерта):

С помощью преобразования (0.74) и подходящей переградуировки f

любую цветную алгебру Ли L можно перевести в алгебру Lnew,
которая является либо алгеброй Ли (если Im f= 0),

либо супералгеброй Ли (если Im f 6= 0).

Эта теорема немного слабее, чем теорема 2 в [Sch1] . Добавив к ней
характеризацию отображения lg и переградуирующего отображения f
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(см. (0.69)) мы получаем адекватный перевод теоремы 2 из [Sch1] на наш
язык).

В статье [Sch1] содержатся, кроме пересказанной выше теоремы Шей-
нерта, обобщения теорем Пуанкаре—Биркгофа—Витта и Адо на цветные
алгебры Ли. Очевидно, что благодаря теореме Шейнерта доказывать эти
теоремы для цветных алгебр Ли нет необходимости: достаточно рассмот-
реть два случая — алгебр и супер алгебр.

Вопрос. Есть ли такие теоремы, которые осмысленно доказывать для
цветных (анти)коммутативных алгебр, или можно всегда ограничиться про-
сто (анти)коммутативны алгебрами или просто супералгебрами?

§ 0.4. Геометрическая интерпретация модуля Vol(M)

Ниже в обозначениях VolC (M) и т. п. мы опускаем индекс C.
Пусть C — суперкоммутативная супералгебра, а M — свободный C-мо-

дуль суперранга r|s. Если s = 0, то C-модуль Er (M) — свободный C-модуль
ранга er, и естественное действие r группы GL(M) на Er (M) определено
формулой r(X) volM = det X · volM . (0.75)

Другими словами, Er (M) совпадает с Vol(M).
Дадим аналогичную интерпретацию при s 6= 0.
Всюду ниже мы пишем просто S(M) вместо S

. (M) и E(M) вместо E
. (M).

Пусть g ∈GL(M). Обозначим через S(g) автоморфизм C-алгебры S(M)
однозначно определенный требованием, чтобы он действовал на S1 (M)
как g. Обозначим символом S∗ (g) автоморфизм C-алгебры S(M∗), од-
нозначно определенный требованием, чтобы он действовал на M∗ как
(g∗)−1. Мы аналогично определяем GL(M)-действия на E(M), E(M∗) и на
тензорных произведениях этих алгебр. Пусть r— любое такое действие.

Пусть X ∈ gl(M). Обозначим через rL (X) дифференциал действия r
группы GL(M) на C-алгебрах S(M), S(M∗), E(M), E(M∗), однозначно опре-
деленный требованием, чтобы на M, M∗, Π(M) и Π(M∗) он действовал
как X, −X∗, Π(X) и −Π(X∗), соответственно. Теперь ясно, что rL есть
соответствующее представление r супералгебры Ли gl(M).

Пусть N = E(M) ⊗ S(M∗). В M выберем базис M = {m1, . . . , mr+s}
стандартного формата, а в M∗ — левый двойственный базис M∗ =
= {m∗

1 , . . . , m∗
r+s}; положим

volM = i(m1) . . . i(mr)i(mr+1) . . . i(mr+s),

volM∗ = i(m∗
1) . . . i(m∗

r)i(m∗
r+1) . . . i(m∗

r+s),
(0.76)
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где i : M−→ S1 (M) и i : Π(M) −→ E1 (M) суть канонические изоморфизмы.
Положим

V = rL (U(gl(M))) volM . (0.77)

Этот модуль V является по построению минимальным rL-инвариантным
подмодулем в N, содержащим volM. Положим

V− = {v ∈ V | 〈volM∗ , v〉= 0}.
Теорема. а) Подпространства V и V− инвариантны относитель-

но rL и r. Они не зависят от выбора базиса M.
б) V/V− — свободный модуль с одной образующей

volM := volM (modV−), (0.78)

а GL(M)-и gl(M)-действия на V/V− — такие же, как на Vol(M):r(g) volM = (Ber g) volM, rL (X) volM = str X · volM . (0.79)

0.4.1. Когомологическая интерпретация модуля Vol(M). В [?] , см.
также [?] , показано, что последовательность модулей, двойственных к чле-
нам комплекса де Рама, не точна в одном члене. А именно, пусть sdim M =
= p|q. Тогда последовательность

. . . d∗

−→ Σ−p−1 (M) d∗

−→ Σ−p (M) d∗

−→ Σ−p+1 (M) d∗

−→ . . .

. . . d∗

−→ Σ0 (M) = Vol(M) −→ 0 (0.80)

точна во всех членах, кроме Σ−p (M), и гомологии дифференциала d∗ на-
тянуты (над основным полем) на

ˆj1 . . . ˆjq
∂

∂x̂1
. . .

∂

∂x̂p
vol(x, j), (0.81)

где x1, . . . , xp — четные, а j1, . . . , jq — нечетные элементы базиса моду-
ля M.

Делинь сформулировал это кратко и по-научному: пусть M — свобод-
ный C-модуль супер-ранга p|q над суперкоммутативной супералгеброй C.
Тогда

Exti
S
.
C

(M) (C, S
.
C (M)) ≃

{
0, если i 6= p,

Vol(Π(M)), если i = p.
(0.82)

§ 0.5. Супералгебры Клиффорда—Вейля и спинорные
супергруппы

В этом параграфе мы воспроизведем результаты Серова [6] с «идео-
логически нечетными» добавками. Основное поле — R, а C — конечно-
порожденная суперкоммутативная супералгебра.
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0.5.1. Супералгебры Клиффорда—Вейля. Пусть V — свободный
C-модуль суперранга 2n|m. Согласно п. 1.7.8, каждую антисимметриче-
скую невырожденную четную билинейную форму B на V можно предста-
вить в некотором базисе суперматрицей

B =

(
J2n 0
0 Sr

m

)
. (0.83)

Определим супералгебру Клиффорда—Вейля CWB (V) или просто
CW(V) как фактор тензорной супералгебры T (V) по двустороннему идеа-
лу I, порожденному элементами

x⊗ y = (−1)p(x)p(y) y⊗ x− B(x, y) для любых x, y ∈ V . (0.84)

В частности, если V — модуль над полем, то CW(V ¯0̄) — это обычная
алгебра Вейля, а CW(V ¯1̄) — обычная алгебра Клиффорда, однако, рас-
сматриваемая как супералгебра.

Естественными образующими алгебры CW(V) являются элементы ка-
нонического базиса пространства V , т. е., те элементы базиса, в которых
матрица формы B принимает канонический вид. Очевидно, что CW(V) — не
суперкоммутативная супералгебра, однако CW(V)/C · 1 является таковой.

Теорема. Центр супералгебры Клиффорда—Вейля описывается
следующим образом:

Z(CW(V)) = Z(CW(V)) =

{
C ¯0̄, если m четно,

SpanC ¯0̄
(1, w1 · . . . ·wm), если m нечетно,

(0.85)
где элементы w1, . . . , wm составляют базис пространства V ¯1̄,
а CW(V) — пополнение алгебры CW(V) относительно (V)-адической
фильтрации.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p1, . . . , pn, q1, . . . , qn — базис простран-
ства V ¯0̄, такой что

B(pi, qj) = dij; B(pi, pj) = B(qi, qj) = 0.

Мы выразим каждый элемент алгебры CW в виде ряда

f =
∑

ai,bi∈Z+ , aj∈Z2

fa1...anb1...bna1...am

∏
pai

i

∏
qbi

i

∏
waj , (0.86)

где fa,b,a ∈ C. Ясно, что

[pi, qi] = 1, [pi, q2
i ] = 2qi для всех i. (0.87)
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По индукции мы доказываем, что для любого f ∈ Z(CW(V)) имеет место
следующее:

[pi, f] =
∑

fa,b1,...,bi−1,...,abiq
b1
1 . . . qbi−1

i . . . qbn
n wa. (0.88)

Поэтому bi = 0 для каждого i, и, по соображениям симметрии, ai =
= 0 при каждом i. Если m = 0, то все доказано, а в противном случае
f ∈ Z(CW(V1)), а для этого случая ответ известен (см. например, [3])).

0.5.2. Инволюция в CW(V). Линейное отображение 
 : T (V)−→T (V)
определим, положив
(x⊗ y) =−(−1)p(x)p(y) y⊗ x для любых x, y ∈ V . (0.89)

Ясно, что 
(I) ⊂ I, где I — идеал, определяющий CW(V). Обозначим ин-
дуцированную инволюцию на CW(V) таким же символом 
.

Пусть CW ¯0̄ (V) — подсупералгебра в CW(V) элементов четной степени
относительно стандартной градуировки (а именно, deg v = 1 для любо-
го v ∈ V). Очевидно, что 
 индуцирует инволютивный антиавтоморфизм
супералгебры CW ¯0̄ (V). Символом CW(V)× обозначим группу обратимых
элементов из CW(V). Группа

Spin V = {w ∈CW ¯0̄ (V) ∩CW(V)× |wVw−1 = V и 
(w)w = 1} (0.90)

называется спинорной группой пространства V .

0.5.3. Трансвекции и симметрии. Очевидно, что элемент

exp(cx2) = 1 + cx2 +
cx2

2!
+ . . . для любых x ∈ V и c ∈ C ¯0̄ (0.91)

обратим в CW ¯0̄ (V), а (exp(cx2))−1 = exp(−cx2). Определим оператор
Ada : V → V , положив

Ada (x) = axa−1 для любого a ∈CW(V)×. (0.92)

Утверждение. Если a ∈ Spin(V), то Ada — линейный оператор, со-
храняющий форму B.

Симлектической трансвекцией в направлении a ∈ V ¯0̄ называется
отображение ta,c : V → V , заданное формулой

ta,c (x) = x + 2cB(a, x)a для любого параметра c ∈ C ¯0̄. (0.93)

Лемма. ta,c = Adexp(ca2) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся следующим тождеством из кни-
ги [5] :

exp(x) · z · exp(−x) = (exp(Adx)) (z) = z + [x, z] +
1
2!

[x, [x, z] ] + . . . (0.94)
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Мы получаем
Adexp(ca2) (y) = exp(Adca2) (y). (0.95)

Поскольку p(a) = ¯0̄, то

B(a, y)a=aya−ya2 =a(ay−B(a, y))−ya2 =a2y−ya2−aB(a, y), (0.96)

и поэтому
[a2, y] = 2B(a, y)a. (0.97)

Раз
ca2 [ca2, y] − [ca2, y]ca2 = 0, (0.98)

то мы окончательно получаем

Adexp(ca2) (y) = y + cB(a, y)a = tc,a (y). (0.99)

Утверждение. ta,c ◦ ta,b = ta,c+b.
Для любого элемента v ∈ V ¯1̄, такого что B(v, v) ∈ C×, определим сим-

метрию в v, положив

sv (x) = (−1)p(x) Adv (x). (0.100)

Утверждение. Отображение sv является линейной изометрией
пространства V , и s2

v = id. Пусть sv и sw определены. Элементы vw
и wv принадлежат группе Spin V тогда и только тогда, когда

B(v, v) = B(w, w) =−2 (0.101)

и при этом
sv · sw = Adv Adw = Advw . (0.102)

0.5.4. Связь между Spin V и группой изометрий пространства

(V , B). Пусть si := svi
и B(vi, vi) =−2. Пусть tk := tuk,ck

и

Iso(V) =

{∏
tk

∏

16j62r

sj

}
. (0.103)

Тогда очевидно, Iso(V) является группой, а Ad отображает Spin(V) на Iso(V)
и ker Ad = {−1, 1}.

Обозначим символом OSp(V , B) или OSp(V) или OSp(2n|m; C) группу
линейных операторов в (V ⊗ C) ¯0̄ , сохраняющих B.

Теорема. OSp(V) = Iso(V).

Д о к а з а т е л ь с т в о следует тем же путем, что и в [4] : индукцией по
rk V .

Итак, точна последовательность

1−→ Z/2−→ Spin(V) Ad−→OSp(V) −→ 1.
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0.5.5. Алгебра Схоутена. «Идеологически нечетным» аналогом супералгебры
Клиффорда—Вейля является супералгебра Схоутена, определенная следующим образом:
пусть V — свободный C-модуль суперранга n|n, a B — нечетная антисимметричная невырож-
денная билинейная форма на V . Определим супералгебру Схоутена SchB (V) или просто
Sch(V) как фактор алгебры T (V) ⊗C C [t] , где p(t) = ¯1̄ и t2 = 0, по двустороннему идеалу I,
порожденного элементами

x ⊗ y = (−1)p(x)p(y) y ⊗ x − B(x, y)t для любых x, y ∈ V . (0.104)

0.5.5а. Задача. 1) Описать аналог спинорной группы для невырожденных нечетных би-
линейных форм B.

2) Описать спинорные супергруппы, группы C-точек которых описаны в этом параграфе.
Описать также спинорные супергруппы для невырожденных нечетных билинейных форм B.
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(r|s)-репер, 289
∗-изоморфизм, 164
AC(A), антицентр, 41
A ∼ B, эквивалентность центральных

простых G-алгебр, 340
AL, 66, 67
AG-L, 344
ASL, 66, 67
B-точка алгебры A, 115
Bk (Rp|q; T), T-семейство почти одно-

родных функций степени k, 303
C-алгебра, 47
C-линейный оператор, 46
Cr|s (M), см. группа r|s-цепей, 283
CA (S), централизатор, 41
C+-модуль, 46
C−-модуль, 46
Dr|s (M), суперпространство плотностей,

293
D

r|s
0,1 [a,b] (M), 327

D
r|s
a,b (M), пространство r|s-плотностей
типа (a, b), 288

EDr|s (M), суперпространство продол-
жаемых плотностей, 293

F(Rp|q; T), 302
Fh∗, оператор эрмитово сопряженный,

99
Fr|s (M), 314
G-Br(k), G-группа Брауэра, 353, 340
G-Br(K/k), 356
G-алгебра, элементарная, 349
G-группа Брауэра, 353
G-идеал, 345
G-кольцо, 344
G-кольцо, полупростое, 345
G-кольцо, простое, 345
G-поле, 357
G-тело, 345

G-тензорное произведение, 345
GC(A), ду́хов центр, 41
G-A-гомоморфизм, 344
G-A-модуль, 344
G-A-модуль, простой, 345
Hk (Rp|0; T), 303
Hk (Rp|q), см. однородные функции, 303
Hk (Rp|q; T), пространство однородных

функций степени k ∈ Z, 303
I∗∗, 49
IΠ•, 49
Ixy, матрица частных производных, 148
J-симметрия, 84
LQ := (L, J), 102
LC := (L, J), 102
L [a,b] , 261
M ≃S N, квазиизоморфные модули, 348
M∗ и ∗M, 48
NA (S), нормализатор, 41
Pk (Rp|q; T) пространство однородных

степени k полиномов на C∞ (T) от ко-
ординатных функций на Rp|q, 301

Par, формат базиса, 50
Q-структура, 260
Q-базис, 84
Q-модуль с Π-симметрией, 84
Q-тензорное произведение, 86
Q(A), 78
Q(n; C) := Q(Mat(n|0; C)), 79
S(Rp|q; T), 301
T

.
(V), 86

T
.
. (V), 87

U, инволюция, 60
U(g), универсальная обертывающая ал-

гебра, 70
U(n, r|m, s; C), 101
U(p|q; C), 101
VZ

r|s
0,1 (M), 323
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X(A), 114
Xrd := Spec A/(A ¯1̄), 128
Xred, 128
Y◦, 211
Z(A), суперцентр, 41
Z(G), центр супергруппы Ли, 196
[p] , см. p-структура, 381
(0)

E
r|s
n|m, 289

(1)
E

r|s
n|m, 289

QL := (L, J), 102
Ad, присоединенное действие супер-

группы Ли, 202
Ber, супердетерминант, 73
Bera,b, 293
BilC (M, N), пространство билинейных

форм, 59
Br(k), группа Брауэра, 339, 357
ButC (W , B), супералгебра Бюттэн, 367
CWB (V), Клиффорда—Вейля суперал-

гебра, 398
Cs, 43
hD, 220
hDa,b (L), 329
E

.
(V), 88

EndG-A (M), 344
GLC (M) = GL(M, C), 46
GL+ = {X ∈ GL | cpr(X) > 0}, 292
GQ(n; C), 81
HermC (M) : = HermC (M, M), 101
HomQ

C (M, N), 84
ΛC (M), супералгебра
— антисимметрическая, 89
OSp(M; C), ортосимплектическая под-

группа группы GL(M; C), 63
ΩBk (U), 305
ΩF(U), 305
ΩH(U), 305
ΩS(U), 305
Ω̂

k (U), 305
Ω̂

(.) (U), 305
Ω̂(U), 156
Ω̂

(.) (U), пространство однородных псев-
додифференциальных форм, 156

Par, формат системы координат, 139

Pe(M; C), периплектическая подгруппа
группы GL(M; C), 63

PeU(p|q; C), 101
Φ

l, формы интегро-дифференциальные,
163

Π, инволюция билинейных форм, 61
Π, инволюция суперматриц, 58
Π-структура, 260
ΠM,N, 49
Pty, оператор четности, 37
R-структура на супералгебрах, 98
Sch(W , B), супералгебра Схоутена, 367
SchB (V), супералгебра Схоутена, 401
S

.
(V), 88

Spec, спектр, 115
Spin V , группа спинорная, 399
Spm, 126
StG (N), стабилизатор, 204
Θ

r|s
M

, интегральное преобразование, 312
ΥU , 308
Vol(M), геометрическая интерпретация,

396
Vol(U), 265
WBr(k), 357
WBr(k), группа Уолла—Брауэра, 339
Weyl(W , B), супералгебра Вейля, 367
Weyl(n), алгебра Вейля, 67
Witt(k), группа Витта, 339
G-AssAlgR, 386
∗-AssAlgR, 386
ad, 64
ad, дифференциал действия Ad, 64, 202
〈ml

i|, 52
Autih (Λ), 379
Aut ¯0̄ (Λ), 379
B-пучок, 169
Dr|s, супердиск, 264
D

r|s
a,b [c,d] , 288

Fc (U), сечения с компактным носителем,
170

G-структура, 259
Grr|s

n|m, грассманиан, 292

Kr|s (M), 314
Mrd, многообразие подстилающее, 170
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hM (a, b), см. накрытие полуориентирую-
щее, 257

R
p|q
∗ , 302

T-форма, 249
T

r|s
n|m, супермногообразие суперматриц,

289
T

r|s
n|m, супермногообразие упорядоченных

множеств векторов, 289
Û, супермногообразие с крышкой, 156
G-l-CommAlgR, 387
cem, каноническое вложение, 144
◦-умножение, 90
cpr, каноническая проекция, 44
◦X, 211
exp, 203
ab(W , B), антискобочная супералгебра,

367
gl(M, C), общая линейная супералгебра

Ли, 67
gl(p|q; C), 67
hei(W), супералгебра Гейзенберга, 366
sl(M, C), специальная линейная су-

пералгебра Ли, 72
vect(n|m; C), 68
vect(n|m), супералгебра Ли (полиноми-

альных) векторных полей, 68gU1U2 , 171iD, внутреннее умножение, 298
|mr〉, 52
LAct∗, 385
G-l-LieAlgR, 394l-Ли алгебра, 394l-коммутативная алгебра, 388
〈f, w〉, спаривание, 319
LModC, 386
log, 203
Mod∗, 387
ModC, 387
∇, связность, 165nr|s : ΩHr−s (M) −→ Dr|s (M), 323
∂N, граница N, 276
ˆf, канонический морфизм, 296

pro, см. проекция каноническая, 296
qet, 83
qtr, 83

RActC, 385
RAct∗, 385
RModC, 386
sq, 382t∗, 356
actl, левое действие, 44
orient(f), см. ориентация диффеомор-

физма, 262
Hom, внутренний, 29
∧-умножение, 90
B̃er, супердетерминант, 74
d, дифференциал, 147
f(g) , 325
k(
√

1), странное поле, 358
k(
√g), странное поле, 358

k|l-система дифференциальная, 216
la, 44
p-структура, 381
p-структура на супералгебрах Ли, 382
pk, 318
q, квадратичная форма на пространстве

k2 с матрицей Π2, 338
r|s-плотности типа (a, b), 288
r|s-плотность, 293
ra, 44
s-край, 276
sv, см. симметрия в v, 400
ta,c, см. трансвекция, 399
volM , 91

Автоморфизм, 46
— элементарный, 374
Адамара лемма, 145
Аддитивная группа G

+
a , 129

— — G
−
a , 129

Алгебра G-градуированная централь-
ная, 340

— G-цветная, 384
— l-коммутативная, 388
— антикоммутативная, 42
— Вейля, 398
— внешняя, 42
— Воличенко, 15
— градуировано-коммутативная, 387
— Грассмана, 369
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Алгебра грассманова, 42
— Клиффорда, 398
— Ли-допустимая, 66
— обратная, 355
— симметрическая, 88
— цветно-коммутативная, 387
— центральная, 338
Атлас, 171

База топологии, 169
Базис двойственный слева, 51
— — справа, 51
— свободного модуля, 50
Березиниан, 73
Билинейная форма, 59
Бимодуль, 386
Булево кольцо, 118
Быстроубывающие функции, 301

Вектор циклический, 65
Вектор-столбец, 55
Вектор-строка, 55
Векторное поле, 146, 174
— — гомологическое, 215
— — левоинвариантное, 200
Вещественная структура, 97
— форма, 97
— — модуля, 97
Виртуальное подсупермногообразие,

190
Вложение открытое, 171
— регулярное, 175
— — замкнутое, 175
Внешний дифференциал, 156, 298
Внутреннее умножение, 156
Внутренность, 277
Вопрос, 15, 41, 57, 94, 118, 208, 216,

246, 250, 285, 295, 303, 366, 368, 394
Время, 218
Высота точки, 123

Гомоморфизм модулей, 46
— супералгебр, 39
Грассманиан, 292
Группа r|s-цепей, 283

Группа автоморфизмов K-алгебры K′,
129

— Витта, 339
— обратимых суперматриц, 129
— спинорная, 399
— Уолла—Брауэра, 339

Действие на супергруппе Ли, 194
— однородное, 205
— присоединенное, 64
— свободное, 205
— супергруппы, 195
Диагональ, 151
Диффеоморфизм, изотопия, 263
Дифференциал, 147
— внешний, 298
— отображения, 150
Дифференциальная k|l-система, 216
— градуированная супералгебра, 93
— форма, 155
— — замкнутая, 160
— — невырожденная, 160
Дифференциальное уравнение подсти-

лающее, 221
— — с временем R

0|1, 226
Дифференцирование, 92
— модуля, 92

Естественное отображение, 174
— соответствие, 243
Естественный пучок, 244

Задача, 98, 106, 132, 167, 229, 242, 250,
383, 401

— Коши, 219
Замена базы, 48
Замкнутая дифференциальная форма,

160
Значение векторного поля X в точке pt,

148
— функции, 139

Идеал дифференциальный, 95, 132
— простой, 115
Изоморфизм векторных суперпро-

странств, 38
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Изоморфизм скручивающий, 48
Иммерсия в точке, 154
Инволюция U, 60
Интеграл Березина, 267
—, продолжение, 272
Интегральная форма, 162, 322

Каноническая проекция, 296
Карта стандартная, 278
Карты пересекающиеся, 255
Касательное пространство, 148, 175
Категорная полупростота, 346
Квадрирование, 382
Квазиизоморфизм, 348
Кватернионная структура, 97
Клиффорда—Вейля супералгебра, 398
Ковекторное поле, 146
Когомологии Спенсерa, 260
Кокасательное пространство, 148, 175
Комплекс де Рама, 95
— Кошуля левый, 96
— — правый, 96
— коцепной, 93
— цепной, 93
Комплексная структура, 102
Координата левая, 52
— правая, 52
Координатная запись морфизма, 143
Координатное преобразование, 171
Координаты на суперобласти, 139
Кососимметрическая супералгебра, 88
Кривая, 187, 198
Критерии G-и Q-неприводимости, 108

Левое действие, 44
Левый A-модуль, 44
Лемма Адамара, 145
— Пуанкаре, 158
— Цорна, 116
— Шура, 107
— —, G-градуированный аналог, 345

Матрица билинейной формы, 60
— Грама, 60
— фундаментальная, 210

Матрица частных производных, 148
— элементарная, 82
— Якоби, 149
Метасхема, 135
Метрика нечетная, 260
— четная, 260
Многообразие подстилающее, 170
Многочлен Тейлора, 151
Множитель коммутационный, 387
Модуль, вещественная форма, 97
— двойственный, 48
— — слева, 48
— — справа, 48
— полупростой, 346
— свободный, 50
— тавтологический, 86
— точный, 351
Морита-эквивалентность, супер, 339
Морфизм G-инвариантный, 194
— G-модулей, 198
— вычисления, 182
— полного нечетного ранга, 291
— — ранга, 291
— — четного ранга, 291
— постоянного ранга, 180
— представлений, 198
— супергрупп Ли, 197
— супермногообразий, 170
— суперобластей, 140
— суперокольцованных пространств,

135
— суперпространств, 38
— трансверсальный к подсупермного-

образию, 180
Мультииндекс типа (p ¯0̄, q ¯1̄), 91
Мультипликативная группа, 129

Набор хороший, 277
Накрытие полуориентирующее, 257
Неявная функция, 152
Носитель G-градуировки, 343

Область подстилающая, 138
— столбчатая над M, 220
Обратная функция, 152

Предметный указатель 435

Общая векторная алгебра выделенных
дифференцирований, 383

Овеществление, 102
Одинаково ориентированные системы

координат, 254
Однородный элемент, 37
Окрестность точки, 144
Окучивание, 78, 103
Оператор двойственный, 49
— псевдоунитарный, 101
— четности, 37
— эрмитово сопряженный, 99
Определитель Дьедонне, 36
Ориентация диффеоморфизма, 262
— слоя, 262
— супермногообразия, 256
— суперобласти, 254
Ориентируемости тип, 255
Ориентирующее накрытие, 255

Первообразная, 210
— для f, 247
— функция, 247
Пересекающиеся карты, 255
Плотность, 286
— Воронова—Зорича, 323
— продолжаемая, 293
— регулярная, 300, 314
— типа (a, b), 294
Подкатегория полная, 24
Подмодуль прямой, 60
Подстилающая группа, 193
— область, 138
Подсупергруппа Ли, 194
— нормальная, 206
Подсупермногообразие замкнутое, 176
— открытое, 171
— с границей, 276
— с кусочно-гладкой границей, 277, 283
Подсупермногообразия эквивалентные,

276
Подсуперобласть, 171
— замкнутая, 144
— локально-замкнутая, 144
— открытая, 144

Подсуперпространство, 38
Подсхема замкнутая, 127
Поле поливекторное, 164
— псевдополивекторное, 164
— странное, 358
— центральное супертело, 357
Поливекторное поле, 164
Полуориентация, 258
Почти комплексная структура нечетная,

260
— — — четная, 260
— периплектическая структура, 260
— симплектическая структура, 260
Правило Знаков, 344
Представление неприводимое,
— — типа G, 106
— — типа Q, 106
— присоединенное, 70, 202
— супералгебры, 44, 106
— — Ли, 70, 108
— супергруппы Ли, 197
Преобразование элементарное, 268
Принцип переноса, 380
Проблема, 96, 102, 123, 135, 208, 209,

254, 285, 335, 341–343
Произведение суперобластей, 145
Производная ковариантная, 165
— Ли, 147, 157
— частная выделенная, 383
Пространство G-градуированное, 343
— однородных функций степени k ∈ Z,

303
— окольцованное, 133
— суперокольцованное, 135
— Шварца, 301
Псевдодифференциальная форма, 156,

297
Псевдоинтегральная форма, 162
Псевдополивекторное поле, 164
Пучок, 133
— структурный, 133, 168

Радикал Джекобсона, 345
Разбиение единицы, 172
Разделенная степень, 383
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Размер суперматрицы, 53
Размерность плотности, 286
— пространства, 123
— суперобласти, 138
Распределение, 216
Реализация Π, 79
Реализация J, 79
Репараметризация, 182
Решение дифференциального уравне-

ния, 218, 220
— максимальное, 224
Риманова структура, см. четная метри-

ка, 260
Ряд Тейлора, 151

Сведение интегрирования дифференци-
ального уравнения D1 на M с време-
нем T1 к уравнению D2 с временем T2,
232

Связность, 165
— аффинная, 166
— Леви-Чивиты, 167
— плоская, 165
— симметричная, 167
— согласованная с формой, 166
Семейство векторных полей, 183
— диффеоморфизмов, 182
— ковекторных полей, 184
— морфизмов, 182
— отрезков, 248
— супермногообразий с границами, 280
— точек, 183, 248
— функций, 183
Симметрическая алгебра, 88
— разность, 118
Симметрия в v, 400
Система координат допустимая, 300
— — — T-семейство, 301
— — стандартная для данного s-края,

276
Системы координат одинаково ориенти-

рованные, 254
— — подобным образом ориентирован-

ные, 257

Согласованные структуры левого и пра-
вого C-модуля, 46

Согласованный набор отображений, 190
Соглашение, 39
Спектр, 115
Специальная линейная группа, 75
Стабилизатор, 204
Стандартный формат суперматриц, 53
Столб над M, 220
Структура на супералгебрах веществен-

ная, 98
Структурная теорема, 351
Субмерсия в точке, 154
Супер Морита-эквивалентность, 339
Супералгебра, 39
— антисимметрическая, 89
— антискобочная, 367
— Бюттэн, 367
— Вейля, 367
— внешних форм, 95
— Гейзенберга, 366
— градуированно-коммутативная, 89
— Клиффорда—Вейля, 398
— кососимметрическая, 88
— Ли, 64, 382
— — ограниченная, 381
— супер Ли-допустимая, 66
— суперантикоммутативная, 40
— суперантикосокоммутативная, 40
— суперкоммутативная, 40, 379
— суперкосокоммутативная, 40
— Схоутена, 367, 401
— центральная, 339
Суперантикососимметричность, 40
Суперантисимметричность, 40
Супергруппа Ли, 193
Супердетерминант, 380
Супердифференцирование, 64, 92
Суперкольцо, 39
Суперкоммутатор, 40
Суперкососимметричность, 40
Суперматрица, 53
Супермногообразие, 170
— (a, b)-полуориентируемое, 256
— векторное, 138
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Супермногообразие виртуальное, 190
—, внутренность, 277
— выделенное неравенством, 278
—, замыкание, 277
— компактное, 171
— неориентируемое, 256
— односвязное, 171
—, ориентация, 256
— ориентируемое, 256
— с крышечкой, 296
— связное, 171
— фактор, 206
— Штифеля, 289
Суперобласть, 138, 171
— звездчатая, 158
— размерность, 138
Суперполе, 357
Суперпространство, 37
— однородное, 206
Суперразмерность, 51
Суперранг модуля, 50
Суперсимметричность, 40
Суперслед, 71, 380
Суперсхема, 135
— аффинная, 135
Супертензорное произведение, 43
Суперформа, 306
Суперцентр, 380
Схоутена супералгебра, 401

Тензор, 261
Тензорное произведение C-модулей, 47
Тензоры-родственники, 87
Теорема Гельфанда, 136
— Дарбу, 160
— Неклюдовой, 391
— о плотности, 348
— о неявной функции, 152
— об обратной функции, 152
— Стокса, 310
— структурная, 351
— — для простых G-алгебр, 352
— — для центральных супертел, 359
— Фробениуса, 217
— Фубини, 271, 279

Теорема Шейнерта, 395
Тип R-структуры, 99
Тождество Якоби, 64
Топология Зарисского, 121
Точка алгебры
— — геометрическая, 115
— супермногообразия, 189
— суперобласти, 138
Трансвекция, 399

Умножение внутреннее, 156, 298
Уравнение дифференциальное, 218
— — на M с временем T, 220

Фактор супермногообразия, 206
Форма антисимметрическая, 61
— вещественная дуальная, 104
— дифференциальная, 306
— — однородная, 306
— интегро-дифференциальная, 163
— кривизны связности, 166
— объема, 264
— перевернутая, 60
— прямая, 60
— псевдодифференциальная, 156
— — быстроубывающая, 306
— — с компактным носителем, 306
— псевдоэрмитова, 99, 101
— — антисимметрическая, 101
— — перевернутая, 100
— — симметрическая, 101
— связности, 165
— симметрическая, 61
— эрмитова, 101
Формат базиса, 50
— — стандартный, 50
— — чередующийся, 50
— системы координат, 139
— суперматрицы, 53
Формы квадратичные
— — Витт-эквивалентные, 338
— —, прямая сумма, 338
Фундаментальная матрица, 210
Функтор копредставимый, 28
—, переградуирующий модуль, 385
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Функтор представимый, 28
Функции на Rp|q однородные, 303
Функция на супермногообразии, 170
— на суперобласти, 139
— почти однородная, 303

Характер центральный, 106
— — нечетный, 108

Цветная алгебра, 384
— коммутативность, 384
Центр супергруппы Ли, 196
Центральная простая G-алгебра, 340
Центральное супертело над фиксиро-

ванным полем, 357

Цепное правило, 148
Цепочка длины n, 123
Цепь, 283

Частная производная, 146
Четность вектора, 37

Эквивалентные R-структура, 98
Элементарная матрица, 82
Эндоморфизм, 46
— векторных суперпространств, 38
Эрмитова структура, 98

Якоби матрица, 149
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