EPIDEMISPRIDNING PA SOCIALA GRAFER

Maria Deijfen *

September 2004

Sammanfattning

I de flesta matematiska modeller fér epidemispridning antas att popula-
tionen i vilken epidemin #ger rum saknar social struktur. Vi beskriver hur
detta antagande kan mildras i en mycket enkel stokastisk epidemimod-
ell. For att representera den sociala strukturen anvénds olika typer av
slumpgrafer.
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1 Inledning

Med epidemispridning menas allmént spridning av ndgon slags smitta i nagon
typ av population. Ténkbara exempel dr en infektion som sprider sig bland in-
vanarna i en stad och ett rykte som sprider sig i en skolklass. For att beskriva
spridningen matematiskt beh6ver vi en modell, dvs en uppsittning regler som
specificerar smittspridningsdynamiken. Beroende pa om dessa regler involverar
slumpmassighet eller ej sigs modellen vara antingen stokastisk eller determin-
istisk. Eftersom det dr naturligt att tdnka sig att en smittmekanism innefattar
ett element av slump — det &r sdllan vi sdkert vet att en individ kommer att bli
smittad — ar det rimligt att anta att en stokastisk modell battre fangar beteen-
det hos en epidemi. Priset for denna hogre grad av realism &dr att en stokastisk
modell i regel &r betydligt mer komplicerad att analysera &n en deterministisk
och en rad forenklande antaganden maste inféras for att modellen ska kunna
hanteras. I majoriteten av de stokastiska epidemimodeller som har studerats
antas att populationen i vilken epidemin dger rum &r (a) sluten, dvs inga dods-
fall/fodslar och ingen immigration/emigration dger rum; (b) homogen, dvs alla
individer &r av samma typ vad géller smittsamhet/mottaglighet; (c) homogent
blandad, dvs en given individ har med samma sannolikhet kontakt med varje
annan individ.

I den hir uppsatsen ska vi studera den enklaste stokastiska epidemimodellen,
Reed& Frost-modellen, och forstka sldppa pa antagandet om homogen blandning
i populationen. Att en population &r homogent blandad innebér att den saknar
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social struktur, vilket naturligtvis dr mycket orealistiskt. I sjdlva verket bestar
en mansklig population av en rad sociala gruppperingar — hushall, arbetsplatser,
skolklasser etc — dar kontakter sker i langt storre utstréckning &n i den Ovriga
populationen. For att representera denna sociala struktur ska vi anvénda grafer,
dér noderna representerar individer och kanterna representerar sociala relation-
er. Smittan i fraga sprids sedan langs detta nitverk.

De populationer som betraktas i epidemimodellering &r typiskt mycket stora,
vilket betyder att det dr omdjligt att i detalj kartldgga de sociala relationerna.
For att modellera den sociala grafen ska vi darfor anvinda slumpgrafer, dvs
grafer dir kanterna &r genererade av nagon typ av slumpmekanism. Problem-
stillningen som ska behandlas dr tvadelad. Dels vill vi hitta en slumpmekanism
som ger grafer som liknar verkliga sociala nitverk, dels vill vi underséka hur
smittspridningen péaverkas av den underliggande grafen. De epidemiska storheter
vi kommer att intressera oss for &r:

e Reproduktionstalet, Ry. En kritisk storhet som beror av modellen param-
eterar och som ar definierad sa att ett stort utbrott — dvs ett utbrott av
samma storleksordning som hela populationen — &r md&jligt om och endast
om Ry > 1. I de modeller vi ska studera ges Ry av det férvintade antalet
nya smittfall som genereras av en given smittad individ i en stor mottaglig
population.

o Epidemins slutstorlek, T, som anger hur stor andel av populationen som
har upplevt smittan nir epidemin upphor.

Resten av uppsatsen dr upplagd sd att avsnitt 2 innehéller en beskrivning av den
vanliga Reed&Frost-modellen med en homogent blandad population, i avsnitt
3 modifieras modellen s& att social struktur i form av en underliggande graf
inkluderas och i avsnitt 4-6 behandlas ett antal olika slumpgrafkonstruktioner
och deras effekter pa epidemiprocessen. Lisaren forutsitts vara bekant med
grundliggande begrepp inom sannolikhetsteorin. Referenser forekommer relativt
sparsamt — for vidare l4sning hénvisas till Andersson och Britton (2000) samt,
nir det giller epidemispridning pé grafer, till Andersson (1999) och Deijfen
(2000).

2 Reed&Frost-modellen

En av de forsta stokastiska epidemimodellerna introducerades 1928 av Reed och
Frost. Modellen beskriver spridning av en smitta i en sluten, homogen popu-
lation som vid tid ¢ = 0 bestdr av n osmittade mottagliga individer och en
smittsam individ. Dynamiken &r foljande: Antag att en individ ¢ &r smittsam
vid tid ¢ (¢t =0,1,2,...). En given mottaglig individ j smittas av ¢ med sanno-
likhet ~y/n, dér v > 0, och blir, i héndelse av en smittéverféring, smittsam vid
tid ¢ + 1. Individ ¢ avldgsnas fran den epidemiska processen vid tid ¢ + 1 — tex



till f6ljd av immunitet eller isolering — och deltar sedan inte vidare i spridnings-
forloppet. Alla kontakter antas ske oberoende av varandra och epidemin upphor
nir det inte finns nagra smittsamma individer kvar i populationen.

Enligt ovanstaende beskrivning forutsitter Reed&Frost-modellen en latent pe-
riod om en tidsenhet f6ljd av en mycket kort smittsam period, under vilken en
given smittsam individ for smittan vidare till en given mottaglig individ med
sannolikhet v/n. De smittsamma individerna kan alltsa delas in i generationer
och vi ska nu beskriva hur de inledande faserna i denna generationsprocess kan
approximeras av en si kallad férgreningsprocess om populationen &r stor.

For att forklara dynamiken i en forgreningprocess, betrakta utveckligen av en
att dar varje individ, under sin livstid, foder ett slumpmaissigt antal barn. Dessa,
barn féder i sin tur ett slumpmaéssigt antal barn, osv. En férgreningsprocess
{Xk}r>0 anger antalet individer i generation k, dvs det sammanlagda antalet
barn som produceras av individerna i generation k£ — 1. Reglerna foér reproduk-
tionen &r att alla individer féder barn enligt samma, férdelning, oberoende av
varandra. Vanligtvis antas att dtten vid tid ¢ = 0 bestar av en enda individ —
en stamfader — varifrdn alla andra individer hérstammar.

I forgreningsprocesstolkningen av en Reed&Frost-epidemi fungerar den individ
som &dr smittsam vid tid ¢ = 0 som stamfader och en fédelse i forgreningspro-
cessen svarar mot uppkomsten av en ny smittsam individ i epidemiprocessen.
Eftersom det fran bérjan finns n stycken mottagliga individer som var och en
smittas med sannolikhet +v/n, s &r antalet nya smittfall som genereras av den
initialt smittade individen binomialférdelat med parametrarar n och v/n, dvs
sannolikheten att precis k nya smittfall genereras ges av

by = (Z) 1 —y/n)"*(y/n)k,  k=0,1,...,n.

For en given smittsam individ i en senare generation &r fordelningen for antalet
nya smittfall inte riktigt densamma, eftersom en del av de n initialt mottagliga
individerna nu redan har blivit smittade och ddrmed inte ldngre deltar i pro-
cessen. Om vi fortfarande befinner oss i borjan av epidemiprocessen och om
populationen &r stor, si ar den avligsnade andelen av populationen dock my-
cket liten och fordelningen for antalet nya smittfall som genereras av en given
smittsam individ approximeras vil av en binomalférdelning med parametrarar
n och v/n. D& n ar stort kan denna fordelning erséttas av en Poissonfoérdelning
med parameter v — det giller ju att

k k k
n k7 v s
bkmg(l—v/n)” J—>Ee"’ da n — oo,
dar hogerledet kiinns igen som en Poisson-sannolikhet. Sammanfattningsvis har
vi ”visat” att en Reed&Frost-epidemi i en stor population under de inledande
faserna beter sig som en forgreningsprocess dar avkomman &r Poissonfordelad

med parameter ~.



I denna uppsats ska vi uteslutande fokusera oss pa epidemispridning i stora
populationer. Detta betyder att asymptotiska resultat, dvs resultat hirledda
dd n — oo, kan antas gilla med god noggrannhet. Det forklarar ocksé varfor
smittsannolikheten, p;, maste skalas med n: Enligt ovanstadende resonemang
genererar en smittsam individ i genomsnitt np, nya smittfall. Om p, = p, giller
forstéas att nps — 0o ddn — oo, vilket medfor att epidemin exploderar och med
sannolikhet 1 drabbar hela populationen — en tédmligen ointressant modell. Om
daremot p, = 7/n, ir nps; = -y oberoende av n och modellen blir icke-trivial
dven i stora populationer. Lat oss till exempel harleda asymptotiska uttryck
for reproduktionstalet, Ry, och slutstorleken. Foljande grundldggande sats fran
forgreningsprocessteorin kommer att vara till hjilp.

Sats 2.1 Betrakta en forgreningsprocess dar varje individ producerar i genom-
snitt v barn och ldt Z beteckna det sammanlagda antalet individer som genereras
i processen. Da gdller:

(i) v<1=PZ<x)=1;
(i) y>1= P(Z =) >0.

Reproduktionstal: Som beskrivits ovan kan de inledande faserna av den gener-
ationsprocess som definieras av de smittsamma individerna i en Reed&Frost-
epidemi approximeras av en forgreningsprocess dar varje individ foder ett Pois-
sonfordelat antal barn med vinteviarde v. Om ~ < 1 &r, enligt Sats 2.1, den
totala avkomman i denna forgreningsprocess dndlig med sannolikhet 1. Detta
betyder att forgreningsprocessen s& smaningom dor ut och ett stort utbrott
i epidemiprocessen dr diarmed omgjligt. Om v > 1 déremot, finns en positiv
sannolikhet att férgreningsprocessen exploderar, vilket ger upphov till ett stort
utbrott i epidemiprocessen. Alltsé har vi Ry = v 1 Reed-Frost modellen. O

Slutstorlek: Sannolikheten att en given mottaglig individ undgar att smittas av
en given smittsam individ dr 1 — v/n och for att undslippa epidemin méaste den
mottagliga individen unga smitta fran samtliga nr individer som &r smittsam-
ma, under epidemins ging. Sannolikheten att en given individ aldrig smittas
ar alltsad (1 — v/n)"" vilket konvergerar mot e 7" d& n — oo. Asymptotiskt
ska sannolikheten att en given individ undgar smitta vara lika med andelen av
populationen som undgar smitta, och vi far alltsa

l—7=¢"". (1)

For v <1 &r 7 = 0 den enda l6sningen till denna ekvation. Detta reflekterar det
faktum att stora utbrott inte dr mdjliga dd v < 1. Om ~ > 1 finns en positiv
sannolikhet att ett stort utbrott intréffar och det visar sig att ekvationen (1)
for slutstorleken i detta fall &ven har en icke-trivial 16sning i intervallet (0, 1].
Denna 16sning, som ses plottad mot ~ i Figur 1, anger slutstorleken i hindelse
av ett stort utbrott. |
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Figur 1: Slutstorlek vid stort utbrott i en Reed-Frost epidemi, som funktion av ~.

3 Reed&Frost-epidemier pa grafer

I Reed&Frost-modellen fér en given smittsam individ smittan vidare till samtli-
ga andra individer med samma sannolikhet v/n, vilket i en stor population ar
ett mycket litet tal. Detta stdmmer naturligtivs daligt ¢verens med dynamiken
i en verklig epidemi. En mer realistisk modell vore att 1ata en smittsam individ
smitta de individer hon faktiskt har kontakt med - familj, vinner, arbetskam-
rater etc - med nagon sannolikhet p som inte beror av populationsstorleken. Vi
ska nu beskriva hur Reed&Frost-modellen, genom att en social graf infors, kan
anpassas sa att detta blir fallet.

En graf G bestar av en uppsattning noder, ¥V = (v1,...,v,), och ett antal kanter,
& = (e1,...,er), som sammanbinder par av noder. Varje kant kan skrivas som
ett par av noder (v;,v;). Tva noder tillhér samma komponent i grafen om det
finns en stig som sammanbinder dem, dvs om det gar att ta sig fran den ena
noden till den andra via kanter i grafen. Om den kortaste stigen mellan tva
noder v; och v; bestar av en enda kant, dvs om (v;,v;) € &, s& ségs v; och v;
vara grannar. Slutligen definierar vi graden hos en nod som antalet grannar till
noden.

En graf kan anvindas for att representera social struktur i en population och
kallas da for ett sociogram. I ett sociogram representerar varje nod en individ
och kanterna svarar mot sociala relationer mellan individerna. Antag nu att vi
vill studera spridningen av en smitta i en sluten, homogen population av storlek
n dar den sociala strukturen beskrivs av sociogrammet G. Reed&Frost-modellen
kan d& modifieras pa f6ljande sétt: Vid tid ¢ = 0 introducerar vi smittan i popu-
lationen genom att smitta ner en slumpmaéssigt vald individ. En individ 7 som &r
smittsam vid tid ¢ (¢ = 0,1,2,...) smittar sedan ner en given mottaglig granne
i G, j, med sannolikhet p, och i hindelse av en smittéverforing blir j smittsam



vid tid ¢ + 1. Individen i avlagsnas fran den epidemiska processen vid tid ¢t +1 —
tex till f6ljd av immunitet eller isolering — och deltar sedan inte vidare i sprid-
ningsforloppet. Alla kontakter antas ske oberoende av varandra och epidemin
upphor ndr det inte finns nagra smittsamma, individer kvar i populationen.

Denna modell paminner mycket om modellen fran avsnitt 2, men det finns tva
viktiga skillnader: En smittsam individ kan bara smitta ner sina grannar i det so-
ciala nétverket och smittsannolikheten dr inte skalad med populationsstorleken.
Att endast grannar i den sociala grafen kan smittas betyder att populationen
inte langre dr homogent blandad och modellen kallas darfor ibland for den het-
erogena Reed& Frost-modellen. T den homogena Reed&Frost-modellen, dar en
smittsam individ kan infektera samtliga mottagliga individer i populationen,
var vi tvungna att skala smittsannolikheten med populationsstorleken f6r att
férhindra epidemin fran att explodera. I denna nya formulering dr detta inte
nodvindigt, forutsatt att den sociala grafen har begrinsade gradtal, si att an-
talet grannar till en individ alltsé dr litet i forhallande till populationsstorleken.

Eftersom vi intresserar oss for epidemier i stora populationer dr det omojligt att
i detalj ta reda pa hur sociogrammet ser ut. I denna uppsats ska vi lata kanterna
som representerar bekantskapsstrukturen genereras av en slumpmekanism och
vi vill forstas att den graf vi far ska likna ett verkligt sociogram. Har &r nagra
egenskaper vi strivar efter.

e Begrinsad grad: Det forvintade antalet grannar till en given nod ska for-
bli dndligt d& n — oco. I ett sociogram reflekterar detta det faktum att
bekantskapskretsar dr begrinsade i storlek dven i stora populationer.

e Transitivitet: Vi vill att grafen ska innehalla manga trianglar. Detta ar en
av de mest utmarkande egenskaperna hos sociala nétverk och forklaras av
att vi kan forvinta oss att manga av vara vinner dr bekanta ocksé med
varandra. Mekanismen som genererar kanterna bor alltsd vara sddan att
sannolikheten att en viss kant finns med i grafen, givet grafens utseende i
Ovrigt, ar storre om noderna som den forbinder har en gemensam granne.

o Realistisk beroendestruktur: Grafen far inte uppvisa onaturliga beroenden
mellan kanterna. Hurvida en viss kant finns med i grafen eller ej bor tex
inte paverkas av information om delar av grafen som ligger langt ifrén
kanten i fraga. Detta eftersom en individs sociala beteende normalt inte
paverkas av individer som hon inte har nagon slags anknytning till.

Resten av denna uppsats kommer att dgnas at exempel pa olika typer av slump-
grafkonstruktioner. Vi studerar hur grafen péaverkar epidemispridningen i en
heterogen Reed&Frost-modell samt underséker om den kan anses utgora en god
modell for ett socialt ndtverk.



4 Bernoulligrafer och triangelgrafer

Den enklaste tdnkbara slumpgrafmodellen &r Bernoulligrafen. Givet n + 1 sty-
cken noder genererar man en Bernoulligraf genom att, oberoende av varandra,
inkludera var och en av de ("}') mojliga kanterna med sannolikhet r. Fér en
given nod v; finns n mojliga grannar och var och en av dessa dr férbundna med
v; med sannolikhet r. Antalet grannar till en given nod ar alltsi binomialférde-
lat med parametrar n och r. For att den forvintade graden, nr, ska forbli dndlig

da n — oo later vi r = A/n for nagot A > 0.

Lat oss hérleda asymptotiska uttryck for reproduktionstalet och slutstorleken
hos en Reed&Frost-epidemi pa en Bernoulligraf.

Reproduktionstal: T en stor population dr kontaktade individer med stor san-
nolikhet mottagliga i borjan av epidemin och de inledande faserna av genera-
tionsprocessen av smittsamma individer beter sig déarfor ungeféir som en for-
greningsprocess. Enligt Sats 2.1 finns en positiv sannolikhet att denna for-
greningsprocess exploderar (och dirmed ger upphov till ett stort utbrott i
epidemiprocessen) om och endast om varje individ i genomsnitt foder mer
an ett barn. Den kritiska parametern Ry for epidemiprocessen fas foljaktligen
som reproduktionsmedelvirdet i férgreningsprocessen, vilket i epidemitermer
motsvaras av det forvintade antalet nya smittfall som genereras av en smittsam
individ i bérjan av epidemin.

For att hitta ett uttryck for Ry, betrakta en given smittsam individ ¢ i borjan
av en Reed&Frost-epidemi i en stor population dér bekantskapsstrukturen rep-
resenteras av en Bernoulligraf G. Lat M, beteckna antalet mottagliga grannar
till 41 G. Var och en av dessa grannar smittas av 7 med sannolikhet p, sa antalet
nya smittfall genererade av ¢ dr binomialférdelat med parametrar M; och p.
Det gar att visa att vintevirdet i denna fordelning dr E[M;]p. Eftersom popu-
lationen dr stor dr kantsannolikheten i Bernoulligrafen liten och det &r darfor
osannolikt att ¢ har en bekantskapskant till ndgon av de fa individer som inte
langre &r mottagliga, bortsett forstads fran den individ varifran smittan kom.
Antalet mottagliga grannar, M;, ar alltsd ungefar binomialférdelat med parame-
trar n — 1 och A/n och eftersom n &r stort approximeras denna fordelning vl
av en Poissonférdelning med parameter A. Vi har alltsad E[M;] = A och siledes
Ry = Ap. O

Slutstorlek: Lat A; beteckna héndelsen att en given individ ¢ undgar epidemin
och 14t D; beteckna antalet grannar till 4 i G. Vi har d4 att

P(4;) = B[P(4|D;)] =B [P(4])"]

dér A{ ar hindelsen att ¢ undslipper smitta fran en given granne j. Asymptotiskt
ar sannolikheten att j blir smittad densamma som andelen av populationen som
drabbas av epidemin, dvs 7, och om j blir smittad s& for hon smittan vidare till
i med sannolikhet p. Det foljer att P(A]) =1 — pr och alltsa



P(4;) =E [(1-pr)7]. 2)
Den sannolikhetsgenererande funktionen for en stokastisk variabel X definieras
allmént som oy (k) = E[k*] och, om X #r Poissonférdelad med parameter
sa fas att px (k) = e~ *(1=%) Hogerledet i (2) kiinns igen som den sannolikhets-
genererande funktionen fér D; i punkten 1—p7 och, eftersom D, dr asymptotiskt
Poissonférdelad med parameter A, s& har vi

P(A;) = e

Asymptotiskt ska sannolikheten att en given individ undgéar smitta vara lika med
andelen av populationen som slipper undan epidemin. Epidemins slutstorlek, 7,
bestdms alltsd av ekvationen

1—7=e 2",

For givna viarden pa p och A\ 16ses denna ekvation enkelt numeriskt. a

Ar nu en Bernoulligraf en bra modell for ett socialt nitverk? Eftersom kantsan-
nolikheten dr skalad med populationsstorleken &r den asymptotiska genomsnitts-
graden i grafen dndlig, men hur adr det med de Ovriga kraven vi stéllde upp pa
.67 Lat oss tex undersoka grafens transitivitet — minns att sociala natverk har
en hog grad av transitivitet eftersom sannolikheten att tva individer lar kinna
varandra dr stor om de har en gemensam bekant. I en Bernoulligraf dr ju dock
sannolikheten att tvd noder sammnbinds av en kant A\/n oavsett om noderna
har en gemensam granne eller ej, eftersom alla kanter inkluderas oberoende av
varandra. Detta betyder att grafen asymptotiskt kommer att innehalla mycket
fa trianglar och alltsa inte kan anses vara en god modell f6r ett socialt nitverk.

Ett forsok att oka grafens transitivitet ar foljande: Forutom att inkludera varje
mojlig kant med sannolikhet » = A/n, inkluderar vi, oberoende av varandra,
&ven var och en av grafens ("') mojliga trianglar med nagon sannolikhet 7.
Detta ger en graf G som kan skrivas som unionen av en Bernoulligraf G; och en
triangelgraf Go. Multipla kanter mellan tva noder i denna konstruktion reduceras
till en, s& att varje nodpar alltsa férbinds av hogst en kant.

Kantsannolikheten i Bernoulligrafen dr skalad med populationsstorleken sa att
G1 har genomsnittsgrad A for alla n. For att den asymptotiska genomsnitts-
graden i G = G; U G, ska vara &ndlig kravs att dven triangelsannolikheten 7
skalas pé ratt sitt. Graden for en given nod v i Gy dr 2X, dir X betecknar
antalet trianglar som har ett av sina hoérn i v. Eftersom de andra tvi hornen
ska véljas bland évriga n noder finns (1) méjliga trianglar som innehéller v och
var och en av dessa trianglar inkluderas i Go med sannolikhet 7. Alltsa dr X
binomialfordelad med parametrar () och 7, och for att vintevirdet i denna

fordelning ska forbli sndligt d& n — oo later vi 7 = A/ (5) for nagot A> 0.

I Deijfen (2000) hirleds asymptotiska uttryck for reproduktionstalet, Rg, och
slutstorleken, 7, for en Reed&Frost-modell pa den graf som beskrivs ovan. Det
visar sig att ~

Ro = Ap+2\(p+ p* — p°)



och for slutstorleken fas ekvationen
1—7=exp{-Arp— 5\(27'(2 —T)p+71(2-— 37')102 —27(1 — T)p3)}.

For detaljer hinvisas till Deijfen (2000).

Via parametern A kan vi styra andelen trianglar i en triangelgraf och bristen
pa transitivitet hos Bernoulligrafen kan alltsd kompenseras genom att A\ viljs
tillréckligt stor. Det visar sig dock att triangelgrafen har en beroendestruktur
som inte &r riktigt naturlig i ett socialt nétverk. For att forstd detta, betrakta
sannolikheten att det finns en kant mellan tv& givna noder v; och v; i en trian-
gelgraf, givet resten av grafen (dvs hela konfigurationen av kanter, undantaget
kanten mellan v; och v;, &r given). Om kanten (v;,v;) inte skapar en triangel
dr sannolikheten att den finns med i grafen 0. Antag & andra sidan att kanten
faktiskt skapar en triangel, dvs att v; och v; har en gemensam granne v,. Om
kanterna (v;,vx) och (v;,vr) redan ingér i andra trianglar s& r den betingade
sannolikheten att kanten (v;,v;) finns med i grafen

~ n—1
A ~
1—({1-— -~ ~ 2\ /n,
( <z>> /

eftersom minst en av de n — 1 mojliga trianglarna med horn i v; och v; maste
inkluderas. Ingér (v;, vx) och (v, v;) ddremot inte i andra trianglar s& finns det
med sannolikhet 1 en kant mellan v; och v;. Sannolikheten att tva individer
i och j &r bekanta med varandra paverkas alltsa inte bara av om de har en
gemensam bekant eller ej (dvs av om en kant mellan v; och v; skulle skapa en
triangel eller ej), utan dven av bekantskapsformationer som inte #r gemensam-
ma for de tva individerna (ingdr v; och v; i andra trianglar eller ¢j?). Sadan
information dr normalt inte relevant i en social graf och, dven om fenomenet
mildras nigot av Bernoulligrafen, s& minskar detta beteende lampligheten hos
denna sammansméltning av en Bernoulligraf och en triangelgraf som modell for
ett socialt nitverk.

5 Markovgrafer

Markovgrafen dr ett forsok att skapa en transitiv grafmodell utan den typ av
onaturliga beroenden mellan kanterna som triangelgrafen uppvisar. Definitionen
av modellen ges i form av ett sannolikhetsmétt som innehaller en parameter
som styr antalet trianglar i grafen och dar kanter som inte har ndgon gemensam
nod dr oberoende. Tyvirr visar det sig att modellen har ett mycket onaturligt
asymptotiskt beteende. I detta avsnitt &r det viktigt att skilja mellan en slump-
graf som stokastisk modell for generering av kanter och en konkret realisering
av denna. Vi kommer darfor att reservera beteckningen G fér den stokastiska
modellen och skriva G for realiseringar.

En graf med n noder kan beskrivas av kantindikatorer {I;;} (i,j = 1,...n)



definierade sé att
[ 1 om (v;,v;) €&
E 0 annars,

dvs I;; = 1 om det finns en kant mellan noderna v; och v; och I;; = 0 annars. I en
slumpgrafmodell G ar kantindikatorerna stokastiska variabler och vi kan inféra
en beroendegraf, D. Detta dr en icke-stokastisk graf som konstrueras genom att
varje kantindikator representeras med en nod och en kant ritas mellan tva noder
om motsvarande indikatorer &r beroende givet Gvriga indikatorer. Noderna i D
ar alltsd de mgjliga kanterna i G och kanterna i D svarar mot de par av kanter
i G som &r betingat beroende.

Med en klick menas inom grafteorin en fullstindig delgraf, dvs en delméngd av
noderna sadan att samtliga mojliga kanter finns med. Klickbegreppet &r centralt
i foljande sats, som specificerar sannolikhetsfunktionen for en slumpgrafmodell
G med given beroendestruktur D.

Sats 5.1 Betrakta en given realisering G av en slumpgraf G med beroendestruk-
tur D och lit E beteckna kantmdangen i G. Grafen G har sannolikhet

Pe) == { ¥ ati),

KCE
dir a(K) dr en godtycklig konstant om K dr en klick i D och a(K) = 0 annars.

De enda egenskaper vi kan styra hos en slumpgraf ar alltsd de som pa nagot
sitt ar kopplade till klickar i beroendegrafen. En sddan egenskap kan belonas
(bestraffas) genom att konstanterna a(K') viljs s& att grafer som uppvisar egen-
skapen i friga ges storre (mindre) sannolikhet &n grafer som inte gor det.

En slumpgrafmodell G sdgs vara Markovsk om dess beroendegraf inte innehaller
nagra kanter mellan indikatorer I;; och Ij; som svarar mot disjunkta nodpar
(kanter). Tva kanter i en Markovgraf tillats alltsd vara beroende endast om
de har en gemensam nod. Klickarna i beroendegrafen svarar saledes mot kant-
mangder dir samtliga kanter har en nod gemensam och de enda konfigura-
tioner dér detta &r fallet &r trianglar, Ty, = {(vi,v5), (vj,vk), (v, i)}, och
stjérnor, Sy, .o, = {(Wig,v5); 1 =1,...,k},dark=1,...n— 1.

L&t oss nu formulera Sats 5.1 i fallet d& G ar Markovsk. Introducera forst no-
tationen (T, ,v,) = &ijr och a(SUiO,,,Uik) = 0y,..4,- FOr att forenkla modellen
och reducera antalet parametrar antar vi att isomorfa grafer har samma sanno-
likhet. Detta betyder att vi, istdllet for att introducera en parameter for varje
mojlig triangel, ndjer oss med en enda triangelparameter som styr det totala
antalet trianglar i grafen och, pa samma satt, fér varje k definierar vi en enda
parameter som kontrollerar det totala antalet k-stjarnor. Vi har alltsd &, = &
och 0y,..i, = ok. Sannolikhetsfunktionen for en Markovgraf fas nu som ett kor-
rollarium till Sats 5.1.
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Korrollarium 5.1 En given realisering G av en Markovgraf med n noder har
sannolikhet

n—1
P(G) =z 'exp {ft(G) + Z Jksk(G)} ,
k=1

dar t(GQ) ar antalet trianglar och si(G) antalet k-stjarnor i G.

I en Markovgrafmodell tillats kanter vara beroende endast om de har en nod
gemensam. I termer av bekantskapsformationer betyder detta att en individs
sociala beteende endast kan paverkas av individer som hon har ndgon typ av
relation till, vilket ju &r en naturlig egenskap hos ett socialt nitverk. Markov-
grafmodellen innehaller dessutom en parameter, £, som gor det mojligt att styra
antalet trianglar i grafen — genom att vilja £ > 0 astadkomms ett matt som
belonar grafer med manga trianglar. S& langt tycks Markovgrafen vara en my-
cket lovande modell for ett socialt ndtverk. Som ndmndes i detta avsnitts inled-
ning visar det sig dock att grafen har ett oférdelaktigt asymptotiskt beteende: I
Strauss (1986) visas att, om & > 0, s giller att sannolikheten att en godtyckligt
stor andel av kanterna i grafen samlas i en enda stor klick konvergerar mot 1 d&
n — oo. For ett socialt natverk betyder detta att samtliga bekantskapskanter i
en stor population med stor sannolikhet kommer att vara samlade i en enda jat-
telik bekantskapskomponent dar alla individer dr bekanta med varandra. Detta
gor Markovgrafen mycket olamlig som n#tverksmodell.

Lat oss illustrera Strauss resultat med hjilp av en simulering. For att féren-
kla simuleringen har vi valt o, = 0 for alla & och mattet blir alltsd P(G) =
2~ Lexp{&t(G)}. Vidare har vi fixerat grafens genomsnittsgrad. Eftersom det i
en graf med n noder och genomsnittsgrad d finns ungefér nd/2 kanter, s& ar
detta i princip detsamma som att fixera antalet kanter i grafen. Markovgrafer
med n noder och nd/2 kanter har genererats med hjilp av MCMC-metoder
och det forvintade antalet trianglar i grafen har berdknats genom att utnyttja
att tidsmedelvirdet i en Markovkedja konvergerar mot vinteviardet — se Deijfen
(2000) for detaljer angdende detta. Simuleringarna ar mycket tidskrivande var-
for endast relativt smé grafer har studerats — den storsta grafen har n = 30
noder. Det maximala antalet trianglar i en graf med ett fixt antal kanter fas
forstas om kanterna dr samlade i en enda klick. Storleken, k4., hos den max-
imala klicken fas ur sambandet (*7°*) = nd/2. Approximativt har vi kmqs =

vnd och det maximala antalet trianglar i grafen &r alltsa (‘/g_d) Markovgrafens

degenererade beteende illustreras i Figur 2. Vi ser dir att, da & blir positiv,
s& narmar sig det férvintade antalet trianglar i grafen snabbt det maximala
antalet (som #r markerat med réta linjer), vilket betyder att samtliga kanter
ar samlade i en klick. Omslagspunkten, som for den storsta grafen med n = 30
noder infaller i ndrheten av £ = 0.5, kryper for storre grafer in mot £ = 0.
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Figur 2: Férvintat och maximalt antal trianglar plottat mot £ i en Markovgraf med 10, 20
respektive 30 noder och genomsnittsgrad 5.

6 "Small-world” —grafer

Att méta en fullsténdig framling och upptécka att man har en gemensam bekant
ar nagot som manga av oss har varit med om. ”Virlden &r liten!” kanske vi
utbrister. Faktum &r att detta &r ett fenomen som har observerats i manga
verkliga sociala natverk: Viljer vi ut tva godtyckliga individer s& kan de ofta
forbindas med en forvAnansvirt kort bekantskapskedja, se tex Milgram (1967).
Detta &r anmirkningsvért eftersom sociala nitverk for det mesta &r (a) stora;
(b) glesa, dvs genomsnittsgraden ar liten jamfért med populationsstorleken; (c)
decentraliserade, dvs de innehéaller ingen centralnod till vilken de flesta andra
noder &r lankade.

”Small-world” —nétverken introducerades av Strogatz och Watts (1998) och ar
ett forsok att skapa transitiva grafer med korta stigar. Transitivitet och korta
stigar &r egenskaper som i forstone kan tyckas svara att férena hos en graf,
eftersom transitivitet uppstar da vi "klumpar ihop” kanterna och korta stigar
d& vi sprider ut dem, men i det hir avsnittet ska vi beskriva en konstruktion
som faktiskt lyckas med detta forutsatt att dess parametrar viljs pa ratt sétt.
For att kvantifiera transitiviteten och stiglingden infor vi féljande storheter:

o Klustringsindex, C. Antag att en given nod v; har k grannar. Om k > 2
finns (§) mojliga kanter mellan dessa grannar. Lat E,, beteckna antalet
av dessa mojliga kanter som finns med i grafen och definera klustringen
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for noden v; som

?k) om k> 2
Coo =9\ Zlel=k  omp <o
(g’)—(n—l) '

(Definitionen av C,, for k < 2, som vid forsta anblicken kan verka lite
kranglig, dr nodvandig for att komma runt problemet med noll-division.
Den kan tolkas som den &vergripande klustringen i resten av grafen och
anger hur stor andel av de totalt () — (n — 1) mdjliga kanterna utan
anknytning till noden v; som &r inkluderade i grafen.) Klustringsindexet

for grafen definieras nu som

I ett socialt ndtverk dr klustringsindexet ett matt pa i vilken utstrickning
vara vanner dr vinner ocksd med varandra.

o Stiglingdsindex, L. For en given graf med n noder, 13t S,,, beteckna antalet
nodpar mellan vilka den kortaste stigen bestar av mer &n m kanter (m =
1,...,n — 1) eller som inte har nigon stig alls emellan sig och definiera
Ly = Sm/(3), dvs Ly, ir andelen nodpar i grafen som ligger langt ifran
varandra i den meningen att det krdvs mer dn m ldnkar for att ta sig
fran den ena noden till den andra, om det 6verhuvudtaget gar. Vill vi
kunna anvinda detta matt for att jamfora grafer med olika antal noder bor
m véljas som en vixande funktion av n: Bekantskapskedjorna &r troligen
langre i en storstad med 1 000 000 invanare &n i en ort med 1 000 invanare.
Vi viljer m = [logn| och skriver L|jog,) = L.

En graf sigs vara ett ”small-world”—nétverk om klustringsindex &r stort och
stiglingdsindex litet. Vad menas d& med ”stort” /”litet” hir? Det storsta mojli-
ga vardet for C ar 1, vilket antas i en fullstdndig graf (dvs en graf dir samtliga
kanter finns med), och det minsta tinkbara virdet &r 0, vilket antas i en tom
graf (dvs en graf som saknar kanter). Dessa tvd grafer &r ocksd extrema i fra-
ga om stiglingd. Det adr dock inte sérskilt instruktivt att jamfora dessa grafer
med varandra, eftersom klustringen forstas 6kar och stiglangden minskar da fler
kanter adderas till en graf. Vi ska hir studera grafer med ett fixt antal kanter
och se hur klustringen och stiglingden paverkas da vi, genom att justera mod-
ellens parametrar, forindrar fordelningen av kanterna Gver grafen. Malet ar att
hitta en struktur som ger ett stort virde pa C och ett litet virde pa L, dér
"stort” /”litet” ska ses i relation till det storsta/minsta mojliga virdet for en
graf med det givna antalet kanter.

For att konstruera nétverket, arrangera de n noderna i en cirkel. Lat G; vara
en graf dér varje nod sammanbinds med var och en av sina k nirmaste grannar
at bada hall med sannolikhet r, dir k << n, och lat G, vara en Bernoulligraf
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Figur 3: Klustringsindex (heldragen linje) och stiglingdsindex (streckad linje), skalade med
vardet for » = 1, plottade mot r.

med kantsannolikhet A/n. Grafen G; &r hir tinkt att representera en lokal
bekantskapsstruktur (tex det nitverk som uppstar d& vi lir kiinna folk i vart eget
kvarter) och Bernoulligrafen G representerar globala kontakter (tex méanniskor
vi ldr kiinna nér vi dr ute och reser). Den graf vi ska studera dr G = G U Go.

Lat d beteckna den asymptotiska genomsnittsgraden i G. Eftersom k& << n
dr det, om n ar stort, mycket osannolikt att en Bernoullikant ska Overlappa
en kant i G;. Genomsnittsgraden i G ges déarfér asymptotiskt av summan av
genomsnittsgraderna i G; och G, dvs d = 2kr 4+ \. For att reducera antalet fria
parametrar i modellen, fixerar vi genomsnittsgraden till 2k sa att

2%kr + A = 2k. (3)

(Eftersom vi fritt kan vilja k nir vi konstruerar grafen dr den enda inskranknin-
gen hir att vi antar att genomsnittsgraden ar ett jamnt tal.) Detta &r i princip
detsamma, som att fixera antalet kanter i grafen till nk. Ar det nu mojligt att
vélja parametrarna r och A s& att klustringsindex, C, &r stort och stiglangdsin-
dex, L, litet i relation till de extrema virdena fér en graf med nk kanter? I
Figur 3 visas simulerade klustrings- och stiglingdsindex for olika varden pa den
lokala kontaktsannolikheten r. Den globala kontaktparametern A fas ur (3). De
simulerade graferna har n = 500 noder och genomsnittsgrad d =4 (dvs k = 2).
D& r minskas fran 1 ser vi forst ett kraftigt fall for L, foljt av ett intervall
dir L &r litet samtidigt som C' fortfarande dr stort. For r i detta intervall, sig
r € (0.8,0.9), uppvisar grafen ett ”small-world”—beteende. Minskas r ytterligare
avtar C' mot sitt 1dga virde for den rena Bernoulligrafen (som vi har da r = 0)
och ”small-world” —egenskapen forstérs. Denna simulering ger vid handen att vi,
genom att introducera endast en mycket liten andel globala kanter i nitverket,
minskar stiglingden dramatiskt utan att paverka klustringen ndmnvéart, med ett
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Figur 4: Genomsnittlig storlek hos den stoérsta komponenten i smittgrafen plottad mot r da
n =500, k =2 och p=0.4.

”small-world” —natverk som resultat.

Reproduktionstal: For k = 1 visas i Deijfen (2000) att

2
—pr

1

For att skapa ett realistiskt natverk kravs dock storre viarden pa k, siag k£ > 10,
och for sddana k saknas explicita uttryck for Ry — se dock Moore och Newman
(2000:1) for relaterade resultat. O

Slutstorlek: Slutstorleken hos en Reed&Frost-epidemi pa ett ”small-world”—
nétverk har bla studerats av Moore och Newman (2000:2). De analytiska resul-
taten dr dessvérre inte sérskilt explicita och hér ndjer vi oss med att presentera
ett simuleringsresultat.

Givet en social graf och en smittsannolikhet p kan vi tunna ut grafen med san-
nolikhet 1 — p, sa att varje kant alltsi ldmnas kvar i grafen med sannolikhet
p och suddas ut med sannolikhet 1 — p. Vi far di en smittgraf som represen-
terar utfallet av en Reed&Frost-epidemi: Epidemin kommer att drabba precis
de individer som tillhér samma komponent som den initialt smittade individen.
I Figur 4 har den genomsnittliga storleken hos den stérsta komponenten i en
smittgraf baserad pa ett ”small-world” —nétverk plottats mot den lokala kontak-
tsannolikheten 7 (den globala parametern A bestims av (3)). Detta ska tolkas
som slutstorleken for den vérsta ténkbara epidemin initierad av en enda indi-
vid. Vi ser att komponenterna blir stérre d& r avtar — dvs da andelen globala
lankar 6kar — och den storsta fordndringen sker just i intervallet r € (0.8,0.9)
dér ”small-world”—beteendet hos grafen sétter in. |
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7 Avslutande kommentar

Avsikten med denna uppsats har varit att ge en inblick i stokastisk epidemimod-
ellering och att beskriva hur slumpgrafer kan anvindas f6r att modellera social
struktur. Samtliga grafmodeller vi har tagit upp ar behéftade med olika typer
av nackdelar: Bernoulligrafen har alltfor 1ag transitivitet, triangelgrafen har en
négot orealistisk beroendestruktur, i Markovgrafen fordelas kanterna pa ett my-
cket onaturligt sétt och ”small-world”—nétverken &r analytiskt svarhanterliga.
Sckandet efter goda modeller for sociala nitverk fortsétter!
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