


m»

Agenda P
Stockholms
universitet

RS
WERS e,
03>

N

Malet med dagens féreldsning ar

...att 1ara oss grunderna i kombinatorik
...att anvanda detta for att rékna pa Keno
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Spelaren valjer mellan 1 och 11 nummer fran 1 till 70
Spelaren goér en insats pa mellan 5 och 100:-

Kasinot drar 20 nummer och spelarens vinst beror pa hur
manga ratt han har

Kommer fran Kina

Spelas bade pa kasinon och t.ex. Svenska Spel



m»

w!
N

Stockholms
universitet

NERS/p
8 &
EE A
o

S

OryD

Vinstplan

Vinstplanen beror pa antalet nummer och vilken insats spelaren
véljer
Foér Keno 11, 5:- &r vinstplanen

Antal rétt | Utdelning (kr)
0
0
0
0
0
5 (frispel)
10
30
300
3000
125000
5000000
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Gynnsamma mojligheter

Antag att vi kan dela upp den sékra handelsen, €, i m stycken
oférenliga och lika sannolika handelser A4, As,...,An.

Antag ocksa att
A=A UAU...UAqy
Da ar
P(A) = ]P’(A1UA2U...UAQ): (A1)+P(A2)+ ]P)(Ag)
1 1 + l g antal gynnsamma
m antal mojliga

=—+—+.
m m
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Gynnsamma mojligheter, exempel

Exempel (Kort)

Sannolikheten att 6versta kortet ar ett Ess ar 4/52.
Detta eftersom det finns 52 méjliga kort

Alla 52 ar lika sannolika

4 kort & gynnsamma

Aterstar att rakna ut méjliga och gynnsamma = kombinatorik



NERS/p
«Eg
D'

3 € <
i §‘-
o

205

S
S

5

Multiplikationsprincipen Stockholms

universitet

Att vélja ut 1 element ur vart och ett av k stycken méngder med
vardera ny, no till n, stycken element kan géras pa ny - no - - - N

sdtt.

Exempel (Stryktipset)
| Stryktipset ska spelaren valja mellan 1X2 i 13 matcher. D.v.s.
3 element ska valjas ur 13 mangder och antalet satt att géra

det pa ar darfor
3.3...3=23"8 = 1594323
———

13 stycken



Multiplikationsprincipen, exempel |
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Exempel (Stryktipset fortsattning)
Det finns bara ett satt att fa alla ratt sa att sannolikheten for det
ar
9 1
P ({alla ritt}) = = 1594323
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Exempel (Registreringsskyltar)

Registreringsskyltar ar pa formen ABC123.
23 bokstaver, 10 siffror
Totalt darfor

23-23-23-10-10-10 = 12167000 stycken
148 bokstavskombinationer ej tillatna, totalt
148-10-10-10 = 148000
gar darfor bort.Alltsa
12167000 — 148000 = 12019000

mdjliga skyltar
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Pa hur manga sétt kan en hastkapplépning med 10 hastar

sluta?
Pa en registreringsskylt kan varje tecken vara med flera ganger.

men en hast kan bara sluta pa en plats
Hést nummer 1 kan sluta pa 10 platser
Hast nummer 2 kan sluta pa 9 platser

O.s.v.
Antalet satt som loppet kan sluta pa blir

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1= 3628800
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Fakultet |

For att slippa skriva ut t.ex.
10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

infor vi fakultet

Lat n vara ett positivt heltal. D& later vi n! (Iases "n fakultet”)
beteckna
nn=n-(n—-1)-(n-2)---2-1

Vi later ocksa speciellt 0! = 1.

T.ex. kan alltsd hastloppet sluta pa 10! satt.



Fakultet Il

Stockholms
universitet

24
120
720

5040
40320
362880
3628800
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Pa hur manga sétt kan prispallen i hastloppet se ut?
Forsta-platsen kan vara 10 olika hastar

Givet forsta-platsen kan andra-platsen vara 9 olika hastar
Givet forsta- och andra-platsen kan tredje-platsen vara 8 olika
héastar

Totalt antal satt ar alltsa

10-9-8-7-6-5-4-3.2.1 10!
7654321 7l

10-9-8 =

Drag 3 héastar av 10 utan aterlaggning med ordning
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Dragning utan aterlaggning med ordning

Antag att vi frén n objekt drar k stycken. Om vi tar hdnsyn till
ordningen med vilken dessa dras kan detta géras pa

(n— k)!

n!
=nl,

| hadstexemplet ar alltsd n = 10 och k = 3.
n! !

Om k = nfar vi
(n—n)!

som sig bor
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Exempel, kortspel |

En vanlig kortlek kan blandas pa 52! satt
| Texas Hold’em anvands bara de dversta 27 korten, som kan
52! 52! w2
= 281 ~52-10

blandas pa
(52 — 27)!

satt (n =52, k = 27)
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Vad ar sannolikheten att de fyra dversta korten &r QE, &E, $E,
&SE?
Antalet méjliga blandningar &r m = 52!
For att vara gynnsam ska de férsta 4 korten var precis OE, #E,
OE, &E, vilket kan goras pa 1 satt
De 6vriga 48 korten kan vara blandade hur som helst
Sé alla 48! blandningar av dem &r OK.
Sannolikheten blir
g _ 148 48 -47-...-2-1
m 521 52.51.50-49-48-47-....2-1
1 1

52.51-50-49 6497400




ERS
SErEoN

Sy
Z -
010"

B
9
i)

tockholms

Exempel, Black Jack
universitet

P& hur manga sétt kan en BJ-kortlek blandas?
Farg spelar ingen roll, 10, Kn, D, K rédknas alla som 10

Om alla kort &r unika finns det 52! blandningar
Alla 2:or &r lika sa att vi dubbelrédknar 4 - 3 -2 - 1 = 4! ganger

10-korten har vi dubbelrdknat 16! ganger
Antalet satt blir darfor

|
(4351@ ~ 1,4592 . 10%
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Dragni aterlaggni
agning utan aterlaggning utan ordning Stockholms
universitet

Vi har hittills tagit hansyn till ordningen
| Keno spelar det ingen roll i vilkken ordning siffrorna dras

| poker spelar det ingen roll i vilken ordning man far sina kort
Det ar darfér intressant med dragning utan aterlaggning utan

ordning



Valja Keno-siffror |

Pa hur manga séatt kan man spela Keno 3?
D.v.s. pa hur manga satt kan man valja 3 siffror fran 70 néar

ordningen inte spelar roll

Om vi tar hansyn till ordningen ar antalet satt

70-69-68 =

Sag att vi (i ordning) valde 45, 4, 63. Eftersom ordningen &r

oviktig &r dessa lika fOr oss

4
4
45
45
63
63

45
63
4
63
4
45

70!

(70 — 3)!

63
45
63
4
45
4
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Valja Keno-siffror I

Vi har alltsa raknat varje rad 6 = 3! ganger

Antalet olika Keno 3-rader blir darfor
I
70! = 54740

31(70 — 3)!

| allménhet
Antag att vi frén n objekt drar k stycken. Om vi inte tar hdnsyn
till ordningen med vilken dessa dras &r antalet sétt detta kan
n n!

n— k)

goras pa
k) ~ k|(
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(%) kallas for binomialkoefficient och kan lasas "n dver k” eller
"n valj k”
Bara ett smidigare séatt att skriva just

n!
k!(n— k)!
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Exempel, Lotto |
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universitet

| svenska Lotto dras 7 siffror fran 35

Vad ar sannolikheten att f4 alla ratt?
Ordningen oviktig s& antalet méjliga lottorader ar antalet satt att

dra7 av 35
m o— 35\ 35! ~ 35-34....-2-1
_7(

7 I(35—7)!  71(28-27-...-2-1)
35.34.33-32-31-3029
765.4.3-2-1
— 6724520

For att fa alla 7 ratt sa ska 7 siffror av 7 dras. Antalet
gynnsamma blir

7 71 71
9= <7> Sago7n 7o
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Sannolikheten att fa 7 ratt blir darfor

g 1

m ~ 6724520
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For att rakna ut sannolikheten att fa ett visst antal ratt i Keno

behdver vi moch g
Antalet méjliga ar alltsa antalet méjliga Keno-rader
Kasinot drar 20 av 70 siffror och ordningen ar oviktig. Antalet

mojliga rader ar darfér
(70
—\20

Om vi spelar Keno 11 véljer vi 11 siffror av 70. Hur manga av
de m mdjliga raderna gor att vi far alla ratt?
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Keno, vinstsannolikheter I

Dela upp de 70 siffrorna i tva grupper, de 11 vi valt och de 59

6vriga
For att dragningen ska vara gynnsam ska 11 siffror dras fran
forsta gruppen. Antalet satt som det kan gora pa ar

11
(1) =
Dessutom ska 9 siffror fran den andra gruppen dras. Antalet

satt for det ar
59
9

Multiplikationsprincipen sager att antalet séatt att géra dessa tva

dragningar tillsammans &r
(11 /59
A\ 11 9
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Keno, vinstsannolikheter llI

Lat X vara en slumpvariabel som betecknar antalet ratt. Da blir
11) (59)

(

P(X=11) = Z =129
(20)
12565671261
= ~7,77621-1078
161884603662657876 ' © 0
For att rakna slhen for 10 rétt &r antalet mojliga fortfarande (5)
Antalet gynnsamma blir istallet
11Y /59
10/ \10
11y (59
P(X — 10) — (10)7510) —
20
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Keno, vinstsannolikheter IV
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Pasammasattfork=1,2,...,11
11)( 59
P(X = k) = ~HL 20K

(20

Notera
11+ 59 70
k+20—-k = 20

X sags vara hypergeometriskt férdelad.
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Antal ratt Sannolikhet Antal ratt Sannolikhet
0 (0)Go) ~ 001726 | 6 (s)() ~ 0 037952
(20) (20)
11 (59 11\ (59
1 (1)7£19) ~ 0,09495 7 7)7513) ~ 8,2505-10°3
(20) (20)
11\ (59 11\ (59
2 (2()28(38) ~021999 | 8 8()28(32) ~ 11410102
11\ (59 11\ (59
3 | Gl coos2es| 9 2)(i1) ~ 95086 10-5
(20) (20)
11\ (59 11\ (59
4 (4()7(%6) ~022365| 10 ”&8(30) ~ 426921076
20
11\ (59 11\ (59
5 (S(Zgis) ~0,11386 | 11 11()2()9) ~ 776211078
20
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Sannolikheten att vinna nagot ar
IP ({ Vinna nagot}) = P (X > 5)
=P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)+P(X=8)
FP(X =9)+P(X =10) + P (X = 11)
~ 0,16130
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Infér slumpvariabeln U som betecknar utdelningen fran ett
Keno-spel
Da galler att

E[U] =) xP(U=

Fran vinstplanen ser vi att U = 5 precis da X = 5, sa att
P(U=5)=P(X =5)

Ps.s.arU=10precisda X =6,sa attP(U=10) =P (X = 6)
0.S.V.

E[U = 5-P(X=5)+10-P(X=6)+30-P(X =7)

+300-P (X = 8) +3000-P (X =9)
+125000 - P (X = 10) + 5000000 - P (X = 11) ~ 2,746
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Nu satte vi vardet pa ett frispel till 5:-
Man kan ocksé tanka sig att ett frispel bara ar vart E [U]

Vi far da istallet
E[U = E[U]-P(X=5)+10-P(X=6)+30-P(X =7)
+300 - P (X = 8) +3000 - P (X =9)
+125000 - P (X = 10) + 5000000 - P (X = 11)

Som vi vill 16sa for E [U]
E[UJ(1 —P(X=5))=10-P(X=6)+30-P(X=7)

+300 - P (X = 8) + 3000 - P (X =9)
+125000 - P (X = 10) + 5000000 - P (X = 11)
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E[U = ﬁ[m P(X=6)+30-P(X=7)
+300 - P (X = 8) +3000-P(X = 9)
+125000 - P (X = 10) + 5000000 - P (X = 11)] ~ 2,456

Istéllet for 2,746
Spelet kostar 5:-, sa vinsten V blir

V=U-5
sa att

E[V]=E[U—-5] = E[U] —5=2,456 — 5 = —2,544



o

Oy

.ww:%% ‘
K280
Stockholms
universitet

e,

NERS/,

Konsten att valja

Det spelar ingen roll om man véljer
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11
2,3,12,15,17,20,54,55,59,64,66

eller
Lotto ar daremot ett skicklighetsspel!
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Heta bollar
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Nagra av Keno-bollarna har kanske hégre sannolikhet att dras?

65

60 —

3]
a
|

Antal dragningar
a1
o
L

i

Boll #

ASN
40 T
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Hur mycket avviker det vi observerat fran det férvantade?

s,
ww
o 2
Yy

tockholms
universitet

N

\\M\/)
)Omooy

Vi rdknar ut en storhet som ar stor om avvikelsen ar stor och

annars liten
Kallas statistika, speciellt 2-statistikan

N 2
>~ (OGi—E)
X Z E;
i=1
O; ar antalet ganger som boll i dragits i observationen
E; ar antalet ganger som boll i férvantas dras

, (46 —51,43)? n (53 — 51,43)?
N 51,43 51,43

Ar det mycket eller lite?

4 ...~ 36,69
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Vad ar P (X2 > 36,69) om alla bollarna &r lika sannolika?

Om den sannolikheten ar liten tycker vi att nagot ar skumt och
sager att skillnaden &r statistiskt signifikant

Det visar sig att

P (X2 > 36,69) ~ 0,95

D.v.s. vi kommer de allra flesta gangerna fa en y2-statistika
som ar 36,69 eller storre
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Kanske finns det a&nda nagon boll som har hégre sannolikhet?
Lat X; vara antalet ganger boll i dragits
Vi har observerat Xs¢ = 64, ar det mycket?

P (X < 64) ~ 0,025

Ganska mycket
Men ointressant!
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Béattre ar att rdkna ut
]P’(max {X1 ,Xg, R ,X70} > 64) =~ 0,85

Alltsa inte konstigt att den mest dragna bollen dragits 64 ganger



&,
Testa tarningar |

tockholms
universitet

N

\AE“\I)
) 010"

Vi kan anvanda samma metod for att testa om en tarning ar
korrekt.

Kasta tarningen manga ganger, t.ex. K=100

Notera antalet ganger den landar pa sida i/ och kalla det for O;
Berakna

6
XZ:Z% Zo K/6)?

Om vi observerar t.ex. x> = 10,88 sa fragan ar om
P (x? > 10,88) &r stor eller liten
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Testa tarningar Il

Vi kan gobra en tabell éver sannolikheterna

Sannolikhet | Kritisk grans

0,1 9,2
0,05 11,0
0,01 15,1

Avvagning mellan risken att sldnga en valgjord och behalla en

felaktig
Sannolikheten i tabellen ar sannolikheten att vi slanger en

valgjord
Sannolikheten att behalla en felaktig ar okand



