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Tva uppsatser med anknytning

till linjar algebra

Filosofie licentiatavhandling
av

Niclas Larson

Uppsats 1

En plattas vridning och translation under inverkan

av en partikel med given bana

eller

“Myra pa villovigar”

Detta ar forsta delen i licentiatavhandlingen “Tva uppsatser med anknytning
till linjir algebra”. Avhandlingen kommer att presenteras vid ett seminarium
mandagen den 14 juni 2004 klockan 10.15 i sal 306, hus 6, matematiska in-
stitutionen, Stockholms universitet, Kréftriket. Opponent #r Hans Thunberg,
universitetslektor vid Kungliga tekniska hogskolan.
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1 Forord

Bakgrunden till detta verk &r att jag som gymnasieldrare i Stockholms stad
tillsammans med 19 andra larare erbjods att dgna mig at forskarstudier un-
der halva delen av min arbetstid i fyra ar. Vad min avhandling skulle omfatta
var da oként. Vid ett tillfdlle kom jag i kontakt med Jan-Erik Bjork, som vid
upplysningen om att jag var idrottslarare genast borjade prata om matematiska
problem inom idrotten. Vi talades vid med jimna mellanrum och vid en av vara
sammankomster ndmndes det problem som &r bakgrunden till denna uppsats
om myran.

Efter diskussion med mina huvudhandledare, inlemmades Jan-E i handledar-
gruppen och vi beslutade oss for att borja arbeta med problemet. Det storsta
malet har for mig varit att beskriva problemet och dess 16sning sa utforligt som
mojligt, for att gora avhandlingen ldsbar f6r en storre grupp. Eftersom jag har
lararbakgrund sag jag det som en viktig del av arbetet. Vi har dessutom tittat
pa olika sétt att 16sa problemet och jamfort de olika svarigheter som da dyker
upp. Dessa didaktiska jamforelser priglar arbetet. Det har varit fascinerande
att se hur det jag inledningsvis trodde var ett svart fysikaliskt problem i sjélva
verket visade sig vara néstan helt matematiskt. I borjan av problemet krévs
vissa kunskaper i fysik, men sedan utvecklas det till ren matematik. Uppsatsen
visar pa anvindningsomraden for linjér algebra och komplexa tal.

Sa smaningom inleddes ocksa arbetet med avhandlingens andra del. I detta
fall handlade det om tva problem med redan vil kiinda lésningar, ndmligen hur
man berdknar volym i R™ for kroppar av olika dimension samt att Pythagoras
sats har en motsvarighet for areor och volymer. Gemensamma nidmnare for
avhandlingens bada delar &r det flitiga anvindandet av linjér algebra samt de
didaktiska aspekterna.

Det finns manga personer som bor framhallas for sitt stod vid skrivandet
av denna uppsats. Jag ndmner hér, utan hénsyn till ordning, de som jag for
tillfallet kan minnas. Mina handledare Christian Gottlieb och Torbjorn Tam-
bour for ovéardelig hjalp med de matematiska problemen och formuleringarna.
Bitradande handledaren Jan-Erik Bjork har varit en stor idéspruta samt be-
hjdlplig med den mekaniska teorin. Hans Thunberg pa KTH har stallt upp
som opponent. Mikael Nilsson pa NADA hjélpte till med simuleringarna i pro-
grammet Graphing Calculator. Mina rumskamrater Anders Goéransson, Samuel
Lundqvist, Kirsti Nordstrém och Mattias Ringkvist har agerat bollplank samt
gett tips om konsten att skriva i INTEX. Min pappa Anders Larson har som van-
ligt hjélpt till med korrekturldsning. Slutligen vill jag framhalla min fru Jenny
Larson for sitt moraliska stod och énska henne lycka till med sin doktorsavhand-
ling inom omvardnad samt tacka vara katter Molle och Moses for sin uppiggande
nérvaro dven om framfor allt den sistndmnda ibland obstruerat arbetet genom
att ldgga sig pa bocker och papper.

Den jag emellertid framst vill tilligna avhandlingen &r Pepsi, som aldrig fick
uppleva slutférandet av den.

Stockholm och Norrtélje den 21 maj 2004

Niclas Larson



2 Inledning och problemformulering

Ett mekaniskt problem associeras nog oftare med d&mnet fysik snarare &n med
matematik. Ofta &r dock betydligt mer matematik &n fysik inblandat i mekanik-
en. For att forsta nedanstaende problem behovs endast elementéira kunskaper i
fysik, medan relativt goda kunskaper i linjar algebra dr nédvéndiga.

Aven om detta problem i sig inte &r séirskilt meningsfullt, ger det #nda en inblick
i vilken nytta man kan ha av linjir algebra. En malséittning &r att beskriva
problemet ur olika infallsvinklar och jimfoéra dessa. Genom detta far texten en
didaktisk préagel, vilket dr nagot jag efterstrivar.

Problemet formuleras enligt féljande. Vi har en jamntjock, masshomogen platta
(kallad K), som ligger pa ett fast underlag. Mellan plattan och underlaget rader
ingen friktion. Pa plattan befinner sig ett féremal, som man kan ténka sig vara
en liten myra. For att modellen ska vara giltig, kriavs det att foremalet kan anses
som punktformigt. Darfor dr till exempel en myra lamplig.

Vad hénder nidr myran boérjar vandra ldngs en pa plattan forutbestdmd vag?

Myran kommer naturligtvis att relativt plattan folja sin bestdmda vag. Men
dven plattan sétts i rorelse av reaktionskraften fran myran. Plattan kommer att
fa en rorelse, som &r sammansatt av en translations- och en rotationsrorelse.

(Rotationsrérelse uppkommer ej om myran vandrar réitlinjigt mot eller fran
plattans masscentrum.)

Del I
Allméan 16sning

3 Problemet angripet med vektorer

Vi ska forst se pa hur 16sningen av problemet ser ut, om man anvénder vektorer
for att beskriva de olika rorelserna.

3.1 Inférande av matematisk modell

Vi tittar pa problemet i tva olika koordinatsystem och later dessa vara tre-
dimensionella, eftersom vi senare kommer att beh6va rdkna med vektorproduk-
ten och da behovs tre dimensioner. Dels har vi ett fast (x1,x2,23)-system i



rummet och dels ett (&1, &2, £3)-system som foljer plattan med origo i plattans
masscentrum Og. Vi kommer dven att anvinda Og som beteckning pa koor-
dinaterna for plattans masscentrum.

Istéllet for att arbeta med vektorer, kan man ténka sig att beskriva myrans
rorelse med hjilp av komplexa tal. Detta kommer att goras i ett separat avsnitt
och vi kommer att jimfora de tva angreppssétten. I det fallet anvinder man det
vanliga komplexa talplanet, som ju &r ett tvadimensionellt koordinatsystem.

De tva olika typerna av rérelser som plattan gor kan beskrivas som f6ljer:

1. Translationsrorelsen kan ténkas som att masspunkten O g forflyttar sig i
det fasta koordinatsystemet.

2. Da plattan bérjar rotera, uppkommer en vinkel ¢ = ¢(t) mellan z;-axeln
i det fasta systemet och &;-axeln i plattans koordinatsystem.

Sambanden mellan basvektorerna i de bada systemen kan skrivas:

ee, = ey, cosp(t) + ey, sinp(t)
ee, = —eg, sineg(t) + ey, coso(t)
€es =  Cay

vilket med ¢(0) = 0 ger e;, = eg, och e, = eg, f6r t = 0. Vi later plattans
och myrans gemensamma masspunkt, kallad Op, sammanfalla med origo for
det fasta koordinatsystemet. Detta ar lampligt eftersom Or kommer att ligga
still oavsett hur myran ror sig. O kommer ocksa att anviindas som beteckning
pa koordinaterna fér den gemensamma masspunkten i det fasta systemet, det
vill séiga det fasta systemets origo.



Malséttningen dr att bestdmma o(t), vilket gérs med hjilp av en differential-
ekvation.

Eftersom plattans koordinatsystem roterar, kommer en vektor som ligger i plat-
tan att fa varierande koordinater i det fasta systemet. Sambandet mellan dessa
koordinater ges av en matris vi kallar A;, som &r en funktion av tiden med
nedanstaende utseende:

cosp(t) —sinp(t) 0
Ay = | sinp(t) cose(t) 0
0 0 1
For en vektor u med koordinaterna
1 &
x= | z9 och E=| &
z3 &3

i plattans fasta respektive rorliga koordinatsystem, blir sambandet da x = A,&.
Eftersom en vektor &r oberoende av translationsrorelser behéver man for vekto-
rer inte ta hénsyn till plattans forflyttningar i planet. For en fast punkt i plattan
maste emellertid detta tas med. Dérfor blir koordinatsambandet fér en punkt

x(t) = Ok(t) + A:&(t) (1)
diar Ok (t) #r positionen hos plattans masspunkt sett i det fasta koordinatsy-

stemet.

Later vi s en myra vandra pa plattan och koordinaterna for dess vandring
beskrivas av & = £(t) blir myrans hastighet i fasta koordinatsystemet

x = O + AlE+ A (2)

enligt produktregeln for derivering. Myrans hastighet i det fasta koordinatsy-
stemet blir alltsd sammansatt av tre olika hastigheter:

1. O vilket ir hastigheten som orsakas av plattans translationsrorelse.

2. A€ dr hastigheten, orsakad av rotationen, hos den punkt som myran star
pa.

3. A;£&" ar myrans hastighet mot plattan transformerad till fasta systemet.

Vi kallar nu plattans massa for M samt betecknar myrans massa med m. Enligt
hivstangslagen far vi da koordinaterna fér den gemensamma tyngdpunkten O

i det fasta systemet genom sambandet
MOk +mx
O = ———

M +m

Eftersom den gemensamma masspunkten ligger i det fasta systemets origo géller

. MOg +mx

0
M+m



eller enklare
0 = MOk +mx

(3)

O ér ju plattans masscentrum och dédrmed ocksa en beskrivning av plattans
translationsrorelse. Fran (3) far vi x(t) = —M Ok (t)/m, som tillsammans med

(1) ger .

Ox(t) = _M+mAt£(t)

vilket alltsa &r ett uttryck for translationsrorelsen.

Deriverar vi (3) far vi
0 = MO +mx’

Siitts detta in i (2) kan man eliminera O, och erhalla
x = —% X'+ ALE + Apg/

eller

(1 + %) x' = A+ AL

vilket ocksa kan skrivas

M
]\—;m x' = A6+ A€
Vi sdtter nu M
m
= h =
@ M+ m o¢ 9 M +m

(4)

Q@ &ar da forhallandet mellan plattans massa och den sammanlagda massan av
plattan och myran, medan ¢ ér forhallandet mellan myrans massa och den sam-

manlagda massan. Det sista sambandet kan ddrmed skrivas

x' = QA€ + Ag)
och ekvation (4) kan skrivas

Ok (t) = —qA&(t)

Vi vill nu skriva om (5) genom att ersétta A} med ett annat uttryck.

Sats 1. For en vektor u gdller Aju = Ai(p’ X u), dir vi sdtter

(5)



Bevis. For alla vektorer u € R? giller
Ala = (A A7) A = (A AD)Ala = Ay(AFA)u

Detta samband géller for att vi har A;' = A¥, eftersom A; éir en basbytesmatris
mellan tvd ON-baser och dirmed en ortogonal matris.!

Enligt definitionen av Ay blir

cose sing 0 —singp —cose 0
Af = | —sinp cosp 0 och Al = ¢ | cosp —sing 0
0 0 1 0 0 0

Déarmed far vi ocksa

0 -1 0
AJA, =¢ 11 0 0
0 0 0
Q@
For u= | g | far vida
Y
0 -1 0 Q@ —p
AfAu=¢'[1 0 0 Bl=¢| a
0 0 O ¥ 0
Vektorprodukten &r
e
!
a
b | x| e “ ?
c f ¢
a d
b e
vilket ger
0 « -0
Pxu=¢ 0] x|8]| =¢|
1 vy 0

Vi har alltsa A; Aju = ¢’ x u eller genom multiplikation av A; fran vénster
Alu = Ay (¢’ x u) och satsen dr bevisad. O

Enligt (5) géller for myrans hastighet i det fasta systemet

x' = QAL+ AkL)

1Med A;‘ menas den transponerade matrisen av Ag.




Sdtt in sambandet fran Sats 1 1 denna ekvation. Vi erhaller da

x' = Q(Aug’ x &) + At) (7)

Derivera nu (7) med avseende pa tiden. Vi far

x"(t) = Q(AL(@' x &) + A(@” x &) + Ay’ x &) + Al + At")

Tillampa Sats 1 pa detta:

X" = Q(Ai(¢" x (¢’ x &) + Ar(p" X &) + A’ x &) + Ai(9" x &) + As")

Forenkla nu de termer dar A; ar inblandad.

0 0 &
P x(px€) = 0] x[¢|0]x]&
1 1 &3
0 —&2 &
= d|o]x¢| & | =) &
1 0 0
&1
= —@?|&e] = -k
&3

Den nést sista likheten géller eftersom &3 = 0.

Vi far da
X" = QA[—(¢")’E+2(¢ x &) + (" x &) + £"] (8)

3.2 Differentialekvationen

Om var platta utsétts for en kraft F, som inte &r riktad rakt mot eller fran dess
masscentrum O g, kommer plattan alltsa att fa en vridrorelse. Om vi uttrycker
F pa tredimensionell vektorform, kommer dess tredje koordinat att vara 0.

Vridningen kommer ocksa att bero pa hivarmen h fran O till angreppspunkten
for F. Da h uttrycks pa vektorform, kommer tredje koordinaten att vara 0 dven
dar.

Varje kropp har ett sa kallat tréghetsmoment, betecknat J. Storleken av J beror
pa hur stor massa kroppen har samt pa massans férdelning i kroppen. For en
platta som utsétts for en kraft enligt ovanstaende séger da rorelsemomentlagen

Jp" =hxF



Pa sidan 14 kommer vi att betrakta en alternativ form av rérelsemomentlagen.

Vi definierar F' som reaktionskraften pa K fran myran och —F som reaktions-
kraften pa myran fran K samt J som plattans troghetsmoment, vilket &r bestamt
av plattans fysiska egenskaper och dérfor anses vara ként.

Enligt Newtons andra lag har vi da:

1"
F=-mx

Sétt in (8) i denna. Vi far

F = —mQA[—(¢' )6 +2(¢' x &) + (¢" x &) + ¢"]

Rorelsemomentlagen séger att
Jo" = (x(t) — Ok (t)) x F = A x F
vilket resulterar i

Jo" = —Qm(Ag x Ai[~(¢')’€+2(¢" x &) + (¢" x ) +€"])

Eftersom A; ar en ortogonal matris med determinant 1 géller att for tva vektorer
u och v éir A¢(u x v) = Ayu x Ayv. Dirfor har vi sambandet

A x A[— (") +2(¢" x &) + (" x &) + €]
A€ x [—(¢)P€+2(¢ x &)+ (¢ x &)+ ¢"))
= Af2(Ex (@ X&)+ (Ex (" x &)+ (ExE")

Den sista likheten giller eftersom den forsta termen forsvinner i och med att

ExE=0.
I det fasta systemet far vi darfor

T = —QmA2AE x (¢ x €)) + (€ x (¢ x €) + (€ x €)

eller i det rorliga systemet:

Jo" = —Qm(2(€ x (@' x &)+ (€ x (¢" x &) + (£ x ¢"))

Det sista éir en differentialekvation i ¢(t), vilket var uppgiften att finna.

Betraktar man den erhallna differentialekvationen, ser man att bada leden bestar
av kolonnmatriser med tre rader. Emellertid 4r de bada forsta raderna 0 i samt-
liga fall. Vi har ndmligen

0
VL = Jp" = J¢" | 0
1

10



For forsta termen innanfor parentesen i hogra ledet giiller (om man bortser fran
faktorn 2 framfor):

0 !
o & / 5}
Ex(p' xE) = S| x| 0] x| &
0 1 0
&1 & 0
= &L |x¢| & | =¢ 0
0 0 £16] + &8

Tar vi skalirprodukten av & och & ser vi att detta blir samma som tredje
koordinaten ty

€& = (£&,6,0) (£1,£,0) = L& +&&

Denna term kan darmed skrivas

0
¢ O /
£-¢
Nista term innanfor parentesen blir
&1 0 &1 &1 —&
ex'xe) = [&]x|e|o]x[&]] =(&]|xe| @
0 1 0 0 0
0 0
— (,0// 0 — (,0// 0
& +& €%
och sista termen
&1 4 0 0
g x 5” = ) X é’ = 0 = 1
0 0 §165 — &&F £-€
om vi gor definitionen
(&
E=1-&
0

det vill sdga E dr en vridning 90° medurs av &.

Differentialekvationen blir alltsa

T = —QmQ2oE- €+ e +E-E)
I = —Qm((E?) +€-€)
(J¢ +Qme €)Y = —Qm-&-E

11



Tittar man pa den sista delen av hogra ledet, ser man att den &r en derivata.
Eftersom € och & &r ortogonala har vi ndmligen

€)Y =¢ €+6E =0+¢-€ =¢- &

Darfor kan differentialekvationen skrivas

(J¢ +Qm €)= —Qm(&-€)

(g rer)e] =@y

Eftersom termen J/@Qm kommer att dyka upp stéindigt i den kommande texten,
inf6r vi hér beteckningen H enligt

vilket slutligen leder fram till f6ljande

eller

Sats 2. Vi har en platta K med massan M och tréghetsmomentet J. Da en myra
med massan m rér sig pa K enligt ekvationen &(t) kommer plattans vridning
o(t) i ett fast koordinatsystem att beskrivas av differentialekvationen

—(H+|EP)(t) = &€ +C

dar & definieras som ovan och C' dr en integrationskonstant.

4 Problemet angripet med komplexa tal

Vi ska nu titta pa hur 16sningen utvecklas om man anvénder sig av komplexa
tal istéllet for av vektorer.

4.1 Modellen pa komplex form

Ett alternativ till att arbeta med vektorer &r att arbeta med komplexa tal.
Vi ersiitter da vart (&, &2)-system i plattans plan med ett liknande komplext
talplan. Vi far en bijektion mellan de olika systemen, ndmligen

&1
E=1& | «— &G +il=¢
0

12



Med denna bijektion géller da ocksa

0
0| x&——i¢ och Al —— e¥W¢
1

Observera att € (fet stil) &r en vektor och £ (normal stil) &r ett (komplext) tal.

Pa det viset skulle vi istéllet for
x(t) = Ok(t) + Ak(t)

fa _

2(t) = Og(t) + e We(t)
vilket med hjélp av (3) ocksa kan skrivas

r = Qe¥¢

Detta ger ' '

o’ = Q(e?Yi§ +e'¢) (9)
Jamfor det med (5).

GoOr man ytterligare en iakttagelse, ndmligen genom att kombinera

0 &1 —&2
px€&=p |0 x[&L | =¢| &
1 0 0

samt
E=6+16 = =L+ i6

far vi det intressanta sambandet att ¢ x & motsvaras av ¢i€. Detta ger ndmligen
att

X/ = Q(At((.p/ X 5) + Atgl)
motsvaras av ' '
7' = Q(e¥ylic +€¢)
vilket antyddes redan genom jamforelsen mellan (9) och (5).

Gar man ytterligare ett steg genom att ta andraderivatan, far man med det
komplexa synséttet

w// — Q(iw/ei@@/ig_i_eikp(p//ig_"_eigpgo/l-é-/ +igp/ei@§/+ei@§//)
= Qe[(i')2E +i"E + 2i'¢ + £
= QeV[=(¢)E+20'¢ +ip"E + ¢

Det sista uttrycket motsvaras da av (8) i det tidigare synséttet. Med hjilp av
komplexa tal kan man alltsa verifiera (8) utan att anvinda Sats 1.

13



4.2 Differentialekvationen med komplexa tal som grund

Aven rorelsemomentlagen kan uttryckas med hjilp av komplexa tal. Lampligen
gors da detta med tal skrivna pa polédr form. Da far man

h = re™® och F = (e’

Om vi tédnker oss de komplexa talen som vektorer, kan F' delas upp i komposanter
sa att den ena &r parallell med h och den andra &r vinkelréit mot h.

F = Ae* + Bei(o‘Jr%)

Da kommer endast den komposant, som &r vinkelrdt mot h, att paverka plat-
tans vridning. Storleken pa h och F anges av faktorn framfér de exponentiella
faktorerna. Rorelsemomentlagen far da utseendet

Jo" =rB

Om vi sa uttrycker £(t) = & (t) + i€2(t) pa polir form, blir det
£(t) = (B
dir r =& = /(&1)? + (&2)? och «a = arg(§), det vill siga argumentet for £.

Eftersom rotationsmatrisen A; motsvaras av '?(!) i det komplexa talplanet, far
vi i det fasta systemet

z(t) = Ok(t) + e . r(t)e’™®
vilket kan jamforas med (1). Sétts detta ihop med (3) far vi

z(t) = Qr(t)e?We ) = Qr(t)eilr)+a®)

Derivatan av z blir

- Q (rlei(<p+a) +T(QPI + a/)iei(ap+a))

0 (r/ez(wa) (e + a/)ei(%+w+a))

Andraderivatan blir

e Q(r//ei(a-&-w) + 27"(0/ + (pl)ei(%+a+<p) + 7“(04” + (,Dll)ei(%+o‘+‘/’)
o T(OLI + (P/)Qei(a+gp))
_ Q(T’” _ 7’(0/ + wl)?)ei(aﬁ»g@) + Q(?T’(O/ + 50/) + T(OL” + S0//))61'(§+a+<,(;)
Da kan 2 skrivas pa formen

2 = Aellate) 4 Beilzt+ate)

14



dér A och B ér funktioner av t. Om F' som forut dr reaktionskraften pa K fran
myran, ger detta uttryck insatt i Newtons andra lag

F =-m (Aei(o‘“”) + Bei(%+a+w))

Hévarmen som F' verkar pa dr

h = ¥ . re® = peilate)

Genom att betrakta exponenterna i uttrycken for F' och h, ser man att den
termen i F' som #r parallell med h dr den som innehaller A och att termen med B
dr ortogonal mot h. Dérmed &r det endast termen med B som paverkar plattans
vridning och detta gér den med h som héivarm. Enligt rorelsemomentlagen far
vi darfor

—-Jo" = rmB

I = rmQEY @+ ) + (! + @)
I = Qmi(al + )

—J¢ = Qmri(d +¢)+Cy

vilket leder fram till

Sats 3. Om myran rér sig pd plattan enligt ekvationen &(t) = r(t)e*®) | kommer
plattans vridning att beskrivas av differentialekvationen

—(H+(r(1)*) ¢'(t) = (r(t))e/(t) + C

Sats 3 dr ekvivalent med Sats 2, de &r bara uttryckta pa olika sétt. Dessutom
dr bevisen for dem oberoende av varandra. Likheten ser man genom att vi i
viinstra ledet har 72, som motsvaras av |€|? och i hogra ledet har r, som ir

~
absolutbeloppet av € samt ra’ som motsvaras av £ . De tva forsta likheterna dr
relativt uppenbara. Den sista kraver emellertid en forklaring.

Vi har
= re™@
é»/ — r/eioz + ’l:'ro/eia
E/ _ —’Lf/ _ r/ei(oz—%) + ,ra/eia

Den forsta termen i E’ Ar ortogonal mot & och faller déarfor bort vid skaldrmulti-
plikation. Skaldrprodukten ges av faktorerna framfér e!® och vi far da

~/

£ & — r-rd

vilket motiverar den tredje likheten. Man kan dérfor sdga att med det komplexa
synséittet dr Sats 3 vad Sats 2 dr for angreppsséttet med vektorer.
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5 Reglering av myrans hastighet

For att beskriva myrans rorelse, viljer vi ofta forst en sa enkel parametrisering
som méjligt av £(t). For att sedan kunna studera olika hastighetsvariationer
hos myran, kan man inféra en regleringsfunktion f(¢), som #ir en godtycklig
deriverbar funktion. Dérefter later man myrans rérelse beskrivas av £(f(t)).
Myran kommer da att ga i samma spar, som nér dess rorelse beskrevs av £(t),
men f kan anvéndas for att reglera hastigheten.

Da myrans rérelse beskrivs av ekvationen £(f(t)) = r(f(t)) - €2 ®) | kommer
differentialekvationen att fa utseendet

—(H PO @0 = rrmP 2D e

Emellertid riacker det att losa

— (H+(r(1)?) ¢'(t) = (r(t))*e/(t)

som &r differentialekvationen fran Sats 3 med integrationskonstanten C' = 0,
under forutsittning att det naturliga bivillkoret som ndmns i den kommande
Sats 4 ar uppfyllt. De tva nyss nimnda ekvationerna &r identiska, om man i den
forsta av dem sétter f(t) = t. D4 man hittat en specifik 16sning till den sista
ekvationen, sdtter man in f(¢) i denna losning och erhaller dédrmed lésningen
till den forra ekvationen enligt féljande sats.

Sats 4. Antag att f(t) dr en godtycklig kontinuerligt deriverbar funktion ddir
f'(t) =0 for ndagot virde pa t. Differentialekvationen

—(H+[r(f@)]?) €' (t) = [r(f(1)) w Lo
med bivillkoret att for nagot t gdller
o) = da(é;(t)) 0

har om C1 = 0 losningen

o(t) = po(f(t)) + Co

dir @o(t) dr en godtycklig specifik losning till differentialekvationen
—(H+(r())?) ¢'(t) = (r(t)*a'(t)

Om Cy # 0 saknar ekvationen losning.

Bivillkoret betyder att bade plattans och myrans vinkelhastighet &r noll vid
nagon tidpunkt. Detta uppfylls till exempel om bade myran och plattan &r
stilla vid forsokets start. Darfor dr det ett mycket naturligt bivillkor.
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Bevis. Ansatsen

ger

Insatt i bivillkoret géller da att eftersom det finns ett ¢ sadant att f'(¢) = 0, far
vi for detta ¢

¢'(t) = @o(f(1) - f/(t) = o (f()-0=0
och

— = (f(t) - f(t) = (f())-0=0

Dérmed &r bivillkoret i satsen uppfyllt. Bivillkoret leder ocksa till att C; = 0
maste gélla.

Satts ansatsen in i1 differentialekvationen fran Sats 4 far vi for de olika leden:

VL = — (H +[r(f®))*) o (£#) - f'(1)

samt

iz = proP O e o) o

Att de bada leden ér lika, inses genom att man séitter in den specifika 16sningen
wo(f(t)) 1 ekvationen fran Sats 3 (med C = 0), ersétter ¢t med f(¢) pa évriga
stillen i Sats 3 samt multiplicerar bada leden med f’(t). D4 kommer respektive
led i ekvationen fran Sats 3 att vara identiska med ovanstaende. Detta avslutar
beviset. O

Ett vanligt problem med de enklaste parametriseringarna av myrans rorelse dr
att varken £'(0) eller ¢'(0) &dr 0. Det vill séga en enkel parametrisering leder
till att bade myran och plattan &r i rorelse vid forsokets start, vilket dr nagot
man vill undvika. Ett sitt att losa detta, men som &nda mestadels ger £(t)
ett enkelt utseende, dr att lata f innehalla en sa kallad testfunktion. En test-
funktion &r en funktion som pa ett lampligt séitt vixer fran funktionsvirde 0
till funktionsvérde 1. I vart fall dr en ldmplig funktion f(t), en som uppfyller
kraven
f(0) =

0
f) =t t>1 (10)
) =0

Beskriver vi dérefter myrans rorelse med ekvationen

£(t) = r(f(1)e (11)

kommer myran att sta still for ¢t = 0. Dérefter accelererar myran for 0 <t <1
och har fér ¢ > 1 en parametrisering som &verensstimmer med &(t) = r(t)-e*®®).
Eftersom f’(0) = 0 enligt (10) och vi soker en 15sning med ¢’(0) = 0, kan vi
anvénda Sats 4.
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Tittar vi nu pa losningen av differentialekvationen i Sats 4 och kombinerar den
med det onskvérda att plattan inte ska ha nagon vridning vid ¢ = 0, far vi med
villkoret f(0) =0

0(0) = @o(f(0)) =0

vilket ger Cy = 0. Detta ger den mycket intressanta likheten
o(t) = po(t) for t>1

vilket innebér att plattans vridning da ¢ > 1 inte paverkas av utseendet pa f
for ¢ < 1. Hur myran accelererar for 0 < t < 1 har alltsa ingen betydelse for
plattans vridning senare.

Eftersom translationsrorelsen (6) med det komplexa synsittet beskrivs av ek-
vationen .
Ok = —q- rel(@te) (12)

innebér det att dven translationsrorelsen dr opaverkad av hur myran genomfor
sin inledande acceleration.

Del II
Exempeldel

6 Myran gar i en cirkel med plattans masspunkt
i centrum

Sa till nagra praktiska exempel. Vi kommer att betrakta detta fall bade allmént
sett och nér plattan har en bestdmd massa och troghetsmoment. Emellertid
later vi plattan alltid ha radien 1.

6.1 Det allminna fallet

Lat myran ga langs randen pa en cirkel med radien 1 och centrum i Og.
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Myrans rérelse beskrivs da av ekvationen

cos f(t)
£(t) = | sin f(?) (13)
0

Anviinder vi det komplexa synsittet och beskriver rérelsen med £(t) = r(t)e?(®),
far vi enligt (13) r(t) =1 och «a(t) = f(t). Viljer vi en lamplig funktion f med
egenskapen f’(0) = 0 och stiller kravet ¢’(0) = 0, &r bivillkoret i Sats 4
uppfyllt. Enligt satsen riacker det da med att 16sa den enklare ekvationen med
£(t) = e't. Eftersom vi da far «(t) = t ger detta o/ = 1. Insatt i den enklare
differentialekvationen fran Sats 3 med utseendet

— (H+ (r(1))?) got) = (r(t))*/(t)
far vi da
—(H+1)ppt) =1

det vill sdga
t

H+1

@o(t) = — +C
©0(0) =0 ger Ci=0

och ddrmed

Sats 4 ger nu
o(t) =—kf(t)+C

En av anledningarna till inforandet av funktionen f &r att myran ska fa en
limplig acceleration fran hastigheten 0 vid ¢t = 0. Om vi valt myrans rorelse
enligt den enklare ekvationen £(t) = e far vi ¢/(0) = 1, vilket inte &r bra.
Dirfor viljer vi att istéllet lata myran vandra enligt £(t) = e/(), dér f &r
en funktion som uppfyller villkoren i (10). Eftersom vi har &'(t) = e/ f/(t),
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kommer myran att sta still for £ = 0, men efter £ = 1 ha en rérelse som beskrivs
av den enklare ekvationen £(t) = e eller pa vektorform

cost

£(t) = | sint
0

Ett exempel pa en funktion som uppfyller de énskade villkoren &r

f(z) = (’(|1—x|+1—m)(m—1)+2‘+(|1—x|+1—x)(m—1)+2)% (14)

Eftersom vi dven har f(0) = 0, innebér detta C' = 0, sa plattans rorelse beskrivs
av ekvationen

p(t) = —kf(t)
eller for t > 1 den enklare ekvationen
p(t) = —kt

dédr k endast beror av m, M och J (ty H beror ju av dessa tre). Som tidigare
ndmnts dr ju utseendet pa f(¢) for 0 < t < 1 ointressant for plattans vridning
da t > 1. Det betyder att k inte paverkas av hur plattan gjort sin inledande
acceleration.

Virdet pa k avgor alltsa hur mycket plattan vrider sig i forhallande till myrans
rorelse pa plattan for ¢ > 1. Myran gar ett varv pa plattan for varje At = 27
och plattan snurrar da foljdaktligen 27k varv at andra hallet. Eftersom H > 0

och
1

k= ——
H+1
innebér detta att 0 < k < 1. For varje varv myran ror sig kommer alltsa plattan
att vridas mellan noll och ett varv at andra hallet.

Vi ska nu betrakta translationsrérelsen, som ju beskrivs med ekvation (6).
Dédrmed far man, da myran ror sig enligt (13) och med f(¢) enligt (14), for
t>1
cos(1 — k)t
Ok (t) = —q¢ | sin(l — k)t (15)
0

vilket innebér att plattans masscentrum ror sig i en cirkel runt det gemensamma
masscentrat. Hastigheten pa denna forflyttning &r beroende av virdet pa k.
Ett £ néra O innebér en snabbare translationsrorelse &n ett k ndra 1. Detta
innebér att om plattan roterar langsamt i jimférelse med myrans rorelse (k
néra 0), kommer translationsrorelsen att vara relativt snabb. Detta kan ocksa
inses genom att en liten rotation av plattan innebér att myran forflyttar sig
mer sett i det fasta systemet och eftersom O ligger still, maste Ok rora sig
i samma tempo som myran. En snabb rotation innebér att myran néstan star
still i det fasta systemet och da kommer dven Ok att fa en langsam rorelse.
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Detta ser man ocksa om man anvinder det komplexa synsittet. Translations-
rorelsen ges da av (12). Eftersom vi héir har ¢ = —kt och « = ¢, beskrivs

rorelsen i detta fall av
OK =—q- e(l—k)it

vilket tydligt visar att translationsrorelsen dr cirkuldr samt att dess hastighet
ar storre da k ar nédra 0 d4n da k ar néra 1.

6.2 Platta med bestimd massa

Vi ska nu betrakta fallet da myran gar lings randen pa en cirkelformad platta
med radien 1 och massan 1.

Vi ténker oss forst en cirkuléir platta med radien R och masstéitheten p(&1, &2),
dir p(&1,&2) dr masstitheten i punkten (£1,&2). Vi far plattans massa genom

dubbelintegralen
[ ster. o) dea des
K

dir K ={(£1,&) @ 0<(&)% + (&)? < R?}. Vi gor substitutionen

{ & =rcosyp

& =rsing

vilket ger 2 J(r,p) = r. D& giller att om p(£1,&) = p #r konstant, sa ir
plattans massa

M//Kpdfldfg/OR</O2wp~rdg0) dr = ©R%p

Pa liknande sétt far man troghetsmomentet

R 27 4 2
R MR
J:ﬁWW%F/ /mMde”pz
K 0 0 2 2

I vart fall har vi M =1 och R =1, vilket ger J =1/2. D4 géller

1 1 1 2m

= = JM+m) = ITim =
H+1 ~ 00 7y = T gy = 3m 1

Ur detta kan man gora en del intressanta iakttagelser.

23(r, @) #r Jacobis determinant, det vill siga

o6, 2
3 e) = dé1,€2) _ b 5t
O ) |8 &
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e m=M=1gerk=1/2och dirmed ¢ = —¢/2. Det innebir att da myran
gatt ett varv pa plattan (¢ = 27), sa har plattan roterat ett halvt varv at
andra hallet.

e Om m — 0 sa giller &ven k — 0, vilket innebér att en mycket 1l4tt myra
kommer att vrida plattan vildigt lite.

e Om m — oo far man k — 2/3. Detta innebér att denna plattas maximala
vridning ér 2/3 av ett varv for varje varv myran gar och detta intriffar da
myran dr odndligt tung.

Eftersom plattans translationsrorelse ges av (15), innebér detta att plattans
masspunkt O i samtliga dessa fall kommer att rora sig i en cirkel runt den
gemensamma masspunkten O7. Rotationsriktningen pa denna rorelse kommer
att vara densamma som riktningen pa myrans vandring. Detta verkar rimligt,
da Og alltid maste befinna sig pa motsatt sida av Op jamfort med myran och
pa konstant avstand fran O .

6.3 Sma modifieringar av den bestidmda plattan

Det kan vara intressant att undersoka vad som hénder med ¢(t) om man later
myran ga pa en platta vars masstidthet varierar. Vi fortsitter att undersoka en
platta med R = 1 och M = 1 dér vi later myran ga ldngs kanten pa denna.
Masstédtheten dndras ddremot sa att den varierar med avstandet fran plattans
centrum. Lat dérfor

p(r) =pl —7r)"

dér p dr en konstant. Vi far da

//Kp(r)dfldgg _ p/o1 (/OQW(l—r)"-rdcp)dr

1— n+110 1 1— n+1
— omp {u} +/ A=,

n+1 1 0 n+1
27p {(11")”*2}0 B 27p
n+l| n+2 |,  (M+1n+2)

M

vilket med M =1 ger
(n+1)(n+2)
P="0
T
och darmed
(n+1)(n+2)(1—r)"

2T

p(r) =

Plattans troghetsmoment blir

g (n+12)7(rn+2> /01 (/0%(1—7~)”-r2-rd¢) 0 — (n+3§n+4)
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n =1 ger nu J = 3/10, sa om vi tittar pa samma fall som i férra avsnittet far
vi hér

em =M =1ger k = 5/8 och ¢p = —5t/8. Det innebér att da my-
ran gatt ett varv pa plattan, sa har plattan roterat 5/8 varv at andra
hallet. Jamfor detta med forra avsnittet. Vi ser att plattan roterat mer da
troghetsmomentet minskat.

e Om m — 0 sa giller &ven hir k — 0.

e Om m — oo far man k — 10/13. Detta innebér att plattas maximala
vridning i detta fall &r 10/13 av ett varv for varje varv myran gar.

Later man n — oo 1

(n+1)(n+2)(1—r)" B 6
27 och = (n+3)(n+4)

p(r) =

innebédr detta att plattans massa koncentreras mot centrum och att J — 0.
Detta ger &k — 1, vilket i sin tur innebér att da myran gar ett varv pa plattan
kommer plattan att snurra ett varv at andra hallet. Resultatet av detta &r att
myran kommer att sta still sett i det fasta koordinatsystemet. Detta fall &r
emellertid orimligt, eftersom det &r praktiskt omdjligt for plattan att ha all
massa koncentrerad i centrum.

Om man istéllet later masstiatheten variera enligt

n

p(r) = pr
kommer man med samma resonemang att for M =1 och R=1 fa

n+2
n+4

n = 0 innebér att p dr konstant och det ger som vintat J = 1/2. Later man
n — 00, vilket innebér att plattans massa koncentreras mot periferin, far man
J — 1. Det innebér i sin tur att

Samma exempel som forut ger nu
e m=1gerk=1/3.
e m—0gerk—D0.

e m — oo ger k— 1/2.
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7 Cirkelformad rorelse med plattans masspunkt
pa randen

Hér har plattan i samtliga fall en bestdmd form och storlek. Forst kommer vi
att betrakta problemet utan att ge myran och plattan nagon speciell massa.
Darefter kommer vi att underséka vad som hénder under vissa speciella om-
standigheter.

7.1 Allméan 16sning i det givna fallet

Later man myran ga i en cirkel vars medelpunkt inte dr densamma som plattans
masspunkt blir situationen mer komplicerad. Lat till exempel

1+ cos f(t)
0= g

vilket innebér att myran ror sig i en cirkel vars rand gar genom plattans mass-
punkt.

Viljer man istéllet att beskriva myrans rorelse med det komplexa synséttet, sa
kan man betrakta denna figur.
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Randvinkelsatsen ger for 0 < f(¢t) < 7 att da myran rort sig vinkeln f(t) sett
fran medelpunkten pa sin cirkel, har den rért sig vinkeln f(t)/2 sett fran Og.
Randvinkelsatsen séger ocksa att for den storsta triangeln dr vinkeln vid myran
rit, eftersom den star pa en halvcirkelbage. Myrans cirkel har diametern 2 och
dérmed far man genom enkel trigonometri

ft)

r = 2Cc0s —=
2

I detta intervall har vi « = f(t)/2, varfér myrans promenad beskrivs av

f(®) L0

£ = 2cosT~e

For m < f(t) < 2r blir forhallandena enligt nedanstéende bild
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Eftersom det i detta intervall giller att

far vi for radien héar uttrycket

ft)

r = —2cos —=

Enligt figuren ser vi ocksa att vinkeln vid Ok riknas medsols fran &;-axeln,
vilket innebér att den ska anges med minustecken framfor. Vi far darfor

Parametriseringen av myrans promenad i intervallet = < f(¢) < 27 blir ddrmed
(1@ iw
§ = —QCOS%-el(th—F) = 2COS%-€W—-€Z(%_W)

t 0]
2 cos /() et
2
Detta uttryck &r emellertid identiskt med den poléra framstéllningen av myrans

promenad for 0 < f(t) < 7, varfor uttrycket kan viljas som parametrisering for
myrans fird oavsett virde pa f(t).

Salunda géller att myrans promenad i det aktuella fallet beskrivs av ekvationen

£ = 2cos —fét) et

Insatt i Sats 3 blir differentialekvationen diarmed

—(H+4COS2%> o = @-40052%—%0

Genom att vilja f(t) enligt (14) och stélla kravet ¢’(0) = 0, blir bivillkoret i
Sats 4 uppfyllt. Da ar det tillrickligt att 16sa ekvationen

t 1 t
- <H+4(:os2 5) Yo = 3 -4 cos® 2

eller omskrivet .
2

_H+4cos2%

, 2 cos?

Yo =

Nu far vi 16sningen till differentialekvationen genom den obestédmda integralen

2t
2 cos 3

SR P
o H+4COSQ%
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Detta kan skrivas som

1 [H+4cos’L —H 1 H
Yo = —3 —dt = —— 1l —— ] dt
2 H +4cos? 5 2 H 44 cos? 5

B t+1/ H it
2 2) H+4cos2i

3

Den aterstaende integralen kan l6sas genom att man gor substitutionen s = tan 3.

Detta ger
2

STy ®

t
arctans = 3 — dt

Av detta far man dven
ot 1
cos® — =
2 1+ s2

Déarmed har vi allt som behovs for att 16sa differentialekvationen. Substitutio-
nen giiller emellertid endast i intervall av typen nm < t < (n + 2)7, eftersom
tant inte dr definierat for ¢ = %F dér n &dr ett udda heltal. Detta leder till
att man maste modifiera 16sningen for att den ska gélla kontinuerligt for alla
t > 0. Det gors (som vi senare kommer att se) bland annat genom att man later
integrationskonstanten vara styckvis konstant, det vill séiga later den vara olika
i olika tidsintervall.

1 H 1
S a ==
2/ H+4cos? 3 2

som &r ett uttryck pa formen
1 B
! / SR
2) B+cos?;

Lemma 1. Om B > 0 och n dr ett udda heltal gdller
1 B
W
2) B+cos?y
1/% (arctan( Biiltan%) + [t;—wﬂ 7r) +C omt#nm

nm B —
-5 B—H—i—C omt=nm

Vi har alltsa

\
~|
_|_
§ ~|
[\)
D]+
S

dir [x] dr den sd kallade heltalsvirdesfunktionen, det vill siga [x] betyder det
heltal som dr ndrmast mindre dn eller lika med x.
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Bewis. Vi inleder med fallet da ¢ # nm och gor den tidigare beskrivna substitu-
tionen

1 B 1 [ Biie 1
—/ﬁdt:—/liﬂlds:B/ ds
2 ) B+cos*sg 2) B+ (B+1+152)(1+82)

1 B 1
= B| ————— _ds = d
/B+1+332 s B+1/1+BL;152 y

B B+1 B
= 511 B arctan (5\/ B—+1> + C(t)
B B t
Bl arctan (\/ B1l tan 5) + C(t)

Integrationskonstanten C(t) = Ci(t) + C &r styckvis konstant, vilket i detta
fall innebér att den #r konstant inom varje intervall nm < t < (n 4 2)7 dédr n
som tidigare &r ett udda heltal.

Eftersom vénstra ledet i Lemma 1 &r kontinuerligt for alla viirden pa t &r
malséttningen att dven hogra ledet ska kunna anses vara det. Det forsta steget
ar darfor att for ¢ = nm gora tolkningen

" B ¢ nmw . ¢ B i t T
arctan ( 4/ =——=tan— | = lim arctan |4/ 5——tans | = —=
B + 1 2 t—nmt B —+ 1 2 2
Eftersom vi har
. /| B t T
lim arctan tan—- | = —
t—nmT— B + 1 2 2

innebér detta att det skiljer 7 mellan hoger- och véinstergrinsvirdet da ¢ — nmw
i detta uttryck. Vi har dessutom faktorn

B
VB+1

oo . . . o . B
framfor uttrycket. Detta innebér att vi maste lyfta upp funktionen /= -7
steg vid varje t = nw for att fa

lim () = lim @(¢)

t—nm— t—nnt

vilket &r vad vi 6nskar. Detta astadkommes genom att séitta

Darmed har vi for ¢ £ nrw

1 B B B t

=@ = tan (/= tan = | +C1(t) + C

2/;$+w§§ B+1a“an< B+1an2>+ 1(6) +
B
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For ¢t = nm har vi

B B t
BJrlarctan( B+1tan§>+01(t)+0
B m t+m
= vB—H(‘T[?Hw
B T nT4+T
= \/B—+1<§+ 2 )*C

nmw B
= VB ¢
vilket avslutar beviset. O

Anvind nu Lemma 1 pa det tidigare uttrycket dar B = %. (Eftersom H > 0,
gilller B > 0, sa det dr mojligt att anviinda Lemma 1.) Vi far da

() L1 ¢ T l) s [T fe
= ——= arctan an — — | T
o 2 o o417 2 27

**EJr Lacta HtaEJrH—W +C
T Ty TV \ TV B e or | "

Eftersom g kan vara valfri 16sning till differentialekvationen, kan vi sétta C' = 0.
Darmed far vi enligt Sats 4

_ e ) H H f(t) f+m
p(t) = fTJr Trd (arctan( H+4tan7> + {T} 7r> + O

Vi viiljer nu en funktion f(¢) enligt (14). Eftersom f(0) = 0 och vi vill ha
»(0) = 0, far vi C7 = 0. Ekvationen som beskriver plattans vridning blir dédrmed

o(t) = —@—i— HL—HL <arctan< Hlj_4tan @) + [f(tg#} 7") (16)

Man kan undersoka hur mycket plattan vrids fér varje varv myran gar. Det gor
man genom att berikna o(t+ 2m) — p(t) fér nadgot t > 1, ty da géller f(t) =t.
Denna differens ér oberoende av ¢, eftersom trappstegsfunktionen i (16) okar
lika mycket med intervallet 27 och tangens &r periodisk med perioden 7, det

vill sédga
t+2 t
tan( +2 ﬂ-) = tan (5)

Detta innebér att for varje varv myran promenerar, det vill siga At = 2,
kommer plattan att vrida sig

2n . H _ ([ H
2 "W Ht41 H+4)"
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at andra hallet. Forhallandet mellan antalet varv myran gar och antalet varv
plattan snurrar kommer alltsa att bli

1 0
k=-(1-/—r
2( H+4>

dér man enkelt kan se att 0 < k < 1/2.

Det innebér att plattans vridning &r helt styrd av virdet pa H, som ju beror
pa plattans troghetsmoment, plattans massa och myrans massa, vilka samtliga
tre dr kidnda. Det kan dérfor vara intressant att underscka plattans vridning for
nagra olika virden pa dessa.

7.2 Platta med bestidmda egenskaper

Vi inleder med en platta som har M =1 och massan fordelad sa att J = 1/2.
Da giller
o JM+m) 1+4+m
B Mm  2m

e m =1ger H = 1, vilket innebir k = (5—+/5)/10 ~ 0, 28. Plattan kommer
alltsa att snurra 0,28 varv i motsatt riktning for varje varv myran gar.

e m — 0 ger H — oo, vilket innebdr £k — 0. En mycket latt myra kommer
alltsa att vrida plattan véldigt lite.

e m — oo ger H — 1/2, vilket innebér £ — 1/3. Detta &r plattans maximala
vridning med géllande J och M och den #r alltsa 1/3 varv per varv myran
promenerar.

Om vi fortfarande har plattans massa M = 1, men koncentrerar massans for-
delning mot masscentrat, kommer vi att fa J — 0. Detta resulterar ocksa i
H — 0 och ddrmed k — 1/2, som ju ér det maximala virdet pa k. Fran det kan
man utlédsa att om plattan har ett vildigt litet troghetsmoment, kommer myran
att vrida den ett halvt varv i motsatt riktning for varje varv den sjélv gar. Detta
ar ocksa det maximala forhallandet mellan plattans och myrans vridning.

Translationsrorelsen som beskrivs av

Ok = —q - rel@+®)

far ett mer komplicerat uttryck. Vi beskriver den for en platta med M = 1,
J =1/2 och en myra med m = 1, vilket ger ¢ =1/2 och H = 1. For ¢t > 1 far
vi a =1/2 och r =2cos 3. (16) ger da

OK — —COSE . e%(arctan(% tan%)Jr[t;—ﬂ"]ﬂ—)
2
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Ett intressantare fall uppkommer om man for ovanstaende platta koncentrerar
massan mot masscentrat sa att J — 0. Vi far da H — 0, vilket gor att plattans
vridning enligt (16) blir ¢ = —t/2. Eftersom « =t/2 (for ¢t > 1), far vi da

etlate) = 0 =1
Translationsrorelsen blir darmed

t
O = —cos —
K 2

O ror sig alltsa fram och tillbaka ldngs en horisontell linje. Detta innebér att
dven myran, sett i det fasta systemet, endast kommer att rora sig horisontellt
trots att den i det rorliga systemet har en cirkulér rorelse.

8 Myran gar ratlinjigt

Ett annat intressant fall &r nir myran ror sig rétlinjigt pa plattan. Uttrycket
for dess rorelse kan da till exempel vara

Viljer man den komplexa versionen, far man istéllet via Pythagoras sats och
enkel trigonometri

r(f(t)) = V14 f(®)?  och  a(f(t)) = arctan f(t)

Myrans promenad beskrivs da med

g(t) — \/W . ei~a1rctanf(t)
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Viljer vi ater f pa ldmpligt sétt och ser till att bivillkoren i Sats 4 &r uppfyllda,
kan vi forst 16sa differentialekvationen

- (H+ r(t)Q) oy = r(t)?-d(t)

Vi har .
2 2 /
T + oc e} 172
och inséttning i differentialekvationen ger
r_ 1
T T H 182
Forenkla skrivsiattet genom att sédtta
1
A—
H+1
Ekvationen blir da
A2

Losningen till denna ekvation &r
pg = —Aarctan At + C
och ekvationen for plattans vridning blir ddrmed
¢ = —Aarctan(A - f(t)) + C
Villkoret ¢(0) =0 ger &ven hir C' = 0. For t > 1 beskrivs d& plattans vridning

av
¢ = —Aarctan At

Eftersom vi har H > 0, far vi 0 < A < 1. Da géller for varje viarde pa A
att arctan At gar asymptotiskt mot 7/2 nir ¢ — oo, vilket innebir att rota-
tionsrorelsen avstannar allt mer. Plattans vridning kommmer dérmed att av-
stannande ndrma sig ¢ = —Am/2.

Translationsrorelsen ges som bekant av Ox = —qre!(®9) som i detta fall (for
t > 1) innebér

OK(t) = —q 141¢2. ei(arctantharctanAt)
Vi ska nu betrakta rotations- och translationsrorelsen i tva speciella fall och vi
gor detta for stora vérden pa t. Som forberedelse konstaterar vi att for stora

virden pa t giiller (for varje virde pa A)

arctant — A arctan At ~ (1 — A)g
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I det forsta fallet later vi A — 0. Detta intréiffar da H — oo, vilket sker da myran
ar vildigt liten (m — 0). Da far vi dven ¢ — 0, eftersom det &r forhallandet
mellan myrans massa och den sammanlagda massan.

For A ~ 0 far vi rotationsrorelsen
p = —Aarctan At =~ 0

det vill sdga en mycket liten rotation av plattan.

Translationsrorelsen blir i detta fall
O ~ —q 1+t2~6m—/2

Eftersom ¢ &r nédra 0, kommer dven translationsrorelsen att bli vildigt liten.
Faktorn e'"/? i uttrycket visar att den (minimala) translation som finns kommer
att ske vertikalt, vilket &r parallellt med myrans viig (fast i motsatt riktning).
Detta ar rimligt eftersom O ska ligga fast och néstan ingen rotation dger rum.

For A =~ 1, vilket uppstar da J — 0, blir ldget det motsatta. Rotationsrorelsen
blir
m

@ = —Aarctan At =~ 5

vilket dr den maximala rotationen plattan kan fa vid denna promenad. Trans-
lationsrorelsen blir

O ~ —q\V/1+1t2-e"0 = —q/1 +12

Detta innebér att Ok kommer att forflyttas i stort sett horisontellt for stora
virden pa t. Da giller O =~ —qt, vilket stimmer bra med att rotationen
nirmar sig —m/2 och att myran gar rétlinjigt med konstant fart allt lingre fran
utgangspositionen néra Og.

9 Elliptisk rorelse

Aven hir forenklar vi problemet genom att gora vissa begrinsningar i variatio-
nen av plattans form och storlek. Ddremot kommer vi att forst betrakta proble-
met utan att ge myran och plattan nagon speciell massa. Dérefter undersoker
vi vad som hénder under vissa speciella omsténdigheter.

9.1 Beskrivning av det allménna fallet

Lat nu myran ga ldngs randen pa en ellips med halvaxlarna a och b. Vid starten
later vi halvaxeln med lingden a sammanfalla med xi-axeln och dér later vi
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dven myran starta sin promenad. Om man vill att myran ska vandra ett varv
runt ellipsen pa 27 sekunder, kan myrans rorelse da beskrivas av

acos f(t)
et) = [ bsinf(t
0

dédr f(¢) ar funktionen (14).

Detta innebér att for myrans rorelse géller

(&1)? n (&2)?

a? b2

som ju ar ekvationen for just en ellips.

=1

For enkelhets skull betraktar vi nu en ellips med ¢ =1 samt 0 < b < 1 och
framstéller ddr myrans fird pa den komplexa formen.

Vi far

&1 =rcos f(t) och & = rsin f(t)

Detta ger

rcos? f(t) | r?sin® f(t)
12 * b2 =1
Los ut r ur detta

) b b

T b2 cos? f(t) +sin? £(t) 14 (0% — 1) cos? f(t)

Myrans promenad beskrivs ddrmed av

_ b i F®)
S ey rea T R

Ser vi till att villkoren i Sats 4 &dr uppfyllda ska vi alltsa forst 16sa differential-
ekvationen

B H+ 2 ;o b2
1+ (b2 —1)cos?t Y0 = 1+ (b2 —1)cos?t

34



Efter ett antal mer eller mindre komplicerade omskrivningar samt substitutionen
t = s/2, kommer man fram till

1 B
— A -2
o 2/B+COSQ§ 8

b? b2+ H
= och = —
H + 12 H(b —1)

dar

Hér anviands med fordel Lemma 1, varvid man erhaller

A %(arctan( BLthang)+[5;T”]7r)+C om s # nm

¥o
nm B _
A —B+1+C om s =nmw

Sétt in uttrycken for A och B, gor substitutionen s/2 = ¢ och nagra omskriv-
ningar samt still kravet ¢g(0) = 0. Om vi valt f(t) sa att de tre kraven i (10) &r
uppfyllda, vilket till exempel kan astadkommas med (14), sa erhalles for ¢ > 1
enligt Sats 4

b2 H+tb? H4b2 2t
—Ww/m(arctan( ﬁ-tamt)—i—[%] 7T) om t# 4L
__nwb? H4b2 _
(H+62) \/ Ho2 107 om t =

Forst kan vi gora noteringen att om ellipsen &r en cirkel har vi b = 1, vilket
leder till b? = 1. D4 giiller

o1 L H+b
H+? H+1 °° VER 2 ~

vilket insatt 1 (17) efter nagra omskrivningar kan igenkénnas som formeln for
cirkelns vridning.

(1)

Om vi undersoker plattans vridning for At = 27 da t > 1, innebér detta att vi
ser hur mycket plattan vrider sig for varje varv myran gar. Absolutbeloppet av
detta forhallande kallar vi k. Vi har alltsa

o |ttt 2m) = o)

— —‘ for godtyckligt ¢t > 1
2

Eftersom vi for alla ¢ har

2T

2(t+2 2t
tan(t + 27) — tant = 0 och [w} m— [ ;ﬂ} ™ =27
s

innebér det att k &r lika med faktorerna framfor parentesen i (17), det vill sédga
o b | H+b?
 H+b2V Hb2+ 12
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Detta visar att k ar helt styrd av langden b pa ellipsens halvaxel, plattans trog-
hetsmoment samt plattans och myrans massor.

Vi ska strax undersoka plattans vridning i nagra speciella fall, men forst ska
vi se hur man berdknar massa och troghetsmoment fér en elliptisk platta med

halvaxlarna a och b.

For massan pa den elliptiska plattan giller att den ar

/ /K o1, 60) € d

K = {66 GF L G

déar

<1}
Vi gor substitutionen

& = ascosyp
& =bssinp

dir 0 < s < 1. Substitutionen ger J(s,¢) = abs. Om p dr konstant far vi da

1 2w
M = // pd&dés = / (/ pabsdgo) ds = mwabp
K 0 0

Med samma metod far vi plattans troghetsmoment

//K pré ey s = //K p((61)% + (&)%) déy déo

1 2m
/ (/ p(a?s? cos? ¢ + b?s* sin® )abs dap) ds
0 0

J

1 oabs? 2m
/ pabs (/ (a*(1 4 cos 2¢) + b*(1 — cos 2¢0)) dSO) ds
0 0

1 3 2 132 2 432
b b(a® +b M(a”+b
/ pabs (a2 + ) - 2mds pab(a T (a )
0

4 4

Detta innebir att for en masshomogen platta (det vill siga en med konstant p)
som har massan M = 1 och ena halvaxeln a = 1, kommer vi att fa

1+ b2

J==
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9.2 Plattor med speciella egenskaper

Emellertid vet vi sedan tidigare att vi delvis kan styra J genom att lata p
variera for olika stéllen pa plattan. For att jamfora med cirkelfallet anpassar vi
dérfor plattan sa att den har J = 1/2 fér M =1 och b = 1/2. Det innebér
alltsa att denna elliptiska platta har samma massa och troghetsmoment som det
forsta exemplet pa den cirkulira rorelsen. Virdet pa b kan viljas godtyckligt i
intervallet 0 < b < 1, men hér har vi alltsa valt b = 1/2 och far da b? = 1/4,
vilket ger foljande iakttagelser.

e m=M=1ger k=1/v/10, vilket innebér att plattan vrids knappt 1/3
varv i motsatt riktning fér varje varv myran gar.

e m — 0 ger k ~ 0, sa en mycket latt myra ger en vildigt liten vridning av
plattan.

e m — 0o ger k &~ /2/3, vilket dr denna plattas maximala vridning.
Vad hénder med vridningen om plattans form dndras, men troghetsmomentet

och massan ér desamma? Vi behéller alltsi m = M =1 och J =1/2.

e b=1/4 ger k = 1/+/34, vilket innebir att plattan snurrar drygt 1/6 varv
at andra hallet for varje myrvarv.

e b=3/4ger k=3/(5v/2) ~0,42.

Det visar sig att rotationen blir storre, ju mer lik en cirkel ellipsen blir. Vi har

néamligen
Lo b? H+b v [H+b> 1
 H+B2V H b2 H+b? 2 H+1

B b2 ¢ 1 _%1 H % 1
o H + b2 H+1 H + b2 H+1

som vixer da b okar.

Uttrycket for ellipsens translationsrorelse blir synnerligen komplicerat. Minns

att rorelsen beskrivs av

Og =—q- ret(ate)

Har har vi

b
V1+ (b2 —1)cos? f(t)
t

o qH+v® (- H+b® L[
T THyeVae e \ T\ VE 12 or |
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Det 6verldmnas till ldsaren att utreda detaljerna fér denna rorelse, men en
simulering i programmet Graphing Calculator visar att den normalt inte &r
elliptisk.

10 Sammanfattning

De tva centrala malsédttningarna med detta arbete var att hitta en differential-
ekvation som beskriver myrans rorelse och att jamfoéra de tva angreppsséitten
dér man anvander vektorer respektive komplexa tal.

Differentialekvationens utseende presenteras i Sats 2 och Sats 3. Efter alla
forenklingar aterstar endast en integration for att 16sa ekvationen. Emellertid &r
det for de flesta rérelsebanor hos myran omojligt att analytiskt utfora denna in-
tegration. Vi presenterade ett antal exempel dér en sddan 16sning fanns. I dessa
fall var det oftast enklare att hitta 16sningen om man anvinde sig av metoden
med komplexa tal. Losningen blev bade kortare och mer lattforstaelig. Déarfor
véljer vi ocksa uteslutande att arbeta med den metoden i fallet med ellipsen.

En nackdel med den komplexa metoden dr att den fungerar endast i tva di-
mensioner. Vill man utvidga vart problem till hogre dimensioner (till exempel
genom att lata myran vandra pa ytan av en sfir), kan man alltsd inte anvinda
denna metod.
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